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摘　要：分数阶傅立叶变换比傅立叶变换更具有一般性，多年来引起人们深入研究。由于连续的分数阶傅立叶变换在
工程实现时都要抽样离散化，直接对连续分数阶傅立叶变换的核离散化会失去很多重要的性质，因此人们研究它的离散实

现并保持它具有与连续分数阶变换同样的性质。本文提出了一种新的交换矩阵实现离散分数阶傅立叶变换，其变换的离散

核矩阵与连续变换的分数阶傅立叶变换核有相似性，诸如酉特性、可加性、正交性和可逆性。仿真结果证实了所提出的分

数阶傅立叶变换核与连续分数阶傅立叶变换核的相似性以及两种变换对矩形信号这种典型信号的分数阶傅立叶变换的相似

性。
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１　引言

分数阶傅立叶是近二十年来研究的一种新时频分

析方法，它比普通的傅立叶变换更具有一般性，可以在

时频面上对信号任意角度旋转，因此将有更广泛的用

途。现在人们研究把它用在信号检测［１］、信号设计

［２］、多址技术［３］等方面。实现离散分数阶傅立叶变
换主要有三种形式：１直接抽样的离散分数阶傅立叶
变换［４］，对连续分数阶傅立叶变换直接抽样计算。这
样实现的分数阶傅立叶变换失去了很多重要性质，比

如，酉特性、加法性和可逆性。因此这种方法实现的

ＤＦＲＦＴ在运用中受到很多限制；２．改进性抽样的
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ＤＦＲＦＴ［５，６］，这种实现的 ＤＦＲＦＴ首先要对输入信号
无量纲化，然后抽样计算。虽然这种变换与连续变化

具有相似性并且具有快速算法，但这种变换的分数阶

核矩阵没有可加性，并且核矢量不是正交的；３．特征矢
量分解法［７，８，９］，这种变换首先是找到一种与傅立叶
变换可交换的矩阵，然后求离散变换核。这种变换得

到的分数阶核矩阵满足酉特性、可加性、正交性和可

逆性。文献［４］直接抽样实现的离散分数阶傅立叶
变换的运算量与方法 ３实现的运算量均为 Ｏ（Ｎ２）。
本文从二阶微分方程的解是厄尔特高斯（Ｈｅｒｍｉｔｅ

Ｇａｕｓｓｉａｎ）函数得到一种新的交换矩阵，同样具有方法
３的 ＤＦＲＦＴ的特性，并且与连续分数阶的核相似，运
算量为 Ｏ（Ｎ２）。

２　交换矩阵

一般连续分数阶傅立叶变换定义如下：

Ｘｐ（ｕ） {＝ Ｆｐ［ｘ（ｔ }）］ （ｕ）＝∞
－∞
Ｋｐ（ｔ，ｕ）ｘ（ｔ）ｄｔ（１）

在（１）中，旋转角度α和ｐ的关系为α＝ｐπ２，其中

核函数为：

Ｋｐ（ｔ，ｕ）＝

１－ｊｃｏｔ（α）
２槡 π

ｅｘｐ ｊｔ
２＋ｕ２






２ ｃｏｔ（α）－ｊｔｕｃｓｃ（α











）　　α≠ｋπ

δ（ｔ－ｕ） 　 α＝２ｋπ
δ（ｔ＋ｕ） α＋π＝２ｋ













π

（２）

　　对于傅立叶变换矩阵Ｆ，由于其只有四个特征值分
别为１，－１，ｊ，－ｊ，所以其对应的特征向量有无限个，因
此文献［７，８，９］直接利用一种交换阵（它有不同的特征
值），来实现ＤＦＲＦＴ。下面我们求本文提出的交换矩阵。

厄尔特高斯（ＨｅｒｍｉｔｅＧａｕｓｓｉａｎ）函数是下面二阶
微分方程的解［１１］：

ｄ２

ｄｔ２
（ｆ（ｔ））－４π２ｔ２ｆ（ｔ）＝& ｆ（ｔ） （３）

令Ｄ＝ｄｄｔ是微分算子，Ｆ是普通的傅立叶变换。

根据时频微分特性关系，（３）变换为下面（４）：
（Ｄ２＋ＦＤ２Ｆ－１）ｆ（ｔ）＝Ｓｆ（ｔ）＝

&

ｆ（ｔ） （４）
定理：如果Ａ，Ｂ是可交换矩阵，即ＡＢ＝ＢＡ，则Ａ，Ｂ

有相同的特征向量［７］。
在（４）中的矩阵 Ｓ和普通的傅立叶变换矩阵 Ｆ是

可交换矩阵，它们有相同的特征向量。

因为

Ｆ２ｆ（ｔ）＝Ｆ－２ｆ（ｔ）＝ｆ（－ｔ）
所以　ＦＳ＝Ｆ（Ｄ２＋ＦＤ２Ｆ－１）＝ＦＤ２＋Ｆ２Ｄ２Ｆ－２Ｆ

＝ＦＤ２＋Ｄ２Ｆ＝ＦＤ２Ｆ－１Ｆ＋Ｄ２Ｆ
＝（ＦＤ２Ｆ－１＋Ｄ２）Ｆ＝ＳＦ

因此矩阵Ｓ，Ｆ有相同的特征向量。用微分算子表
示位移算子［１０］为：

ｆ（ｔ＋Δｔ）＝ｅΔｔＤｆ（ｔ） （５）
二阶差分方程定义为：

Ｄ
－２ｆ（ｔ）＝ｆ（ｔ＋Δｔ）－２ｆ（ｔ）＋ｆ（ｔ－Δｔ）

（Δｔ）２
（６）

则

Ｄ
－２＝ｅ

ΔｔＤ－２＋ｅ－ΔｔＤ

（Δｔ）２
＝Ｄ２＋２（Δｔ）

２

４！ Ｄ４＋２（Δｔ）
４

６！ ＋

         

…

０（Δｔ）２

（７）
又因

ＦＤ
－２Ｆ－１＝Ｆｅ

ΔｔＤ－２＋ｅ－ΔｔＤ

（Δｔ）








２ Ｆ－１＝ｅ
ｊ２π（Δｔ）ｔ－２＋ｅ－ｊ２π（Δｔ）ｔ

（Δｔ）２

＝２（ｃｏｓ（２π（Δｔ）ｔ）－１）
（Δｔ）２

＝－４π２ｔ２＋（Δｔ）
２

１２

　（１６π４ｔ４）＋０（（Δｔ）４） （８）
在（８）中，利用了 ＦｅΔｔＤＦ－１＝ｅｊ２π（Δｔ）ｔ，将（７）和（８）

代入（４），可以得到（９）：

Ｓ
－
＝Ｄ
－２＋ＦＤ２Ｆ－１＝ｅ

ΔｔＤ－２＋ｅ－ΔｔＤ

（Δｔ）２
＋２（ｃｏｓ（２π（Δｔ）ｔ）－１）

（Δｔ）２

＝Ｄ２－４πｔ２＋（Δｔ）
２

１２ （１６π
４ｔ４）＋０（（Δｔ）２） （９）

由（９）知道算子 Ｓ
－
是算子Ｓ的０（（Δｔ）２）逼近。如果

Ｓ
－
ｆ（ｔ）＝

&

ｆ（ｔ），可以得到如下式子（１０）：
ｆ（ｔ＋Δｔ）－２ｆ（ｔ）＋ｆ（ｔ－Δｔ）
＋２（ｃｏｓ（２π（Δｔ）２）ｔ－１）ｆ（ｔ）＝（Δｔ）２& ｆ（ｔ） （１０）

在（１０）中，令ｔ＝ｎΔｔ，Δｔ＝１槡／Ｎ，则变为下面差分
方程：

ｆ（ｎ＋１）－２ｆ（ｎ）＋ｆ（ｎ－１）

　 ＋２ｃｏｓ２ｎπ






Ｎ











－１ ｆ（ｎ）＝
&

ｆ（ｎ） （１１）

因此矩阵Ｓ的形式如下：

０７５
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－２ １ ０ … ０ １

１ ２ｃｏｓ２π






Ｎ
－４ １ … ０ ０

０ １ ２ｃｏｓ２２π


















Ｎ －４ … ０ ０

     

１ ０ ０ … １ ２ｃｏｓ ２π





Ｎ
（Ｎ－１










）



































－４

（１２）

３　分数阶傅立叶变换的离散化

对于离散的分数阶变换核矩阵可以从下面的方法

中得到。将连续分数阶傅立叶变换的核（厄尔特高斯
（（ＨｅｒｍｉｔｅＧａｕｓｓｉａｎ））函数以时间 Δｔ抽样，抽样方差

为
π
２槡ＮΔｔ，则其矢量可以离散化为下面式子［７］：

ｎ（$）＝
１

２$
$

！ Ｎ／槡槡 ２　
ｈｎ

$

Ｎ／（２π槡 ）









　
ｅ－$２π／Ｎ

（１３）
对于抽样点数Ｎ是偶数，有下面关系：


～
ｎ（$）＝

ｎ（$）　０$Ｎ２－１

ｎ（$ －Ｎ）　
Ｎ
２$Ｎ{ －１

（１４）

对于抽样点数Ｎ是奇数的，有下面关系：


～
ｎ（$）＝

ｎ（$）　０$Ｎ－１２

ｎ（$ －Ｎ）　
Ｎ＋１
２ $Ｎ{ －１

（１５）

因此将离散 Ｈｅｒｍｉｔｅ特征函数的特征向量｛
～
ｎ

（
$

）｝归一化，得到下面式子［７］：

ｕｎ
[

＝

～
ｎ（０），

～
ｎ（１），…

～
ｎ（Ｎ－１ ]） Ｔ

[ ～ｎ（０），～ｎ（１），…～ｎ（Ｎ－１ ]） Ｔ （１５）

由于矩阵Ｓ和普通傅立叶变换阵Ｆ具有相同的特
征向量，且矩阵 Ｓ有完备的正交基｛ν

$

｝，将向量 ｕｎ投
影到正交基上，得到一个类似的ＨｅｒｍｉｔｅＤＦＴ向量：

ｕ～ｎ＝ ∑
（ｎ－

$

）ｍｏｄ４
ｕｎ，ν

$

ν
$

（１６）

将特征向量集合｛ｕ～ｎ｝用 ＳｃｈｍｉｄｔＧｒａｍ方法正交

归一化，得到标准正交基｛ｕ^ｎ｝，因此离散分数阶傅立叶
变换核为：

Ｆα ＝
∑
Ｎ－１

$

＝０
ｅ－ｊ$αｕ^

$

ｕ^Ｔｋ　　　　　 当Ｎ为偶数

∑
Ｎ－２

$

＝０
ｅ－ｊ$αｕ^

$

ｕ^Ｔ
$

＋ｅ－ｊｎαｕ^
$

ｕ^Ｔ
$

　当Ｎ









 为奇数

（１７）
由于｛ｕ^ｎ｝是标准正交基，因此这里提出的 ＤＦＲＦＴ

核满足酉特性、正交性、可加性、可逆性，这是容易证明

的。

４　仿真分析

图１分别是连续厄尔特高斯（ＨｅｒｍｉｔｅＧａｕｓｓｉａｎ）
函数和可交换矩阵 Ｓ特征向量的的曲线，从图中可以
看出两者在低阶吻合很好，高阶有些误差。

图１　ａ，ｂ，ｃ，ｄ分别是 ０，２，４，６阶的厄尔特高斯（Ｈｅｒｍｉｔｅ

Ｇａｕｓｓｉａｎ）函数（实线）和Ｓ矩阵对应的特征向量（ ＋虚线）

图２中的 ａ是原始的矩形信号 ｘ（ｔ）＝１，当｜ｔ｜＜
１时；否则为０。图２中的ｂ、ｃ、ｄ分别是阶数为００１、
０２、１（角度为 ｐｉ／２）矩形函数的连续分数阶傅立叶
变换和提出的离散分数阶傅立叶变换。从图中可以

看出提出的离散分数阶傅立叶变换和连续的分数阶

傅立叶变换具有很好的相似性。

１７５
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图２　ａ，ｂ，ｃ，ｄ分别是原始矩形信号及其不同阶数的连续分数阶

傅立叶变换（实线）和离散分数阶傅立叶变换（ ＋实线）

５　结论

分数阶傅立叶变换是近年来发展的一种新的在变

换域分析信号的工具，由于它可以对信号在时频面任

意角度的旋转，因此比傅立叶变化更具有一般性，也更

有广泛的用途。本文提出的一种新的交换矩阵实现离

散分数阶傅立叶变换更加有利于工程实现，因为这种

变换的核不但与连续分数阶傅立叶变换核具有相似

性，而且离散的核满足酉特性、正交性、可加性和可逆

性，因此更具有一般性，这些从上面的理论分析和仿真

结果得到了证实。
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