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摘要  为了理解一些粮仓实验报道中转向比明显大于工程规范中 Jaky 公式估算值的现象, 计

算了平面粮仓应力饱和区域的非线性弹性通解. 结果表明, 这个通解的确可以给出实验观测到

的大转向比应力, 但同时也偏离 Janssen假设. 由于边界条件会因塑性而失去完备性, 粮仓转向

比将允许在一定范围内取值, 不一定总是满足 Jaky 公式. 这意味着, 弹性理论能够描述与制备

历史有关的颗粒物质静力学问题.  
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许多工程设计需要了解静态颗粒物质(又称颗粒

固体 [1])对墙壁施加的作用力情况 , 如粮仓中谷物对

侧壁的正压力和切向力、挡土墙受到的压力等. 长期

以来工程中对这些力的处理主要依赖经验判断 , 针

对不同几何情形建立不同的力学模型, 例如 Janssen

的粮仓应力模型 [2,3], 以及用极限平衡法和滑动面估

算挡土墙的受力[4]. 由于非线性和塑性变形, 颗粒固

体的力学行为相当复杂 , 如何理论解释这些工程经

验模型和公式是目前颗粒物理领域的研究前沿之一. 

本文将考虑粮仓颗粒固体的水平应力分量σxx 与垂直

应力分量σyy 的比 J=σxx/σyy(又称转向比或 Janssen 比)

的取值问题. 在许多国家(如中国[5]、德国[6])的工程规

范文件中, 大都要求根据经验公式 1 sinJ ϕ= − (大多

乘以 1.2 的安全系数)计算转向比, 其中ϕ 为粮仓中颗

粒物质的内摩擦角. 该公式常被称作 Jaky 公式, 但

最早由 Kézdi 提出[7]. Jaky 公式给出的 J 值总小于 1, 

对内摩擦角ϕ ~30°的典型颗粒材料, J~0.5, 并且可以

用一个合适的非线性弹性理论 , 结合侧壁处法向弹

性位移等于零的边界条件加以解释[8]. 但值得注意的

是, 从文献[9]分析的近年来物理领域报道的一些粮

仓实验数据看, 其中许多实验的样品处于 J 大于 1 的

应力状态, 严重偏离 Jaky 公式估测的典型值 0.5, 如

文献[10,11]. 为进一步在弹性理论的基础上理解这

些违反 Jaky 公式的实验, 本文考虑了粮仓应力不随

垂直深度变化的、所谓应力饱和(stress saturation)区

域的非线性弹性通解问题, 得到了其解析形式. 结果

显示弹性理论的确允许 J 大于 1 的应力状态, 并且这

些大 J 值粮仓在偏离 Jaky 的同时, 也将明显偏离

Janssen 的唯象模型假设. 因此弹性理论原则上可以

解释大 J 值现象, 但偏离 Janssen 假设这个预测是否

正确, 尚有待今后实验验证.  

根据弹性理论 , 几何形状和密度相同但应力状

态不同的样品一定有不同的边界条件 . 由于接近

Jaky 公式的低 J 值粮仓对应于侧壁处法向弹性位移

为零的边界条件[8], 大 J 值粮仓侧壁处应该是有限法

向位移. 在第 2 节中将看到, 对变形过程可以是塑性

为主的材料(简称塑性材料), 弹性位移型边界条件

一般不能明确地给出 , 包括粮仓在内的一些颗粒静

力学问题的边界条件并不完备 . 对这种情形 , 我们

建议将“应力不确定”这个复杂问题与边界条件的不

完备性联系在一起 , 进而自然地用弹性理论理解粮

仓转向比可以取不同值的现象 . 这些结果将有助于

澄清物理与工程两个不同领域在粮仓 J 值问题上的

分歧.  
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1  平面应变粮仓饱和应力的通解 

能否抵抗剪切静力 , 即能否长时间保持在不为

零的恒定剪切应力状态 , 是区分材料属于固体还是

流体、应该用弹性理论还是 Navier-Stokes 方程描述

其宏观力学行为程的最终标准. 根据这个判据, 地面

上的静态颗粒物质都能抵抗至少由重力场产生的剪

切力, 因此处于固弹性状态, 应该用非线性弹性理论

分析其中的应力变化. 另外对静态粮仓, 颗粒之间都

稳定地保持在弹性静接触力状态 , 也表明了其应力

来自弹性这个事实. 本文将以这个弹性观点为基础, 

在经典弹性理论(参见文献[12])的框架内讨论粮仓的

静力学. 如考虑内禀各向同性情形, 并且忽略第三应

变不变量对弹性势能的影响 , 弹性理论要求应力张

量σij 满足下面的力平衡方程和应力-应变关系:  

 ,j ij igσ ρ∇ =  (1) 

 *2 ,ij ij ijK uσ δ μ= Δ −  (2) 

其中ρ为质量密度, gi 为重力加速度矢量, 符号 kkuΔ = −

为应变张量的迹取负, *

3ij ij iju u δΔ
= + 为应变的无迹部

分, 即偏应变. 为简单起见, 本文假定样品密度均匀, 

ρ 为常数. 应力-应变关系(2)中的体弹性模量 K 和剪弹

性 模 量 μ 可 根 据 热 力 学 关 系 1( / )
suK w−= Δ ∂ ∂Δ 和

12 ( / )s su w uμ −
Δ= ∂ ∂ , 由弹性势能 ( , )sw uΔ 计算得到(参

见文献 [12]), 其中 * * 0s ij iju u u= ≥ 为偏应变的模 , 描

述剪切应变强度. 对颗粒物质, 我们经常用到的一个

简单势能模型是(详见文献[13]) 

 2 22
,

5 sw B uξ⎛ ⎞= Δ Δ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3) 

相应的弹性模量为 

 
2

2
1 ,

2
su

K B
ξ⎛ ⎞

= Δ +⎜ ⎟
Δ⎝ ⎠

 (4) 

 ,Bμ ξ= Δ  (5) 

其中的参数取ξ=3/5, B=6 GPa. 注意(2)式形式上与胡

克定律一样, 但模量 K 和μ与应变有关, 意味着这个

颗粒弹性模型是非线性的 . 非线性弹性理论可能出

现力学失稳现象 , 其稳定区域和非稳定区域可根据

热力学稳定判据, 通过计算势能函数的凸凹性得到. 

对由(3)式给出的弹性势能模型, 稳定区域满足条件
2 2 2su ξΔ < , 或引入稳定性判据:  

 2 22 0.suβ ξ= − Δ >  (6) 

稳定条件(6)是静态颗粒物质内部任何地方都要求满

足的不等式 . 最后 , 应变满足 2 ij i j j iu U U= ∇ + ∇ −  

( ) ( )k j k iU U∇ ∇ , 这里 Uj 为弹性位移矢量. 如忽略高

次项, 有兼容方程 

 0,ikl jmn k m nluε ε ∇ ∇ =  (7) 

其中 ijkε 为三阶反对称单位张量. 注意, 本文应用了

重复脚标自动求和的约定.  

用上述颗粒弹性方程分析静态应力一般需要解

偏微分方程组, 大多数情况只能数值求解. 但对图 1

插图所示的平面粮仓的饱和区域, 应力和应变都与 y, 

z 坐标无关, 只是 x 坐标的函数. 对这个非线性弹性

问题, 可以得到下面的解析形式通解. 对于平面应变

情况, iju 有如下形式:  

 

0

0 ,

0 0 0

xx xy

ij xy yy

u u

u u u

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (8) 

其偏应变为 

 *

2 1
0

3 3
2 1

0 .
3 3

1 1
0 0

3 3

xx yy xy

ij xy yy xx

xx yy

u u u

u u u u

u u

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (9) 

此时, 兼容方程(7)转化为 0,yyu′′ =  其中“′”表示对 x 的

微分. 注意到 uyy 是关于 x 的对称函数, 故 uyy=C, 其

中 C 为积分常数. 因此应变的迹和剪应变强度为 

 ,xxu CΔ = − −  (10) 

 

 

图 1  粮仓中心位置的 Janssen 比值 J0 随积分常数 的变化

关系 
插图为平面粮仓应力饱和区域示意图以及坐标系的选取, 侧壁位于

x=±R 处, y 坐标轴为对称轴, 沿重力方向 
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 2 22
2 2 .

3s xx xyu Cu u= Δ − +  (11) 

不难看出, 这个平面应变问题只有 uxx 和 uxy 两个未知

函数.  

在粮仓应力饱和区域 , 力平衡方程 (1)转化为

0,xxσ ′ =  xy gσ ρ′ = 和 0.xzσ ′ =  注意 xyσ 是关于 x 的反

对称函数, 积分后得 

 ,xx

gR

k

ρσ =  (12) 

 ,xy gxσ ρ=  (13) 

 0,xzσ =  (14) 

这里 0xzσ = 是因为有 0xzu = 和应力-应变关系(2), R

为侧壁的位置(见图 1 插图). 积分常数 k 为侧壁处 xyσ

与 xxσ 之比, 表示颗粒与侧壁的静摩擦状态, 因此必

须小于这两种材料之间的最大静摩擦系数 kc:  

 .ck k<  (15) 

对玻璃珠颗粒与 PVC 或铝板等的接触面, 测量的 kc

大致为 0.2[14]. 将应力((12)和(13)式)和弹性模量表达

式((4)和(5)式)代入胡克定律(2), 可得到 

 
1 23 3 1 3

,
2 8 2 4xx

C
u C C t

t
β

ξ
⎛ ⎞

= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (16) 

 
1 2

,
2xy

kx
u C t

R
⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (17) 

其中记号 t C= Δ , β 见公式(6), 符号 

 
3 2

gR

kB C

ρ
ξ

=  (18) 

是与积分常数有关的量纲 1参数, 取值范围从 0到∞, 

也可看作积分常数. 由于 yyC u= 是垂直弹性应变, 参

数 反映垂直弹性应变的强度, 并且值越大, 垂直弹

性应变的强度越小. (10)和(11)式以及(16)和(17)式构

成了关于 xxu , xyu , t, β 这 4 个未知量的完备方程组, 

理论上可将这 4 个未知函数解出. 具体过程是, 将

(16)和(17)式代入(10)和(11)式, 得到 

 

3 2 2

32

5 1
3

3
,

2

t t t
kx

R t

ξ
− − − −

=  (19) 

和 

 
3 24 8

4 2 .
3

t tβ
ξ

= + + −  (20) 

方程(19)和(20)是以隐函数的方式给出的函数 t(x)和

β (x)的表达式(由于(19)式没有对 t 求根的表达式, 它

们只能隐含地写出). 将它们代入(16)和(17)式, 可得

两个未知函数 uxx(x)和 uxy(x)的表达式, 即平面应变粮

仓饱和区域的颗粒弹性方程解 . 注意它含有两个任

意常数 k 和 C, 是该问题的通解.  

由上面的弹性通解可得 Janssen 比 J=σxx/σyy 为 

 
( )

3 2

3 2
.

2 1 2

t
J

t t
=

− +
 (21) 

特别的, 粮仓中心 x=0 处的 J 值为 

 
( )
( )

2
0 0

0 2
0 0

3 9 5 3
,

3 3 1 3

t t
J

t t

ξ

ξ

+ + +
=

− − +
 (22) 

其中 t0=t(x=0)由方程 

 
3 2 2

0 0 0

5 1
3

3
t t t

ξ
= + + +  (23) 

给出. 图 1 为 J0 随积分常数 变化的曲线, 当 7> 时, 

有大于 1 的转向比. 不难看出, 弹性理论允许粮仓中

心的 Janssen 比在 0.33~2.5 之间取值, 因此不排除存

在违反 Jaky 经验公式的粮仓应力状态. 这对许多文

献中观察到的大 J 值现象提供了一个合理的解释. 根

据 的定义 (18)式 , 有大 值意味着垂直弹性应变

yyC u= 比较小, 这时颗粒将尽量避免向下施压, 因此

导致较大的 J 值.  

粮仓的“J=常数”是 Janssen 提出的一个著名假设. 

严格地讲, 上述颗粒弹性方程给出的 J 值并不是常数, 

而是从中心到侧壁单调减小, 见图 2. 对接近 Jaky 经

验公式的小 J 值情形, J 值沿水平方向的变化非常微

弱, 完全可以认为满足 Janssen 假设. 但对大 J 值粮仓, 

侧壁附近的 J 明显小于中心附近的 J. 注意这个偏离

Janssen 假设的现象只是一个理论预测, 由于很难测 
 

 

图 2  对不同积分常数 , Janssen 比值 J 沿水平方向的变化
ξ=3/5 
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量材料内部的应力 , 目前还不能对它进行直接的实

验验证. 在粮仓的应力饱和区域, “J=常数”是因为垂

直应力 yyσ 基本不随水平坐标 x 变化. 因为 xxσ 是常数, 

J 偏离 Janssen 假设意味着 yyσ 随 x 有明显的变化. 另

外从图 1 和 2 可以看出, 常数 完全确定了粮仓的 J

值大小及其变化行为. 如用文献[14]测量的侧壁处的

切向与法向应力比值≤0.2 作估算, 文献[10]的 J≥

0.95, 文献[11]的 J≥1.5, 大致相当于 7≈ 和 20≈
的情形.  

2  粮仓侧壁边界条件 

从弹性理论的角度讲 , 如果已知所有边界上的

完备边界条件, 粮仓的应力状态将被唯一地确定. 对

上面讨论的应力饱和区域, 积分常数 k 和 (或 C)需

要由侧壁处的边界条件确定 . 如果颗粒物质与容器

之间的接触接近最大静摩擦状态, 有侧壁处的σxy 与

σxx 之比等于它们之间的静摩擦系数: k=kc. 这个边界

条件最早由 Janssen 给出, 尽管对实际粮仓的颗粒-容

器接触是否都会达到最大静摩擦存有异议 , 它仍然

在许多粮仓应力的理论分析中被广泛应用 [2,3,15]. 一

些物理研究者曾用让粮仓底座缓慢下滑的办法制备

满足 k=kc 的粮仓, 从直觉看来这似乎有道理, 但并不

意味着这是颗粒-容器接触达到最大静摩擦状态的确

切验证, 因为从缓慢下滑的动态到停止, 静摩擦状态

可能出现不确定的跳变, k 不一定总是停在最大静摩

擦值 kc 上. 退一步讲, 即使上述实验的粮仓达到了

k=kc 状态, 所考虑的也可能只是一种特殊情况, 其他

粮仓不一定都是如此 , 因为现实中的粮仓一般不会

有这个底座缓慢下滑的制备过程 , 如何确定其侧壁

接触状态仍不得知晓 . 处理这个问题的一种办法是

取 k=常数 k0(≤kc)为侧壁边界条件, 它在饱和区显然

正确 , 但对粮仓顶部应力随深度变化的过渡区域是

否仍然合理, 尚有待验证. 原则上讲, 侧壁处的切向

应力σxy 和法向应力σxx 都可以直接测量, 用实验能够

确切地检验“k=k0”是否普遍有效, 并测出常数 k0 的值. 

由于本文只考虑饱和区域 , 可以直接用这个边界条

件确定积分常数 k.  

从水平弹性位移 Ux 在侧壁处的值 U0=Ux(x=R), 

又称弹性方程的 Dirichlet 边界条件, 可以确定另一

个积分常数 (或 C). 利用同样的颗粒弹性方程, 文

献[8]曾在“侧壁法向位移等于零”的边界条件下数值

计算了圆柱形粮仓的应力分布 . 这个特别解在饱和

区域大致对应前面给出的通解中的 ~ 1.7 , ~ 0.4J

的低 J 值情况. 由于它的 Janssen 比接近 Jaky 公式的

估算值, 可以认为 Jaky 粮仓的 U0~0, 非 Jaky 粮仓一

定有 0 0U ≠ 的边界条件 . 对理想弹性材料的一些情

形, 我们可以确切地知道边界处的 U0 值. 例如当材

料放入刚性容器后, 由于受到侧向限制将发生变形 a, 

见图 3. 如果材料是理想固体, 变形都是弹性的, 从

这个放入前后的几何变化马上可以得到边界条件

U0=a. 如果是塑性材料, 则必须知道 a 中的塑性部分

aplastic, 才能得到边界条件 U0=a−aplastic. 塑性变形

aplastic 一般与材料如何放入容器的过程有关, 因此确

定塑性材料的 Dirichlet 边界条件 U0 往往非常困难, 

原则上需要分析计算整个过程的动力学细节 . 粮仓

的颗粒材料填入过程则更为复杂 , 其中某些阶段会

出现类似液体到固体的转变, U0 值最终停留在何处, 

实验往往不能仔细控制 , 即使用同一填入方式来制

备粮仓, U0 仍会在某一范围取值, 导致观察到不同 J

值的粮仓 . 弹性理论只当边界条件完备时才有唯一

解 , 即唯一的应力分布 , 如果每次实验的边界条件

U0 和 k0 都不一样, 其中的应力当然也可以不一样. 

因为不唯一的应力分布是不能完备地确定边界条件

所引起的 , 实验观察到的粮仓应力不确定现象与弹

性理论显然没有冲突. 对颗粒物质这类强塑性材料, 

弹性静力学理论分析原则上给出的只是允许样品存

在的力学状态范围 , 不能明确指出每次实验的测量 
 
 

 

图 3  材料进入刚性容器后发生的变形 a 
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结果. 这时实验需要验证的主要是理论预言的这个范

围是否正确, 特别是它的临界位置. 例如对平面粮仓的

J 值, 前面的计算给出它应该在 0.33~2.5 之间, 目前报

道的数据的确在此范围内, 没有发现违反的情况[9].  

显然任何弹性静力学问题都需要已知边界条件

后才能计算求解. 颗粒弹性方程(1)~(7)也不例外, 一

旦边界条件完备, 它们将给出唯一确定的应力分布. 

由于上面讨论的原因 , 颗粒材料的边界条件一般会

受到制备过程的影响 , 因此很难通过分析判断来得

到, 原则上需要实验测量. 当然 J 值的上下限会对边

界条件产生相应的约束. 例如, 当取 k 和 yyσ 为粮仓

的边界条件时, 由 / / 4xx xy k g kσ σ ρ ϕ= = 和 0.33 J≤ =  

/ 2.5,xx yyσ σ ≤  可得在饱和区域的边界上, 它们必须

满足 1.32 .yyg k g kρ ϕ σ ρ ϕ≤ ≤   

基于上述讨论 , 我们倾向认为工程设计中广泛

应用的 Jaky公式所描述的只是一个特殊情况. Jaky公

式的实验支持主要来自 Oedometer 或 Lambdameter

等单轴压缩型工程仪器的测试数据 [16,17], 按照这些

实验样品的制备规则和测量规范 , 样品可能总是处

于接近低 J 值的力学状态 . 一些物理研究领域中考

虑的粮仓制备过程和测量方式都明显不同于这些工

程实验, 因此出现了违反 Jaky 公式的现象. 注意至

少在实验室环境下, 这些偏离 Jaky 公式的静力状态

都是稳定的, 如图 4 所示的仓底压力随时间变化的测

量结果, 它们完全有可能发生在实际粮仓中. 虽然大

多数工程规范都采用 Jaky 公式[5,6], 工程领域一直存

有其预测值偏低的研究报道(如文献[18]), 另外有关

实际粮仓的安全事故亦时有报道 . 目前对大 J 值粮

仓的力学状态尚无充分研究, 与接近 Jaky 公式的低 J

值情况相比较, 它的稳定性、制备方式、抵抗扰动的

能力和应力蠕动变化的方向趋势等都有待从理论和

实验上深入研究 . 这些工作有助于进一步澄清颗粒

物质力学中一些基础问题 , 亦可能有助于粮仓安全

分析水平的提高.  

3  结论 

在一些实验中静态颗粒物质样品的应力状态与 

 

图 4  不同填充质量 M 时, 粮仓仓底有效质量 Ma 和 kJ 随时

间的变化 
测量样品为密度ρ≈1500 kg/m3 的玻璃珠, 粮仓直径φ=0.194 m. 相应

的 kJ~0.35 是 Janssen 模型 /(1 e )sM M
a sM M −= − 给出的计算值, 其中

3π / (16 kJ)sM ρϕ= 为饱和质量. 由于 k<0.2[14], 有转向比 J>1.7(对应

的 20),>  属于大 J 值粮仓. 注意到十几分钟后, 有效质量的时间涨

落很小(可能由于温湿度变化的缘故), 表明大 J 值粮仓的应力状态 

能长时间保持稳定 

它的制备历史有关, 如粮仓应力转向比 J 的值. 该现

象往往影响实验的可重复性 , 并且容易被人们误以

为是颗粒物质违反弹性理论 , 因为后者主要用于描

述应力状态确定的系统. 为澄清这个概念上的误区, 

并解释近年来颗粒物理领域报道的一些严重违反工

程规范中 Jaky 公式的大 J 值粮仓的实验工作, 本文

将文献[13]介绍的非线性弹性理论应用于平面粮仓

的应力饱和区域, 得到了以下几点结论: (1) 这个非

线性弹性问题有解析形式的通解 , 其中含两个积分

常数; (2) 通解给出的应力转向比值范围为 0.33~2.5, 

不违反国内外报道的实验结果 , 包括那些严重偏离

Jaky 公式的大 J 值粮仓的实验; (3) 由于塑性的缘故, 

一般无法获得完备的粮仓边界条件 , 因此不能确定

通解中的积分常数 , 导致不同实验的 J 值在上述范

围内变化; (4) 如果将这个“边界条件欠完备”和“应力

不确定”联系起来, 我们仍可以用弹性理论解释那些

与历史有关的颗粒物质静力学现象.  
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Boundary condition and elastic analysis of stress for silos without Jaky 
property 

WANG LuZhu, JIANG YiMin, PENG Zheng & ZHENG HePeng 
School of Physics Science and Technology, Central South University, Changsha 410083, China 

In some silo experiments, it is observed that Janssen ratio can be remarkably bigger than the value given by the Jaky formula 
recommended in engineering norm. To understand this, we solved the nonlinear elastic problem for the region of stress saturation of a 
plane silo, and obtained its general solution analytically. The solution can really give stresses with the observed big Janssen ratio, but 
deviate from the Janssen behavior at the same time. Because of the plasticity of granular solids, boundary conditions may become 
incomplete, so the Janssen ratio is allowed to vary in a certain range, and deviates from the Jaky formula. The results support the 
validity of elastic theory for granular solids, in spite of its history behavior. 
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