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摘要  针对目前大维数量子寄存器生成的困难性, 研究了基于小维数量子寄存器实现大维

数量子 Fourier 变换的方法. 首先, 定义了 t 比特半经典量子 Fourier 变换, 从几率幅的角度

证明该变换可以实现量子 Fourier 变换, 且所需 2 位量子门的规模显著降低, 并设计了该变

换的量子实现线路. 然后基于 t 比特半经典量子 Fourier 变换, 将经典固定窗口法与 Shor 算

法实现方法相融合, 重新设计了 Shor 整数分解量子算法的实现线路, 与 Parker 等人的实现

线路相比, 计算资源大体相同(所需的基本量子门均为  3
logO N   , 所需量子寄存器的维

数前者较后者多 1t  维), 而实现速度提高了 t2 倍, t 是窗口宽度.  
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量子计算机具有强大的并行计算能力 , 对现代

密码的安全性带来了严峻的挑战. 1994 年, Shor[1]提

出了量子计算机上多项式时间的大数质因子分解算

法, 该算法对基于大数质因子分解、离散对数问题的

公钥密码如 RSA 等公钥密码体制产生了巨大威胁. 

1996 年, Grover[2]提出了未加整理数据库的量子搜索

算法, 该算法用于对称密码的密钥穷尽攻击时, 计算

复杂度可以得到开平方根级的降低. 自此之后, 量子

计算和量子密码的研究引起了国内外学者的广泛关

注[3~11].  

尽管量子计算和 Shor 量子算法的原理的正确性

已得到验证 [12], 但将量子计算机真正应用于实际 , 

破译目前实用的 2048 比特的 RSA 或 191 比特的 ECC

还很困难 , 主要的原因在于目前人们还无法研制千

比特级的量子计算机. 因此, 长期以来如何减少 Shor

量子算法实现时所需的计算资源一直是人们关注的

难点和热点.  

1996 年, Vedral 等人[13]首次设计了一个 Shor 算

法实现的量子线路, 该线路需要规模为 7 1n  维量子

寄存器和  3O n 基本量子门就可以实现模幂运算( n

是所分解整数的比特长), 如果利用 Toffoli 门代替用

于存储运算过程中产生的中间态的 n 维量子寄存器, 

可将所需量子寄存器的维数降为 4n+3, 同年, Beckman

等人[14]对此作了进一步分析, 如果所需的 Toffoli 门

数量不受限制, 那么实现模幂运算需要 4 1n  维量子

寄存器. 1998 年, Zalka[15]给出一个需要  3 logn O n

维量子寄存器实现 Shor 算法的量子线路. 这些研究

结果都是从减少模幂运算所需量子寄存器维数方面

优化 Shor 算法的实现线路.  

一般情况下, 在原始的量子 Fourier 变换实现中, 

需要 n 维量子寄存器, 且 n 位量子态是一次输入, 在

实现线路中共需要 2 2n 个 2 位量子门、n 个 1 位量子

门[16]. 对于较大的 n , 在现有技术条件下还无法实现

n 维量子 Fourier 变换. 1996 年, Griffiths 等人[17]提出

了单比特半经典量子 Fourier 变换, 由于该变换的 n

比特信息是按逐比特方式输入的 , 其实现量子

Fourier 变换所需量子寄存器维数仅为 1 且只需要 1

个 1 位量子门, 不再需要 2 位量子门. 也正是有了

Griffiths 等人的工作, 2000 年, Parker 等人[18]基于单

比特半经典量子 Fourier 变换设计了 Shor 算法的新的
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实现线路, 所需的量子寄存器为 1n  维. 因此, 单比

特半经典量子 Fourier 变换为大维数量子 Fourier 变换

的实现提供了一种解决方案 , 对在量子计算资源有

限的条件下将 Shor 算法应用于破译 RSA, ECC 等实

用的公钥密码具有重要的现实意义和实用价值.  

量子 Fourier 变换与单比特半经典量子 Fourier

变换相比, 前者实现速度快但所需量子资源多, 后者

实现速度相对较慢但所需量子资源少 . 考虑到目前

实际实现时 2 位量子门较 1 位量子门操控的困难性, 

因此, 在量子计算的实现线路中应尽量减少 2 位量子

门的使用. 用单比特半经典量子 Fourier 变换代替量

子 Fourier 变换虽是一个非常好的选择, 但毕竟是以

牺牲速度为代价的 . 针对量子 Fourier 变换的实现 , 

基于目前大维数量子寄存器生成的困难性 , 如何既

兼顾到实现所需的量子资源又兼顾到实现的速度 , 

即基于小维数量子寄存器如何实现大维数量子

Fourier 变换的方法, 还需进一步研究.  

本文给出了 t 比特半经典量子 Fourier 变换的定

义 , 基于几率幅证明了该变换也可以实现量子

Fourier 变换, 并设计了该变换的量子实现线路, 与

量子 Fourier 变换相比, 所需 2 位量子门和 1 位量子

门的规模分别降为原来的 21 l , 2 l ( n 是量子 Fourier

变 换 的 维 数 , 如 果 t 整 除 n ,   1l n t  , 否 则

 l n t ); 与单比特半经典量子 Fourier变换相比, 实

现速度提高了大约 t 倍 . 基于 t 比特半经典量子

Fourier 变换, 给出了经典的固定窗口法与 Shor 整数

分解量子计算算法的融合方法 , 设计了基于该方法

的 Shor 整数分解量子计算算法实现线路, 与 Parker

等人的实现线路 [18]相比 , 在计算资源大体相同的条

件下实现速度提高了 2t 倍, t 是窗口宽度.  

1  量子 Fourier 变换与单比特半经典量子

Fourier 变换 

定义 1 (量子 Fourier 变换)[16] 如果在一组标准正

交基 0 , 1 , , 1N  上的一个线性算子在基态上的

作用 FU 为 
1

0

1
:

N
jk

F N
k

U j k
N





 , 

那么对任意的状态的作用可以表示为 
1 1 1

0 0 0

1
:

N N N
jk

F j j N
j k j

U x j x k
N


  

  
  , 

称 FU 为量子 Fourier 变换. 其中, “ ”表示该变换是

可逆变换, 2πe i N
N  .  

如果 2nN  , 那么对一个量子态 a 作用量子

Fourier 变换后有 

  
1

0

n

F j
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j
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此时称量子 Fourier 变换为 n 维量子 Fourier 变换. 其

中, 
1

0

2
n

j
j

j

a a




  是 a 的二进制表示, ja 为 0 或者 1, 

1

0

2 ,
n j

j k n
j k

k

a


  



  0,1, , 1,j n      0p     

2πe 1 2i .  

文献 [16]指出实现一个量子 Fourier 变换需要

log N  维量子寄存器. 1996 年, Griffiths 和 Niu 提出

了只需 1 维量子寄存器且实现线路只需要 1 位门就可

实现量子 Fourier 变换的方法, 称为单比特半经典量

子 Fourier 变换[17], 其量子实现线路如图 1 所示.  

图 1 的相关说明:  

(1) 方框代表一个黑盒, 其变换可描述为 

 
 

 2π

0 0 1 2

1 e 0 1 2i

 







. (2) 

(2) 单线表示量子态, 双线表示经典值;  

(3) 每个黑盒输出两个经典值: 一个是测量的结

果, 另一个是相位 2 4c    , 并做为下一个黑盒

的输入, 其中 的初始值为 0;  

(4) 终的观测结果为
1

0

2
n

k
k

k

c c




  .  

文献[16]指出 , 对量子态 a 做完单比特半经典

量子 Fourier 变换所得的某个量子态 c 的几率幅与

做完量子 Fourier 变换一样, 因此利用单比特半经典

量子 Fourier 变换可以实现量子 Fourier 变换, 且  

a 是从高位至低位逐比特输入的, 亦即单比特半经 
 

 

图 1  单比特半经典量子 Fourier 变换实现线路 
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典量子 Fourier 通过 n 步同样可以完成 2n 个输入的并

行计算 . 两者的不同点在于单比特半经典量子

Fourier 变换的每个比特信息处理完都进行观测, 以

此来减少所需量子资源.  

2  t 比特半经典量子 Fourier 变换 

在量子实现线路中 , 利用单比特半经典量子

Fourier变换实现量子 Fourier变换可以降低所需资源, 

但速度慢, 而量子 Fourier 变换的原始实现方法速度

快, 但所需资源多. 针对这两种实现方法各自存在的

缺点 , 本文设计了一个既兼顾到量子资源又兼顾到

实现速度的量子 Fourier 变换的实现方法.  

定义 2 设 t 是正整数, 
 

 
 ,  |

,
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1 2 0, , ,n na a a   是标准正交基 0 , 1 , , 2 1n  中的
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     ( 1,j   

, ,l 2, , )k l  , 则称变换
tFU 为量子态 a 的 t 比特

半经典量子 Fourier 变换.  

tFU 实际上是从高位至低位按块进行变换的, 其

中第一块是 n lt 位的, 其余均为 t 位.  

定理 1 设 0 , 1 , , 1N  是一组标准正交基 , 

FU 是量子 Fourier 变换 , 
tFU 是 t 比特半经典量子

Fourier 变 换 , 则 对 基 态 中 的 任 意 一 个 量 子 态

1 2 0, , ,n na a a a   做 FU 和
tFU 变换之后 , 得到结

果 1 2 0, , ,n nc c c c   的概率相等.  

证明  要证明定理成立 , 只需证明对 a 分别做

FU 和
tFU 变换之后, 得到结果 c 的几率幅一样.  

根据定义 2 和 2πe 1i  可得 
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即 
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同理可得 
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因 此 , 对 a 做
tFU 变 换 之 后 , 任 意 基 态

1 2 0, , ,n nc c c c   的几率幅为 
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由定义 1 可知, 对量子态 a 做量子 Fourier 变换

FU , 可得 
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  . 

因此 , 对量子态 a 做变换 FU 变换之后 , 任意基态

1 2 0, , ,n nc c c c   的几率幅为 

2 2

1

2
n

ac

n
 . 

故结论成立.  

证毕.  

由定理 1 可知, t 比特半经典量子 Fourier 变换可

以实现量子 Fourier 变换, 其实现线路可以按图 2 方

式设计.  

图 2 的相关说明. 

(1) 图中每个粗线虚框记为虚框 1、含 E1 的细线

虚框记为虚框 2、含 E2 的每个细线虚框记为虚框 3, 

其中 E1 是 n lt 维量子 Fourier 变换, E2 是 t 维量子

Fourier 变换, E1、E2 的具体实现线路可参见文献[16];  

(2) 虚框 2 的输出值为 1n lt  个 , 分别为

1 2 0, , ,n lt n ltc c c     和 0 1
1 22 2

n lt
n lt

c c
  

 
    , 如果虚框

3 输入为 1 2 0, , ,t ta a a    , 则其输出 1t  个经典值

1 2 0, , ,t tc c c    和 0 1
1 22 2 2

t
t t

c c 


 
     , 且 jR   

12π 2

1 0

0 e
ji 

 
 
  

, 其中 是下一个虚框 1 的输入值 , 

1, 2, ,j t  ,  是虚框 1 输入的经典值且 的初始值

为 0;  

(3) 终观测结果
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n

j
j

j
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图 2  t 比特半经典量子 Fourier 变换的实现线路图 

下面对 t 比特半经典量子 Fourier 变换的实现线

路所需资源进行分析.  

从图 2 可以看出, t 比特半经典量子 Fourier 变换 

只需要 t 维量子寄存器. 由于实现 n 维量子 Fourier 变

换需要 2 2n 个 2 位量子门、n 个 1 位量子门[16], 因此, 

在图 2 中需要 2 2t 个 2 位量子门、 t 个 1 位量子门用

于实现 t 维量子 Fourier 变换且需 t 个 1 位量子门用于

实现 jR ( 1, 2, , )j t  , 亦即 t 比特半经典量子 Fourier

变换所需 2 位量子门和 1 位量子门的规模是量子

Fourier 变换的 21 l , 2 l ; 与 单比特半经典量子

Fourier 变换相比, 由于 t 比特半经典量子 Fourier 变

换 需 要 进 行 1 次
2 1

( ) 2
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n l t
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 叠 加 态 和 l 次
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 叠加态的制备, 单比特半经典量子 Fourier

变换需要进行 L 次  0 1 2 叠加态的制备, 因此, 

实现速度提高了大约 t 倍.  

3  Parker的Shor整数分解量子算法的实现

线路 

2000年, Parker等人提出了一个 Shor整数分解量

子算法的实现线路, 其具体实现线路如图 3 所示[18].  

其 中 , H 为 Hadamard 门 [16], 
1 0

0j
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 , aU 由一个控制比特控制, 其变换为

modr
acU r x r a x N , 终观测得到的结果
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2
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c m



  , 2 log 1L N    , log N   是比 log N

大的 小整数, 图 3 中的量子态 0 1 实际上是量

子态  1
0 1

2
 , 是 0 态通过 Hadamard 变换得到

的, 此处简写为 0 1 .  

Parker 的 Shor 整数分解量子算法的实现线路需

要 log 1N    维量子寄存器, 并且需要  3
logO N   基 

 

 

图 3  Parker 等人的 Shor 整数分解量子算法实现线路 
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本量子门 [18]. 文献[19]中进一步指出该线路需要 nL

次加法运算 ( 加法运算是两个 n 比特的数相加 , 

logn N    ), 其 预 计 算 为 2mod , mod ,N N   
1

2, mod
L

N


 .  

4  基于窗口法的 Shor 整数分解量子算法实

现方案及分析 

文献[16]中指出模幂运算 modk N 是 Shor 算法

实现中 耗时的. 在经典计算机上, 提高模幂运算的

实现速度通常有两种方法 : 一种是研究整数整数 k

的表示法 ; 另外一种是通过增加预计算量来提高模

幂运算的实现速度 , 比如窗口法 [20]. 窗口法是以空

间换时间来提高模幂运算的实现速度 , 其大体思想

是: 对 k 的二进制表示式 , 用固定长度 t , 按一定的

规则进行划分, 即将 k 表示为如下形式 

1

0

2
v

ti
i

i

k u




  , 0 2 1, 0 1t
ik i v      . 

这样 , 如果计算模幂运算之前先将
22 2, , ,   

t t

 
( 1)2
v t

求解并存储起来, 则在计算模幂运算时就可以

减少加法运算的次数 , 而且每次进行运算时 iu 的所

有比特信息均已输入 . 如果要将窗口法与量子实现

线路相融合 , 那么每个 iu 的所有比特信息需同时  

输入.  

以下基于窗口法和 t 比特半经典量子 Fourier 变

换重新设计 Shor 整数分解量子算法实现线路, 其具

体量子实现线路如图 4 所示.  

图 4 的相关说明:  

(1) 终观测结果为
1

0

2
L

i
i

i

c m




  , 如果 t 不能整

除 L , 那么  l L t  , 否则   1l L t   ;  

(2) 虚框 2 和虚框 3 的结构、上方的输出值均与

图 2 一样, 虚框 2 的输入比特是 L l t 比特, 虚框 3

的输入是 t 比特,  的初始值为 0;  

(3) 假设 2it
iuU 黑盒的左端输入是 A , 那么输出

的结果是 2 mod
it

iuA N , 其中 2 mod
it

iu N 是在经典

算机上预计算 , 2 j
i j

j

u u  ( 0 1, ,u u 分别为 2it
iuU 黑

盒从右至左的上端输入值);  

(4) 图 中 的 量 子 态 0 1 实 际 上 是 量 子 态

 1
0 1

2
 , 是 0 态通过 Hadamard 变换得到的 , 

此处简写为 0 1 ;  

(5) 图中的 1 是 log N  比特, 0 1 是 1 比特.  

由图 4 易知, modk N 是通过
( 1)

12 2,  , 

 
 

l t l t
l lu uU U  

0
0 2,   uU 黑 盒 计 算 出 来 的 , 其 输 出 的 结 果 为

0

2

mod

l
it

i
i

u

N






( iu 为 2it
iuU 黑盒的上端输入值 ), 即

0

2
l

it
i

i

u



 正好是整数 k 的窗口宽度为 t 的窗口表示. 也

就是说, 窗口宽度与 t 比特半经典量子 Fourier 变换

的输入维数相等.  

该实现线路需要 log N t   维量子寄存器. 因为

运行 1 次 iR 门需要  1O 基本量子门, 而运行一次量

子 Fourier 变换需要  2O t 基本量子门, 所以运行 1 次

虚框 2, 1 次虚框 3 均需要  2O t 基本量子门, 又由于

实现 1 次模幂运算需要  3
logO N   基本量子门, 因

此, 新的量子线路整体需要  3
logO N   基本量子门. 

与 文 献 [18] 相 比 , 所 需 的 基 本 量 子 门 均 为

 3
logO N   , 但所需量子寄存器的维数前者较后者

多 1t  维.  

Shor 整数分解量子算法实现线路的运行时间是

通过模幂运算和量子 Fourier 变换运算运行时间刻画

的[15]. 文献[19]中指出实现一次模幂运算需要 n 次加 
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  2255 

论 文 

法运算, 而新的量子线路需要进行 1l  次模幂运算, 

因此 , 新量子线路的模幂运算需要 ( 1)l n  次加法  

运算 , 且需要预计算 1 2 2 2mod ,  mod ,  ,   
jt jt

N N  
2 1 2 mod  t jt

N ( 0,1, , )j l  . 文献[18]的 Shor 整数分

解量子算法实现线路的模幂运算需要 nL 次加法运算, 

因此, 新的量子线路的模幂运算实现速度比文献[18]

提高了约 t 倍. 又由第 2 节分析可知, t 比特半经典

量子 Fourier 变换实现速度比单比特半经典量子

Fourier 变换大约快 t 倍, 因此, 总体而言, 新的量子

线路的实现速度比文献[18]提高约 2t 倍, 但预计算增

加约 2t t 倍.  

5  结束语 

本文针对目前大维数量子寄存器生成的困难性, 

深入研究了基于小维数量子寄存器实现大维数量子

Fourier 变换的方法 . 提出了 t 比特半经典量子

Fourier 变换, 既兼顾了量子资源又兼顾了实现速度, 

设计了该变换的实现线路 . 给出了经典的固定窗口

法与 Shor 整数分解量子计算算法的融合方法, 设计

了基于该方法的 Shor 整数分解量子计算算法实现 

线路 , 与  Parker 等人的实现线路相比 , 在计算资  

源大体相同的条件下实现速度提高了 2t 倍, t 是窗口

宽度.  
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