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摘要  矩阵的半张量积是一种新的矩阵乘法. 它将普通矩阵乘法推广到前阵列数与后阵行数

不等的情况. 推广后的乘法不仅保持了原矩阵乘法的主要性质, 而且, 具有伪交换性等比推广

前更好的性质. 因此, 这是一个便捷而有力的新的数学工具. 在简单介绍它的历史、定义和主

要性质之后, 本文对半张量积的本质及其优越性进行了分析, 从而揭示它的合理性及有效性. 

接着, 着重介绍它在若干领域的应用. 包括(1) 非线性(控制)系统的半张量积方法; (2) 布尔网

络的结构分析与控制; (3) 半张量积在数学、物理中的其他应用. 最后, 本文对目前在研及可能

突破的问题作了一个较详细的介绍, 并对其潜在应用前景作了展望. 
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矩阵论不仅在各数学学科 , 同时也在许多自然

科学领域的分析和研究中发挥着重要作用 . 在系统

与控制理论中更是如此 , 这一点可以从黄琳院士著

作 [1]中看出. 此外, 矩阵还是数值计算的基础, 在计

算机时代 , 它起着一种不可替代的核心作用 . 但是, 

矩阵也不是万能的. 熟悉线性代数的人都知道, 矩阵

对处理一维数组(线性函数)和二维数组(双线性函数

或二次型)十分有效 . 但在处理三维数组时 , 直接使

用矩阵方法就很困难 . 一个自然的想法就是把三维

数组摆成立方体 . 立体阵的概念最早由 Bates 和

Watts 提出 [2,3]. 随后, 文献[4]对其进行了初步整理, 

1986 年我国学者韦博成在其基础上进行了系统的总

结和扩充[5]. 文献[6]中有一个简明的综合介绍. 立体

阵在统计中得到一些成功的应用 . 但由于它需要引

入许多新的运算规则, 使用起来不甚方便. 对于四维

或更高维的数组运算 , 立体积更无能为力了 . 对此, 

我国学者张应山提出了多边矩阵理论[7], 这是一个创

新性的工作, 但由于其计算过于复杂, 没有得到广泛

推广. 

为了将矩阵方法应用于多线性乃至非线性问题

的计算 , 从而使计算机和数值方法更方便地应用于

非线性系统或更一般的非线性问题的求解 , 多线性

函数的矩阵表示成为一个无法绕行的瓶颈问题 . 我

们研究小组从 1997 年开始思考这个问题. 我们从高

维数据在计算机内的存储得到启示 : 高维数据在计

算机内不必排成立方阵或更高维空间阵的形式 , 它

们实际上只是排成一个长列. 那么, 它的层次结构如

何得到反映呢? C 语言比较反映问题的关键, 它实际

上是用  “指针”, “指针的指针”, “指针的指针的指

针”··· 来标识数据的层次结构. 那么, 如果能找到一

种运算规则 , 它能让每个数组变量自动找到它所对

应的数据的层次的指针 , 不就可以解决高维数据的

排列问题了吗? 这就是矩阵半张量积的原始出发点. 

后来发现, 满足这个要求的矩阵乘法——矩阵半张量

积的定义极其简单而自然 , 它完全掩盖了最初的动

机和出发点 , 而人们常常因其简单而忽略了它强烈

的内在合理性 . 读者不妨回头看看它和立体积的比

较[8]. 

1998 年清华大学卢强院士与中国科学院系统科

学研究所联合申请国家自然科学交叉重点项目 : 电

力系统非线性鲁棒稳定控制代数化几何方法及工程

应用. 其理论设想就是发展矩阵半张量积方法, 并用

以实现非线性控制系统几何理论中常用的李导数、张

量场等非线性计算. 在该项目完成过程中, 矩阵半张
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量积的框架逐步形成. 但是, 将一个新的矩阵乘法推

向世界是一个艰难的过程 , 几乎没有人相信在矩阵

乘法这样—个初等概念上会有有意义的突破 . 在多

次失败的尝试后 , 我们尝试将基本概念结合应用问

题推出 . 第一篇关于矩阵半张量积的文章是结合非

线性系统的 Morgan 问题数值解而提出的 [9]. 接着, 

文献[10]中给出了关于半张量积较系统的介绍. 

此后, 结合电力系统稳定域、非线性控制设计、以

及其他数学物理等问题 , 矩阵半张积理论与方法得

到应用和发展. 本文以下将对这部分工作做一详细介

绍. 在这些工作的基础上出版了一本专著[11], 属《现

代数学基础丛书》中的一本. 关于半张量积的一个简

明综述在 2007 年世界华人数学家大会上做了 45 min

报告[12]. 

在专著[11]中有一章, 是关于逻辑的半张量积表

示. 这个工作的初衷是一种纯数学的兴趣. 我们曾试

图将其应用于模糊控制[13,14], 但不是很成功, 原因是

当时我们对模糊控制缺乏深入研究而非方法本身 . 

2008 年初, 作者在香港第三次中瑞双边控制会议上

听到一个关于布尔网络的报告 . 当即感到矩阵半张

量积, 特别是逻辑的矩阵表示, 可能成为分析布尔网

络的拓扑结构的有效工具. 此后三年, 半张量积在布

尔网络的研究中取得较大进展 , 初步形成了布尔网

络控制理论的完整框架 , 相应结果形成专著 [15]. 这

些工作将在后文中详述 . 清华大学梅生伟教授等继

续在半张量积的电力系统应用方面工作 , 得到一系

列新成果[16]. 

本文的目的有两个 : 其一是将这个方法介绍给

读者. 相信这是一个有力的工具. 并且, 这是一个新

的方向 , 有太多等待解决的问题和太多可以预见的

应用. 希望有更多同行学者参与这方面的研究. 其二

是对半张量积及相关研究作一反思和梳理 . 明确矩

阵半张量积的内涵、定位、下一步的发展和可能的突

破点. 

1  矩阵的半张量积 

定义 1  设 m nA  , p qB  . 记 n 与 p 的最

小公倍数为 t = l cm{n, p}. 定义 A 与 B 的半张量积为 

   / / .t n t pA B A I B I    (1) 

这里 m n 表示所有 m × n 矩阵的集合, 是矩阵的

Kronecker 积[17]. 

为叙述方便, 我们称 A 与 B 是等维数的, 如果  

n = p; 倍维数的, 如果 |n p 或者 |p n , 其中 |n p 指 n

可整除 p; 一般情况, 如果 n p 且 p n . 定义 1 是对

一般情况给出的. 对于等维数的情况, 它退化为普通

矩阵乘法. 因此, 半张量积是普通乘法的推广, 并且

可以证明, 其保持了普通乘法的所有重要性质. 故在

本文中, 在不引起混淆的情况下我们不区分两者, 并

将半张量积记号省略 . 倍维数半张量积是最常用

的 . 如果 n = tp, 则记 tA B ; 如果 nt = p, 则记

tA B . 文献[18]给出倍维数时半张量积的一种等价

的直接定义, 它有更明确的物理意义. 

在前言中提到 , 定义这种新矩阵乘法的初衷是

为了解决多线性映射的矩阵表示问题 . 下面给出一

个张量计算的矩阵(半张量积)表示的例子, 从中可以

看出半张量积是如何解决这个问题的. 可以说, 半张

量积天生就是用来表示多线性映射的. 

例 1  设  为一个 n 维向量空间, 1{ , , }ne e 是它

的基底 ,  是  的对偶空间(即  上的线性函数空

间), * *
1{ , , }ne e 是它关于 1{ , , }ne e 的对偶基底, 满足 

* 1, ,
( )

0,i j

i j
e e


 


 

在这对基底下, 向量 X 可表示为一个 n 维列

向量, 对偶向量 * 可表示为一个 n 维行向量. 即 

*
1 1

1 1

: ( , , ) , : ( , , ).
n n

T
i i n i i n

i i

X a e a a e   
 

       

一个张量 t 是一个多线性函数: 
* *: ,

r s

t              

r 称为它的协变阶, s 称为它的逆变阶[19]. 

定义 t 的一组结构常数为 

 1 2

1 2 1 2 1 2

* * *: , , , , , , , ,

, 1, , , 1, , , 1, , .

r

s r s

i i i
j j j i i i j j j

p q

r t e e e e e e

i j n p r q s



  


  

  
 

我们可构造一个矩阵, 称为 t 的结构矩阵, 如下: 

11 1 11 2
11 1 11 1 11 1
11 1 11 2

11 2 11 2 11 2

11 1 11 2

.
     

nn n

nn n

t

nn n
nn n nn n nn n

r r r

r r r
M

r r r

 
 
   
 
  

  
  
  
  

  
  







 

那么 

 1 1

1 1 1 2

( , , , , , )

.
r s

s s t r

t X X

M X X X

 
  

 
          (2)

 

为进一步刻画和应用半张量积 , 我们定义换位

其他． 
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矩阵如下. 

定义 2  换位矩阵 [ , ]m n mn mnW  定义如下 : 用

双指标 (11,12, ,1 , 1, 2, , )n m m mn   标注它的列 , 用

双指标 (11,21, , 1, ,1 ,2 , , )m n n mn   标注它的行 . 它

在(I, J)行及(i, j)列处的元素定义为 

 ,
( ),( ) ,

1, ,

0, .
I J

IJ ij i j

I i J j
w 

 
  

 其他

且
 (3) 

换位矩阵最初的定义方式很不一样, 见文献[20]. 

当 m n 时 [ , ]n nW 简记作 [ ]nW . 可以证明换位矩阵是正

交阵, 即 1
[ , ] [ , ] [ , ]
T
m n m n n mW W W  . 

它的主要作用是交换两个向量的位置. 

命题 1  (1) 设有两列向量 mX  , nY  , 则 

 [ , ] .m nW X Y Y X    (4) 

(2) 设有两行向量 mX  , nY  , 则 

 [ , ] .m nX Y W Y X    (5) 

下面的性质与上述命题 1 被称为半张量积的伪

交换性. 

命题 2  给定 m nA  . 

(1) 设 tZ  为一列向量, 则 

 ( ) .tZ A I A Z    (6) 

(2) 设 tZ  为一行向量, 则 

 ( ).tA Z Z I A    (7) 

矩阵乘法与数乘运算相比 , 有两个主要的不便

之处: (ⅰ) 有维数限制, (ⅱ) 乘法不可交换. 从某种

意义上讲, 当把矩阵乘积推广到半张量积时, 这两个

弱点都得到相当程度的克服 . 这些都使推广后的矩

阵乘法比经典矩阵乘法更为方便有效 . 下面这个例

子在一定意义上说明了这一点. 

例 2  设 , , , nX Y Z W  为四个列向量. 则 
T T( )( ) n nXY ZW   

为一方阵. 因为 TY Z 是一个数, 利用结合律, 则有 
T T T T T T T T( )( ) ( ) ( ) ( ) .XY ZW X Y Z W Y Z XW Y ZX W  

 (8) 
这里 ZX 是什么? 这似乎是标准矩阵乘法的一个“漏

洞”: 合法的运算导致了非法的表达式 . 然而 , 在半

张量积意义上, ZX 是有定义的. 并且, 不难证明, (8)

式在半张量积的意义下是成立的. 

2  非线性动态系统 

矩阵半张量积在非线性动力系统及非线性控制

系统中的应用是通过非线性函数(映射)的半张量积

实现来完成的 . 其关键是多元多项式及其微分的半

张量积表示. 

2.1  多元多项式的半张量积表示 

记 1( , , )nx x x  为 n 的坐标变量. 我们视 x 为

一列向量 , 即 T
1( , , )nx x x  . 因此 , kx 是有定义的 . 

记关于 x 的 k 次齐次多项式集合为 k
nB . 设 ( ) k

nf x B , 

那么 f (x)可以表示为 

 
1

( ) , .k

k

n
f x F x F


    (9) 

kx 不是 k
nB 的一个基底 , 因为它包括冗余分量 , 

将其重复分量去掉后 , 得到的基底记作 ( )kx . 例如 , 

设 2
1 2( , )Tx x x  . 那么 

1 T
1 2

2 2 2 T
1 1 2 2 1 2

3 2 2 2 2 3 T
3 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2

T
(1) 1 2

2 2 T
(2) 1 1 2 2

3 2 2 3 T
(3) 1 1 2 1 2 2

( , )

( , , , )

( , , , , , , , )

.

( , )

( , , )

( , , , )

.

x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x

x x x x x

x x x x x x x

 















 

因为 kx 计算方便, 而 ( )kx 才是实际基底, 我们两者都

需要. 

一个 k 次齐次多项式 f (x)可表示如(9)式, 简记为

( ) kf x Fx . 但这里 F 不唯一. F 称为对称的, 如果它

对应同类项的系数相等 . 例如 2 2
1 1 2 2( ) 4f x x x x x   , 

可表示为 
2 2

1( ) : [1, 2, 2,1]f x F x x    , 或
2 2

2( ) : [1, 3, 1,1] .f x F x x     

这时, F1 是对称的, 而 F2 不是. 

为 转 换 表 达 式 , 我 们 定 义 两 个 矩 阵

( , ) kB s n
T n k


 和 ( , ) kN n s

T n k


 , 使得 

 ( ) ( )( , ) , ( , ) .k k
k B N kx T n k x x T n k x   (10) 

容易检验 

 ( , ) ( , ) .B N sT n k T n k I  (11) 

并且 ( , )NT n k 是唯一的. 要使 ( , )BT n k 唯一, 我们假定

( )kx 的每个分量在表达式 ( , ) k
BT n k x 中有对称系数. 

考虑多项式乘法 . 设 kX Fx , sY Gx , 这里
nx . 那么 

( )

( )

( ) ( , ) .

k

k

k s k s

n

N k sn

XY Fx Gx F I G x

F I G T n k s x





  

  
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设 ( )kX Fx , ( )sY Gx , 这里 nx . 那么 

( )

( , ) ( , )

( , ) ( ( , ))

( , ) ( ( , )) ( , ) .

k

k

k s
B B

k s
B Bn

B B N k sn

FT n k x GT n s x

FT n k I GT n s x

FT n k I

X

GT n s T n k s x

Y




 







 
   

 

下面考虑函数元矩阵的微分. 

定义 3  设 ( ) p qM x   且其元素为 nx 的光滑函

数. M(x)的微分, 记作 ( ) p nqDM x  , 由用 M(x)元素

的微分代替该元素而得到. 严格地说 

1 111 11

1 1

1 1

1 1

( )

( ) ( )( ) ( )
   

.

( ) ( ) ( ) ( )
   

n n

n n

n n nn nn

n n

DM x

M x M xM x M x

x x x x

M x M x M x M x

x x x x



   
     
 
 
    

     

  



  

(12) 
对于乘积微分, 有以下关系式: 

命题 3  (1) 设 ( ) ( )tA x B x , nx , 则 

 
[ , ]

   ( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),s t n

D A x B x

DA x B x A x DB x I W  


  
 (13) 

这里 s 是 B(x)的列数. 

(2) 设 ( ) p qA x  , ( ) ( )tA x B x , nx , 则 

[ , ]( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ).q t nD A x B x DA x I W B x A DB x     

(14) 
特别地, 对普通矩阵乘法有 

 ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ).D A x B x DA x B x A DB x    (15) 

高阶矩阵微分定义为 
1 ( ) [ ( )], 1.k kD A x D D A x k    

利用半张量积 , 多元函数与一元函数有相同形

式的泰勒展式: 

定理 1(泰勒展式)  设 : n mF   为 C 映射. 则其

泰勒展式为 

 0 0 0
1

1
( ) ( ) ( ) ( ) .

!
k k

k

F x F x D F x x x
k





     (16) 

以下的多元幂函数的微分公式是一个基本关系式. 

定理 2  设 nx , 则 

 1( ) , 0,k n k
kD x x k    (17) 

这里 

 
[ , ]

0

.s k s

k
n

k n n n
s

I W 



   (18) 

下面给出几个应用的例子. 

2.2  非线性系统的稳定域 

考虑一光滑非线性系统 

 ( ), ,nx f x x    (19) 

这里 f (x)是光滑向量场. 利用泰勒展式, (19)式可展开成 

 0
1

(0) , .i n
i

i

x F F x x




     (20) 

设 xe 为系统(19)的一个平衡点. xe 的稳定与不稳

定子流形分别定义为 

 
 
 

( ) lim ( , ) ,

( ) lim ( , ) .

s n
e et

u n
e et

W x p x t p x

W x p x t p x





  

  




 (21) 

设 xs 为系统(19)的一个稳定平衡点. xs 的稳定域

定义为 

  ( ) lim ( , ) .n
s st

A x p x t p x


    (22) 

其边界记作 ( )sA x . 

一个平衡点 xe 称为双曲型的, 如果 f 在 xe 点的雅

可比矩阵, 记作 Jf (xe), 没有零实特征根. 一个双曲平

衡点称为 k 型的, 如果 Jf (xe)带正实部的特征根有 k 个. 

文献[21]和[22]证明: 一个稳定平衡点 xs 的稳定

域边界由边界上的不稳定平衡点的稳定子流形合成, 

如果 

(1) 边界 ( )sA x 上的平衡点是双曲型的; 

(2) 边界 ( )sA x 上的平衡点的稳定子流形与不稳

定子流形满足横截条件(transversality condition); 

(3) 边界 ( )sA x 上的每条轨线当 t  时收敛于

某个平衡点. 

由于边界是 n1 维的, 故只需考虑1型不稳定平

衡点. 利用泰勒展式的半张量积表示, 我们给出1型

不稳定平衡点稳定子流形的算法. 

定理 3  设 0ux  为系统(19)的1型平衡点. 其稳定子

流形可表示为 

 ( ) { | ( ) 0}.s
uW e x h x   (23) 

这里, h(x)由以下方程(24)唯一确定: 

 2

(0) 0,

( ) (|| || ),

( ) ( ).

T

f

h

h x x O x

L h x h x





  
 

 (24) 

这里 Lf h(x)是 h(x)对于 f 的李导数; 是 (0)T
fJ 对于它

唯一正特征根的特征向量. 

利用半张量积, 可得 h(x)的二次近似如下: 

定理 4  xu 的稳定子流形方程, h(x)=0, 可表示为 
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 3
1

1
( ) (|| || ),

2
Th x H x x x O x     (25) 

这里 

1

1

1

1

2 2

 Hess( (0)) ,

T

T T
c n n n n

n

c i i

i

H

I J I I I J

f



 








 


                
     


    
 







 

记号和同定理 3, J:=Jf (0)=F1, Hess(fi)为 f 的第 i 个

分量的海森(Hessian)矩阵. 

将 h(x)的泰勒展式记作 
2

1 2( )h x H x H x    

设系数对称, 即 

 ( , ), ( , ).k k B k k NH G T n k G H T n k   (26) 

对高阶系数, 我们有 

定理 5  设矩阵 

 11 1: ( , ) ( ) ( , ), 3kk d B k Nn
C I T n k I F T n k k       (27) 

非奇异, 则 

 1

1
1

1 1
1

( , ) ( ) ( , ) .i

k

k i B i k i N kn
i

G G T n i I F T n k C




  


 
   
 
  (28) 

细节参见文献 [23~27]. 进一步的应用参见文

献[28~32]. 

2.3  非正规反馈线性化 

考虑非线性系统 

1

( ) ( ) : ( ) ( ) , , .
m

n m
i i

i

x f x g x u f x g x u x u


         

 (29) 
精确反馈线性化指找到反馈控制 

( ) ( ) ( )u x x x v    

和一个微分同胚 z = z(x)使闭环系统成为完全能控线

性系统[33]. 

若 ( )x 为 m m 可逆阵, 则控制称为正规反馈控

制 , 若 ( )x 不可逆 , 或 ( ) k mx  , k m , 则称为

非正规反馈控制 . 特别是当 1k  时 , 它称为单输入

反馈 . 单输入反馈线性化是最一般的 [34]. 我们只考

虑这种情况. 记 

1 1 1( ) ( )

,

( ) ( )m m m

u x x

v

u x x

 

 

     
           
          

    

设有自治系统 

 2 3
2 3x Ax F x F x      (30) 

设 k
k nB  且 

ad .k
Ax k kF x   

易证 

   ,  ,n k n
k k kF x x     (31) 

这里是矩阵 Hadamard 积[35], n
k 可由下式计算: 

  

1

1
, 1, , ; 1, , .n k

k nij
j

s s i

s

i n j n
  



  
 

 
 


   (32) 

这里 1 , ,j j
n  分别为 xk 的第 j 个分量中 1, , nx x 的指

数. 例如, 设 k = 2, n = 3, 那么 
2 2 2 2

1 1 2 1 3 2 1 2 2 3 3 1 3 2 3 .x x x x x x x x x x x x x x x x          

于是有 1
1 2  , 1

2 0  , 1
3 0  ; 2

1 1  , 2
2 1  , 

2
3 0  ;  , 9

1 0  , 9
2 0  , 9

3 2  . 

设 1( , , )n    为矩阵 A 的特征值. A 称为共鸣

的 , 如果存在 1( , , ) n
nm m m    , | | 2m  , 使得某

个特征值 

, .s m    

于是我们可以得到下面两个定理. 

定理 6  设 A 是非共鸣的. 则系统(30)可通过坐标变

换 ( )z z x 变为 
,z Az  

这里 

 
2

,i
i

i

z x E x




   (33) 

其中 Ei 可由如下递推式得到: 

 
1

2 2 2

1

1 1
2

( ) , 3.i

s

s s s i i s in
i

E F

E F E I F s



 



  




 
    

 




   (34) 

定理 7  系统(29)可单输入线性化, 当且仅当, 存在

坐标变换(33)和无零分量的定常向量 b 使得 

 1
1

2

Span 1, , .i
i i j

i

b I E x g j m







        
   
   (35) 

更多的相关结果见文献[34,36]. 

2.4  非线性控制系统的对称性 

考虑解析系统 

 0
1

( ) ( ) ,   ,
m

n
i i

i

x f x f x u x


     (36) 

这里 fi (x), 0, ,i m  为解析向量场. 设 G 为作用于
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特邀评述 

n (或开集 nM   )上的一个李群. 

定义 4  系统(36)称为关于 G 状态空间对称, 如果 

    *
( ) ,   0, , ,i if x f x i m       

这里  
*

  的导出映射    , 它是 n 上的微分同胚. 

如果 ( , )G GL n   (即 G 是一般线性群的子群), 则称

线性对称. 

利用半张量积可证明以下对称性: 

定理 8  系统(36)( 3n  )关于 ( , )G SO n  状态空间

对称, 当且仅当 

 2

0

( ) || || , , 0,1, , .j i j
j i i

i

f x a x x a j m




      (37) 

利用半张量积得到的更多非线性系统对称性结

果可见文献[37,38]. 半张量积在非线性系统控制中

还有许多其他应用[11]. 

通过以上几个应用不难看出 : 应用多元多项式

的半张量积表示及函数矩阵微分 , 一个非线性多元

映射的泰勒展式可表示为与一元映射相同的形式 . 

再利用多元幂函数的微分公式 , 向量场或函数等的

李导数运算等可通过矩阵及半张量积实现 . 这些方

法使矩阵半张量积或矩阵方法成为处理非线性动态

系统的一个有力工具 . 相关计算的矩阵化又使相应

问题易于在计算机上解决. 

3  布尔网络的分析与控制 

布尔网络最早是由 Kauffman 提出的, 用以描述

细胞与基因调控网络 [39]. 随着系统生物学的发展 , 

它已成为生物学、物理学以及系统与控制科学等学科

的一个新研究热点[40,41]. 半张量积在布尔网络的分析

与控制中得到较大进展. 我们先介绍它的基本原理. 

一个逻辑变量取值于 : {0,1} . 常用的 1 元逻

辑算子是“非”(  , (0) 1  , (1) 0  ). 常用的二元

逻辑算子及其真值表见表 1[42].  

为介绍逻辑算子的矩阵表达式 , 我们先介绍如

下记号: 

(1) i
n : 单位阵 In 的第 i 列; 

表 1   ,  ,  ,  ,的真值表 

p q p  q p  q p  q p  q 

1 1 1 1 1 1 

1 0 0 1 0 0 

0 1 0 1 1 0 

0 0 0 0 1 1 

 
(2) n: { | 1,2, , }i

n n i n    , 2:   ; 

(3) m rL  称为一个逻辑矩阵, 如果其每一列

都属于m, m × r 逻辑矩阵全体记作 m r ; 

(4) 设 L 为一逻辑矩阵 , 即 m rL  , 那么
1 2[ ]ri i i

m m mL     . 为简洁计, 将它记作 

1 2[ ].m rL i i i   

将 1 等同于 1
2 : 1

21 ~  , 将 0 等同于 2
2 : 2

20 ~  . 

于是 , 一个逻辑变量 x . 在这个向量形式下一个

逻辑函数 : nf   变为一个映射
2

: nf    . 下

面这个定理至关重要[11]. 

定理 9  设 1( , , )nf x x  为一个逻辑函数, 在向量形

式下
2

: nf    . 则存在唯一逻辑矩阵
2 2nfM


 , 

称为 f 的结构矩阵, 使得 

 1( , , ) ,n ff x x M x   (38) 

这里 1
n
i ix x . 

下面介绍布尔网络. 图 1 是人类荷尔蒙结构的示

意图[43], 图 2 是抽象出的布尔网络结构示意图. 一个

布尔网络就是一个由一组结点, {1,2, , }n   和其

上的一组联线,     构成的有向图. 每个结点

只能取 0 或 1. 它的动态过程要用下面一组逻辑动态

方程来表示.  

 

图 1  荷尔蒙结构示意图[43] 

 

图 2  布尔网络结构示意图 
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1 1 1

2 2 1

1

( 1) ( ( ), , ( )),

( 1) ( ( ), , ( )),

( 1) ( ( ), , ( )),

n

n

n n n

x t f x t x t

x t f x t x t

x t f x t x t

 

 





  







 (39) 

这 里 ( )ix t  , 1, ,i n  为 状 态 变 量 , 

: n
if   , 1, ,i n   为逻辑函数.  

利用向量形式及定理 9, 容易证明[44]: 

定理 10  考虑布尔方程 (39). 在向量形式下记

1
n
i ix x . 则系统(39)有其代数形式: 

 ( 1) ( ),x t Lx t   (40) 

这里
2 2n nL


 为系统转移矩阵, 它是唯一的. 

例如, 设图 2 中布尔网络的动态方程为 

 
1 1 3

2 1 3

3 2

( 1) ( ) ( ),

( 1) ( ) ( ),

( 1) ( ).

x t x t x t

x t x t x t

x t x t

  
   
  

 (41) 

那么可以算出其转移矩阵为 

8[1 5 2 6 5 7 6 8]L  . 

通过这种方法 , 我们将逻辑系统转化为普通的

离散动态系统. 一般而言, 所有的动态演化过程大致

可分为两类: 一类是基于数量变化的, 如行星运动、

波传播、热传导等. 另一类是基于逻辑过程的, 如博

弈、基因调控等. 对前者, 人们发展了大量有效的数

学工具来处理它, 如微分方程、差分方程等. 而对后

者, 却显得十分无力. 半张量积将逻辑动态(控制)系

统转化为普通离散时间系统 , 从而使经典数学工具

能够用于逻辑系统, 这是一个关键的步骤. 

利用这种代数形式我们研究了布尔网络的拓扑

结构 [44,45], 与文献[46,47]不同 , 我们得到了一般解 ; 

进而得到能控能观的判断和系统实现 [48,49]; 发现了

空间与子空间构造及判别方法[50]; 利用文献[51]提出

的方法考虑了布尔网络的稳定和镇定 [52]; 设计最优

控制 [53]; 以及控制或非控制布尔网的辨识 [54,55]. 初

步形成了确定型布尔网络控制理论 [15]. 这方面的工

作得到国际同行很高的评价, 文献[48]获得国际自动

控制联合会颁发的 Automatica (三年一篇) 最佳理论

/方法论文奖 . 同时 , 引发了一系列后继研究 [56~58]. 

具体介绍可见布尔网络综述文献[18]. 

4  在物理及数学中的应用 

半张量积在一些数学或物理问题的理论分析中

也得到若干有意义的应用. 一个有趣的例子是: 张量

场的缩并公式在相对论中很有用 , 但因为证明麻烦

一般书上都只给出结论而不证明 [59]. 我们用半张量

积给出了一个简单证明 [60]. 考虑到读者群的兴趣和

篇幅的限制, 我们在这一部分只介绍一个简单结果: 

如何用半张量积刻画李代数[61]. 关于李代数的概念见

文献[62]. 这方面的更多应用可参见文献[60,61,63]. 

设 1, , ne e 为有穷维代数的一个基底. 该代数

上的乘法记作 * :     . 记 

 
1

, , 1, , .
n

k
i j ij k

k

e e c e i j n


     (42) 

定义的结构矩阵为 
1 1 1 1 1 1
11 12 1 1 2
2 2 2 2 2 2
11 12 1 1 2

11 12 1 1 2

.

n n n nn

n n n nn

n n n n n n
n n n nn

c c c c c c

c c c c c c
M

c c c c c c

 
 
   
 
  

  
  


  

  (43) 

设 1
1

~ ( , , )
n

T
i i n
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那么在向量形式下, 利用半张量积可得如下等式: 

 * .z x y M x y      (44) 

定义 5  一个代数称为李代数, 如果它满足 

(1) (反对称性) 

 * * ,   , .x y y x x y    (45) 

(2) (Jacobi 恒等式) 

 * ( * ) *( * ) * ( * ) 0,   , , .x y z y z x z x y x y z     (46) 

其实 , 一个代数的结构矩阵包含了该代数的全部信

息 . 因此 , 只要检验结构矩阵就知道该代数的性质 . 

例如, 李代数可由如下定理检验. 

定理 11  一个代数是李代数, 当且仅当其结构矩

阵满足 

(1) (反对称性) 

 2 [ ]( ) 0.nn
M I W   (47) 

(2) (Jacobi 恒等式) 

  2 2 2

2

[ , ] [ , ]
0.

n n n n n
M I W W    (48) 

例 3  容易验证, 在上满足(47)和(48)式的结构矩阵为 

 

0 0 0

0 0 0 ,
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     
    

  

其中, 参数满足 
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据此, 容易检验, 3 上的向量叉积是李代数, 同时, 

文献[60]构造出多个 3 上的李代数. 

5  探讨与展望 

5.1  解读矩阵的半张量积 

矩阵的半张量积使用起来自然、简洁而有效. 研

究报告《面向 2020 年的科学》[64]称: “从计算机支持

科学家做传统的科学研究转变为计算机科学嵌入到

科学的具体结构和从事科研的方式中 , 这一转变将

会是一项意义重大的根本性变革.” “关键性新概念工

具(如微积分)或技术工具(如望远镜、电子显微镜)的

发明 , 构成了曾经在历史和社会进程的科学革命基

石的典型代表 . 此类概念和技术工具现在正出现在

计算机科学、数学、生物学、化学和工程学的交叉领

域.” 矩阵的半张量积就是这样的新概念或新工具之

一. 它处理高维数组的想法来自计算机内存, 它的一

个重要目标是要解决多线性及非线性问题在计算机

上的一般的矩阵算法 , 而它的任何一个有意义的例

子和应用都必须在计算机上验证或实现. 也许, 这就

是它难以在缺少计算机的时代出现的原因 . 随着科

学和技术的发展 , 多线性及非线性成为科学研究及

技术开发中亟待解决的关键问题 . 半张量积的内涵

是多线性映射的矩阵化, 它的难点是计算的复杂性, 

因此 , 它为使用计算机解决非线性问题提供了有力

工具 . 如果把矩阵半张量积理论称为计算机时代的

矩阵理论或矩阵算法, 大概是有道理的. 

5.2  半张量积的潜在应用 

十几年来 , 我们发现半张量积可以用到许多领

域, 因此, 埋头从一个问题接着另一个问题地做. 近

来, 常有同行, 特别是青年学生、学者问及: 这方面

还有什么问题可研究的? 这提醒我们停下来思考 : 

“半张量积可能在哪些方面有用?” “哪些问题最可能

成为下一个生长点?” 这一小节是我们的一些思考. 

(ⅰ) 半张量积理论的完善.  矩阵的半张量积作

为一个新的概念和方法, 在理论上还有许多不完善之

处, 进一步的深入研究是十分必要的. 例如, 它与立

体积及多边矩阵的关系. 原则上说, 半张量积可以方

便地进行多线性运算, 它完全代替立体积或多边矩阵

应当是可行的. 但在具体实现中, 特别是立体积等中

的一些性质, 如向量特征值等, 在半张量积中如何体

现?聊城大学研究群体在这方面做了许多工作[65,66]. 

半张量积的另一个问题是算法复杂性问题 . 这

个问题不解决就会成为应用的拦路虎. 

(ⅱ) 泛代数 .  泛代数是一个很广泛的数学类 . 

一个集合 , 上面带有若干运算就可以称为一个泛代

数[67,68]. 群、环、域、集合运算、图、布尔代数、网

络等都可以用泛代数来刻画 . 从前面的介绍大家也

许己注意到, 从三维空间的叉积、布尔网络, 到有穷

维李代数等, 都可以用结构矩阵来刻画. 我们初步的

探讨发现, 只要是有穷分量集上的泛代数, 它的每一

个运算都可以用一个结构矩阵来表示 , 从而纳入半

张量积的研究范畴 . 结构矩阵可望成为泛代数的矩

阵表示而将本质不同的集合上的泛代数联系起来. 

(ⅲ) 多线性代数.  多线性代数自身有丰富的成

果 [69]. 矩阵半张量积本质上是多线性映射的矩阵表

示, 它的许多性质可以多线性代数中得到, 或得到启

示. 因此, 多线性代数可望成为完善半张量积理论的

一个重要工具. 同时, 半张量积也应当成为研究多线

性代数的一个新工具. 

(ⅳ) 布尔函数与布尔矩阵.  布尔函数及其微积

分在密码学[70], 线路设计[71], 等方面有许多应用, 同

样 , 布尔矩阵在图论及计算机科学工程也有许多应

用 [72]. 矩阵半张量积和它们有天生的密切关系 , 可

望在这些问题的研究中发挥作用. 

(ⅴ) 博弈论.  在无穷重复博弈中具有有限记忆

的策略可以通过半张量积表示为逻辑动态过程[73,74]. 

策略的优化可转化为在策略空间的寻优 . 策略空间

可表示为一组逻辑矩阵空间 . 向量距离 [51]以及布  

尔矩阵的性质 [72]可望成为讨论逻辑矩阵空间拓扑结

构与优化的有力工具. 策略优化可能直接导致 Nash

均衡. 

(ⅵ) 系统生物学 .  Kauffman 提出布尔网络的

初衷就是为了研究基因调控网络 . 我们后来相对独

立地发展了一套布尔网络控制理论 . 将它运用于细

胞与基因网络 , 是一个很有吸引力而又可行性很高

的研究方向. 它可望揭示基因调控的内在规律. 

另一方面, 由于人类基因组计划的完成, 一本巨

大的由 A-T G-C 写成的书正等待着完全的破译. 它

与四值逻辑的关系是显然的 . 通过半张量积找出

DNA 片断的拓扑结构与遗传信息的关系, 相信是值

得一试的合理方向. 

将半张量积用于细胞网络目前最大的困难是计
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算复杂性. Newman 提出的 Modularity 方法[75]用于分

组逼近, 很可能是一个有效途径. 

6  结束语 

美国科学院编写的《科学前沿》[76]一书中有一章

标题为 : 理论与实验之外 , 通过科学计算观察世界 . 

计算已经成为计算机时代一个新的认识世界的手段. 

回顾矩阵半张量积及其应用的研究, 我们相信: 它是

计算机时代对付复杂计算的一个便捷而有力的工具, 

具有广泛的应用前景 . 本文介绍的只是我们相关工

作的一部分. 除我们之外, 国内还有一些单位的专家

们在这方面工作, 如清华大学、山东大学、同济大学、

北京大学、聊城大学、哈尔滨工程大学等, 国外的有

以色列 Tel Aviv 大学、英国 Glasgow 大学等. 相信矩

阵半张量积会在许多领域得到更广泛的应用 , 希望

本文能引起更多学者的注意和参与. 
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Semi-tensor product of matrices is a new matrix product. It generalizes the conventional matrix product to the case when the column 
number of the leading factor matrix does not equal to the row number of the following factor matrix. The generalized product keeps all 
major properties of the conventional matrix product unchanged. After introducing its history, definitions and main properties, this 
survey is emphasized on its applications to the analysis and control of dynamic systems, which mainly contain the followings: (1) 
semi-tensor product approach to nonlinear dynamic systems; (2) structure analysis and control of Boolean networks; (3) some other 
applications. Finally, a prediction for the potential applications of semi-tensor product is provided. 
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