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摘要  在等厚度稳定轧制过程中, 质量守恒定律通常被表述为秒流量相等原则. 变厚度轧制时

仍需满足质量守恒定律, 但是否遵守秒流量相等原则, 需要进行充分论证. 本文从分析变厚度

轧制的几何关系及微元体变形入手, 研究了轧辊在垂直方向的刚性位移速度对微元体变形的影

响. 采用拉格朗日构形和欧拉构形两种方法论证了变厚度轧制时秒流量相等关系不再成立, 秒

流量差与轧辊垂直方向刚性位移速度有关. 在轧辊旋转角速度ω给定的条件下, 趋厚轧制时秒

流量逐渐增大, 趋薄轧制时秒流量逐渐减小. 对变厚度轧制过程, 质量守恒定律可以表述为变

形区及各个微元体发生塑性变形时体积保持不变, 但不能表述为秒流量相等.   
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节能节材产品纵向变厚度钢板 [1](longitude pro-

file plate, LP 钢板)和差厚板[2](tailor rolled blank, TRB)

的工业应用引起了人们对变厚度轧制理论和技术的

关注[3]. 2011 年提出适用于变厚度轧制的力平衡微分

方程[4](VGR-F 方程), 为变厚度轧制过程力能参数的

研究提供了一个新的基础 , 开始了对变厚度轧制的

有限元模拟研究[5], 而对变厚度轧制运动学的研究还

不够深入 , 对过去普遍采用的秒流量相等原则在变

厚度轧制时的适用性需要进行严格论证 . 变厚度轧

制时的速度关系、前滑、中性角以及建立控制模型等

都与变厚度轧制的运动学基本规律有关. 因此, 本文

从变厚度轧制过程中的几何关系、金属流动和微元体

的变形分析入手, 对其运动学特征进行研究.  

1  变厚度轧制过程的特点  

1.1  分析变厚度轧制的基本假设 

参照文献[3], 变厚度轧制过程可分为趋薄轧制

(downwards rolling, DR)和趋厚轧制(upwards rolling, 

UR), 如图 1 所示. 分析这两种变厚度轧制情况时采

用的基本假设如下:  

(ⅰ) 忽略宽展, 取平面变形条件; (ⅱ) 取平断

面假设 , 假设在同一垂直断面上轧件各点的水平速

度相等; (ⅲ) 忽略轧件弹性变形, 轧件为均匀连续的

刚塑性材料, 其密度不变; (ⅳ) 假设轧辊弹性变形后

接触弧仍为圆弧, 其等效半径为 R; (ⅴ) 忽略接触弧

以外轧件的塑性变形 , 假设轧件进入接触弧之前和

脱离接触弧之后, 仅作刚体运动, 其运动方向与轧制

方向一致;  (ⅵ) 来料轧前为等厚度板材.  

各种复杂形状的 LP板和TRB板均可看作一段或

多段趋薄轧制、趋厚轧制与等厚轧制的组合, 其中两

段等厚度轧制之间的区域称为过渡区 . 过渡区的形

状可根据零部件负荷条件设定 , 由轧辊在垂直方向

的刚性位移速度(vy)与轧辊旋转角速度(ω)之间的关

系(图 1)来控制.  

1.2  变厚度轧制的几何关系  

由图 1 可见, 在 t=t0 时刻, 存在以下几何关系: 
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图 1  变厚度轧制示意图 
(a) 趋厚轧制; (b) 趋薄轧制 

 

     , (1) 

式中, β为接触角, α为等厚轧制的咬入角. 前期研究

已证明[6], 当过渡区边界为直线时, 圆心角 θ 等于过

渡区倾角. 式中, 趋厚轧制取“”号, 趋薄轧制取“+”

号. 从过渡区的起始点到结束点, 压下量 ∆hi, 接触

角 β和接触弧长 lc 是逐渐变化的, 此时接触弧长可按

照下式计算: 

 


   
2

sin
4

i
c i

h
l R h R , (2) 

式中, R 为考虑弹性压扁的等效轧辊半径. 当 vy (指辊

缝增加或减小的速度)为常数时, 有 

    k ,i yh h v t   (3) 

式中, 对于趋薄轧制, k = 0,  0h 为厚区压下量; 对

于趋厚轧制, k = 1,  1h 为薄区压下量; t 为从变厚度

轧制开始算起的时间, 当 θ和 ∆hi 较小时 

        k )c i yl R h R R h v t R（ , (4) 

等厚轧制时, θ = 0, 厚区(k = 0)和薄区(k = 1)的接触

弧长分别为 

 0 0 1 1, ,l R h l R h     (5) 

轧件在出口处(脱离轧辊处)的厚度为 hc: 

 1+2 (1 cos ). ch h R  (6) 

研究变厚度轧制过程需要注意以下 3 点: (1) 变

厚度轧制时轧件在变形区出口的位置不在二辊连心

线上 , 轧件离开轧辊处的厚度应按照式(6)计算 , 其

不等于有载辊缝 h1; (2) 变厚度轧制不能等同于一系

列等厚度轧制过程的组合, 即使瞬间二者的入口、出

口厚度相同, 其速度场也不同; (3) 变厚度轧制时压

下量随时间改变, 由此带来接触弧长、变形区范围等

均发生变化.  

1.3  变厚度轧制的运动学关系  

设轧辊在以恒定角速度旋转的同时 , 以恒定的

刚性位移速度向增加辊缝(趋厚轧制)或向减小辊缝

(趋薄轧制)的方向移动. 采用拉格朗日构形并取随动

坐标系 [7], 采用工程法 (slab method)在变形区内取

PP′Q′Q微元体, 将其看作 PP′线段代表的金属微元沿

辊面向前运行经 ∆t 时间扫过的面积, 在此过程中 PP′

被压缩到 QQ′, 如图 2 所示.  

当 vy ＝ 0时, 厚度方向压缩量可由勾股定理得到: 

 2 2 2 21

2 q ph R x R x     ,  (7) 

  xq xph h h ,  (8) 

式中, xp 和 xq 分别为 P 点和 Q 点的 x 轴坐标. 考虑 vy

对微元体变形的影响, 则有 

 ,    yh h v t  (9) 

 .       xq xp xp yh h h h h v t   (10) 

2  质量守恒定律在变厚度轧制过程中的应用 

2.1  问题的提出 

研究塑性加工问题时 , 质量守恒定律在材料密

度恒定时可表述为体积不变条件, 对稳态轧制过程, 

单位时间内流过变形区中任意横断面的材料体积均

相等, 即秒流量相等原则, 其表述方式如下: 

 F0v0 = F1v1 = F2v2 = Fivi =……= Fnvn = M, (11) 

式中, Fi 为轧件横断面面积, vi 为轧件水平速度, M 为

常数. 在平面变形条件下, 轧件宽度 b 为常数, 有 

 0 0
0 0 ,i

i i

F h
v v v

F h
    (12) 
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图 2  微元体变形后的尺寸关系 
(a) 等厚轧制; (b) 趋厚轧制; (c) 趋薄轧制. γ 表示微元体处的接触角 

 

 
式中, hi 为轧件厚度. 秒流量相等原则是研究等厚度

稳定轧制过程的基本规律, 在研究轧件变形、速度及

前滑中发挥了重要作用[8]. 而对于轧辊存在刚性垂直

运动的变厚度轧制过程, 应考虑辊缝变化, 则其秒流

量相等关系(式(12))将做如何变化? 现论证如下.  

在工件的薄区和厚区进行等厚度轧制时 , 在同

一区内满足秒流量相等原则: 

M0 = h0vx0 = C0 (厚区), 

 M1 = h1vx1 = C1 (薄区). (13) 

当ω确定时, 对式(13)中取中性点处的轧件速度, 

因 h0>h1, 故 M0>M1. 又因轧制过程满足质量守恒定

律 , 根据上述基本假设(3), 在过渡区内轧件均匀连

续、无间断点、无阶跃点, 其秒流量必为光滑连续函

数, 如图 3 所示. 由图 3 可见, 从长程趋势看, 趋厚

轧制时秒流量逐渐增加 , 趋薄轧制时秒流量逐渐减 

 
 

 

图 3  变厚度轧制过程秒流量的变化示意图 
(a) 趋厚轧制; (b) 趋薄轧制 

小. 下面对此进行深入讨论. 

2.2  遵从质量守恒的流量、体积及速度关系 

在变厚度轧制理论与应用研究中 , 无论是建立

基本方程[9]还是进行轧制力[10]、辊缝设定[11]等参数计

算, 都不可避免会涉及前滑、速度和流量等. 明确其

秒流量关系对轧机的辊缝精确设定和厚度高精度控

制具有重要意义.  

(ⅰ) 采用拉格朗日构形(Lagrange configuration). 

着眼于构建在轧件上的随动坐标系 , 分析变厚度轧

制时的秒流量关系, 如图 4 所示. 将轧前的轧件看作

由一系列等高 H、等宽 ∆l 的微元体组成, 这些微元

体之间满足连续性条件. 轧件进入变形区以后, 按照

轧制前、轧制中和轧制后微元体质量守恒条件, 将变

形区划分为若干平行的微单元 . 在变厚度轧制中的 
 

 

图 4  随动坐标系中变厚度轧制中的质量守恒关系 
(a) t0 时刻; (b) t1 = t0+∆t 时刻 
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任何瞬间, 各个微元体的体积 ∆Qi 保持不变. 取微元

体宽度充分小时 , 微元体与轧辊接触区微小范围内

采用以弦代弧的近似处理, 有:  

 1

1
( ) ,

2i i i iQ H l h h l       (14) 

设 i 单元在 t0 时刻的位置如图 4(b)虚线 ABED 所示, t0

时刻 i 单元的右边位置的坐标为 xi, 厚度为 hDE; 左边

位置为 xi1, 厚度为 hAB. 到 t1 = t0+∆t 时刻, 轧辊辊面

由 DG 移动到 CF, i 单元由 ABED 移动到图 4(b)所示

实线的位置 CEHF, 其中 A 点沿迹线 AC 移动到 C, D

点沿迹线 DF 移动到 F, 单元的左边界 AB 移动到 CE, 

厚度变为 hCE; 右边界 DE 移动到 FH, 厚度变为 hFH. i

单元在 t0 时刻的宽度为 lBE, t1 时刻变为 lEH. 其中

DEQP 是 t0 时刻 i+1 单元的位置.  

考虑 ∆t 时间段因轧辊刚性位移产生的辊缝增量, 

即 

 Δhv = vyΔt. (15) 

t0 时刻 i 单元和 i+1 单元左边厚度尺寸 hAB 和 hDE

可按式(8)计算得出, 变形后 t1 时刻 i 单元左边厚度尺

寸 hCE 和右边厚度尺寸 hFH 可按式(10)计算得出.  

根据单元体积不变条件, 当微元体充分小时, 以

弦代弧, 有 

     ( )EH v EH y EQ EH GHl h l v t l l h ,  (16) 

   ) ( )AB DE BE CE FH EHh h l h h l( ,  (17) 

 





EH AB DE

BE CE FH

l h h

l h h
.  (18) 

根据体积不变条件和变形的连续性条件可知, i

单元的左边 AB 移动到 CE经历的时间Δt, 与右边 DE

移动到 FH 经历的时间相同, 当微元体充分小时取单

元左边的平均速度为 vAB, 右边的平均速度为 vCE, 则 

   BE EH

AB CE

l l
t

v v
, (19) 

由式(18)和(19)可知: 

 


 


CE EH AB DE

AB BE CE FH

v l h h

v l h h
.  (20) 

若 t0 时刻的秒流量相等, 由式(12)可知, 应满足

条件: 

 CE AB

AB CE

v h

v h
,  (21) 

当 vy≠0, 且 Δt≠0 时, 对比式(20)和(21), 在工程上

合理的参数范围内容易验证 AB DE

CE FH

h h

h h
, 故: 

 AB DE AB
CE AB AB

CE FH CE

h h h
v v v

h h h


 


.   (22) 

可见, 变厚度轧制时秒流量不相等, 不能按照秒

流量相等关系计算各个断面处的轧件速度.  

(ⅱ) 采用欧拉构形(Euler configuration).  把参

考坐标系固定在笛卡尔三维空间 , 研究在变厚度轧

制过程中空间各点的秒流量关系. 如图 5 所示, 设

PP′和 QQ′为变形区内任意两个横断面, 其中 P′点和

Q′点位于 t0 时刻的辊面, 两个横断面的间距为 ∆l, t0

时刻轧辊几何中心点位于 O′点, 在 ∆t 时间内以速度

vy 移动到 O″点, 与此相应, 在 t1 = t0+∆t 时刻, P′点移

动到 P″点, Q′点移动到 Q″点.   

根据平断面假设可知, PP″线上各点水平速度相

等, 在 ∆t 时间段, 流过 PP″的流量为 

 MP′P″ = MPP′+MPP″ = hxivi∆t+0.5vy∆tvi∆t,  (23) 

同理, 在 ∆t 时间段, 流过 QQ″的流量为 

MQQ″ = MQQ′+MQ′Q″ = hxi+1vi+1∆t+0.5vy∆tvi+1∆t,  (24) 

式中, 右端项中的系数为 0.5, 这是由于辊缝增量是

从零开始逐渐增加的. 在固定坐标系中可以注意到, 

流过 PP″断面的金属并没有全部从 QQ″断面流出, 有

一部分金属存留在了 P′P″Q″Q′区间, 这部分金属的

体积为 

 ∆Q = ∆lvy∆t,  (25) 

式中, PP″QQ″是任意取的, 若取 PP″在入口, QQ″在出

口, 此时∆l等于变形区接触弧长 lc, 则轧件入口与出口

在 ∆t 时间段的秒流量差为  

 

 

图 5  固定坐标系中变厚度轧制的秒流量关系示意图 
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 ∆M = ∆Q/∆t = lcvy.   (26) 

完成变厚度轧制过程的全部流量差之和(Q)为从

变厚度开始(t = 0)到结束(t = te)时间段内对上式的积

分, 代入式(4), 考虑到 e  0 1yv t h h , 则: 

 

e e

e

d d
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0 0

1
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3 3

2 2
1 0 0 1
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c y

t

y y

Q t l v t

R h v t R v t

R h R h R h h
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 ）

（

Q

 

 (27)

 

这部分金属流量被存于轧制变形区和变形区附

近, 如图 6 所示. 从趋厚轧制开始到结束流入 AB 面

的体积, 等于流出 FH 面的体积加上变形区内和变形

区附近增加的体积 QΩ(图 6 中 APGFCA 围成的区域), 

其在数值上等于式(27)中的 Q. 显然, 这符合质量守

恒定律, 不符合各个横断面上秒流量相等关系. 
 

 

图 6  变厚度轧制过程流量差的几何解释 

综上所述可知 , 采用欧拉构形说明变厚度轧制

的秒流量不等现象, 更为直接和浅显易懂, 还可以计

算出秒流量差 . 上述关系在变厚度轧制使用秒流量

自动厚度控制(automatic gauge control, AGC)方式时, 

对建立相关的数学模型具有参考价值.  

通过分别采用拉格朗日构形(随动坐标系)和欧

拉构形(固定坐标系), 证明了变厚度轧制时由于存在

轧辊在垂直方向上的刚性位移 , 秒流量相等关系不

再成立, 且轧辊的刚性位移速度越大, 偏离秒流量相

等越远. 换言之, 对变厚度轧制过程, 质量守恒定律

可以表述为变形区内轧件体积保持不变 , 但不能表

述为秒流量相等.  

3  结论 

(ⅰ) 以趋厚轧制为例, 分析了变厚度轧制的微

元体变形 , 给出了微元体变形与轧辊垂直方向位移

速度的定量关系.  

(ⅱ) 采用拉格朗日和欧拉两种构形, 分别论证

了秒流量相等关系在变厚度轧制条件下不成立时 , 

质量守恒定律在变厚度轧制中的一种确切表述方式

为: 轧件在轧制变形前、变形中及变形后的体积保持   

不变.  

(ⅲ) 给出了轧辊垂直方向的位移速度对秒流量

差影响的定量关系 , 推导了从变厚度轧制开始到结

束的流量差计算式, 并给出了流量差的几何解释. 这

些工作为深入研究变厚度轧制的基本理论及建立相

关的数学模型提供了基础.  
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On the law of mass conservation for variable gauge rolling 
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The law of mass conservation, when applied to the normal rolling processes, can be expressed as the constant mass flow principle 
(CMFP). Variable gauge rolling (VGR) processes must obey the law of mass conservation, but whether these processes also satisfy the 
CMFP requires verification. This paper reports the effect of roll rigid displacement speed in vertical direction in rolling on the element 
deforment of the work piece, by analyzing the geometric relationship, metal flow, and slab element movement during VGR progress. 
Using both Lagrange and Euler configurations, the CMFP is demonstrated to not be suitable for VGR processes. The flow difference is 
related to the vertical speed of the roll. When the roll rotational speed ω is constant, the flow amount of materials in the rolling 
direction increases during upward rolling but decreases during downward rolling. Rather than the CMFP being applied in VGR 
processes, the law of mass conservation can be expressed as material volume remains constant at any time for each element during 
plastic deformation. 
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