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对数正态分布参数估计的积分变换矩法应用
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摘要：针对对数正态分布参数估计矩法存在的缺陷，探讨了梅林变换的应用，推导了参数对应的一般矩和对数

矩，提出了一种对数正态分布参数估计方法 －积分变换矩法，包括二参数对数正态分布和三参数对数正态分

布。以西南诸河 １６个水文站为例，利用三参数对数正态分布作为水文频率线型，对年平均流量系列进行了拟

合。结果表明，与矩法相比，积分变换矩法能明显提高 Ｃｓ的估算精度。
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　　在水文频率计算中，对数正态分布是国际上普遍
使用的水文频率线型，也是我国广泛使用的水文频率

线型。其参数估计方法在国内外已进行了不少研究，

并提出了矩法（ＭＯＭ）、极大似然法（ＭＬ）、熵矩估计法
（ＰＯＭＥＭＯＭ）和线性矩法（Ｌ－Ｍ）等方法［１－４］

。其中，

矩法是一种既快速又简单的方法，但是估计 Ｃｓ值时误
差偏大；极大似然法较矩法估计精度要高，但是由于似

然函数的不规则性，其值有时不甚理想；熵矩估计法与

极大似然法效果相当；线性矩法具有许多良好的统计

特性，尤其是无偏性和有效性，但是敏感性较差。张明

等研究了梅林变换在 Ｐ—Ⅲ型分布、指数 Γ分布等水
文频率线型参数估计中的应用，提出了一种积分变换

矩法，与矩法相比显著提高了估算精度
［５－６］

。鉴此，

为克服对数正态分布参数估计传统方法的局限性，更

有效地处理估算精度问题，本文探讨了梅林变换在对

数正态分布中的应用，提出了一种对数正态分布参数

估计的积分变换矩法，在估算中引入对数矩迭代求解

以提高计算准确性。以三参数对数正态分布为水文频

率线型，通过对西南诸河１６个水文站的年平均流量系
列拟合，对这种方法的估算精度与矩法作了分析对比。

１　对数正态分布的积分变换矩法

１．１　二参数对数正态分布的积分变换矩法
二参数对数正态分布密度函数为

ｆ（ｘ）＝ １
２槡πσｘ

ｅｘｐ［－（ｌｎｘ－μ）
２

２σ２
］ （１）

式中，ｆ（ｘ）为密度函数；σ为形状参数，σ＞０；μ为比
例参数，μ∈ （－∞，∞）。

对式（１）进行梅林变换为

Ｍ［ｆ；ｓ］＝ｅｘｐ｛［μ＋（ｓ－１）σ
２
］
２－μ２

２σ２
｝ （２）

式中，Ｍ［ｆ；ｓ］为 ｆ（ｘ）的梅林变换。
查梅林变换公式得：

Ｅ［ｘα］＝∫
∞

０

ｆ（ｘ）ｘαｄｘ＝Ｍ［ｆ；ｓ］│ｓ＝１＋α （３）

Ｅ［ｌｎαｘ］＝∫
∞

０

ｆ（ｘ）ｌｎαｘｄｘ＝Ｍ（ａ）［ｆ；ｓ］│ｓ＝１ （４）

式中，Ｅ［］为均值；α为实数，α＝１，２，…，ｎ；（α）为
α阶导数。

将式（２）代入式（３）和式（４），并取 α＝１得 ：

Ｅ［ｘ］＝ｅｘｐ（μ＋σ
２

２
） （５）

Ｅ［ｌｎｘ］＝μ （６）
　　由于式（１）仅有 ２个参数，联解式（５）、（６）即可
求出。考虑水文实测资料系列分为简单样本系列和非

简单样本系列两种情况，分别求解如下。

（１）简单样本系列。对于简单样本系列 ｘｉ（ｉ＝１，
２，…，ｎ），则式（５）、（６）左边为
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Ｅ［ｘ］＝１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ （７）

Ｅ［ｌｎｘ］＝１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
ｌｎｘｉ （８）

　　（２）非简单样本系列。ｘｊ为特大变量（ｊ＝１，２，
…，ｂ）；Ｎ为样本最大重现期；ｌ为实测期历史洪水个
数，ｎ为实测洪水个数。则式（５）、（６）左边又变为

Ｅ［ｘ］＝１
Ｎ
（
Ｎ－ｂ
ｎ－ｌ

ｎ－１

ｉ＝１
ｘｉ＋

ｂ

ｊ＝１
ｘｊ） （９）

Ｅ［ｌｎｘ］＝１
Ｎ
（
Ｎ－ｂ
ｎ－ｌ

ｎ－１

ｉ＝１
ｌｎｘｉ＋

ｂ

ｊ＝１
ｌｎｘｊ） （１０）

１．２　三参数对数正态分布的积分变换矩法
三参数对数正态分布密度函数为

ｆ（ｙ）＝ １
２槡πσ（ｙ－τ）

ｅｘｐ｛－［ｌｎ（ｙ－τ）－μ］
２

２σ２
｝

　　　　　　　　　　（ｙ≥ τ） （１１）
式中，τ为移位参数。可用均值 Ｙ、变差系数 Ｃｖ和偏态
系数 Ｃｓ来确定，即

τ＝Ｙ（１－
Ｃｖ
η
）

σ＝ ｌｎ（１－η２槡 ）

μ＝１２
ｌｎ［１＋η

２

（Ｙ－τ）２
］

η＝（
Ｃｓ＋ Ｃ２ｓ ＋槡 ４

２
）
１／３－（

－Ｃｓ＋ Ｃ２ｓ ＋槡 ４
２

）
１／















 ３

（１２）
　　 比较式（１１）、（１），将二参数对数正态分布密度
函数式（５）、（６）的参数转换为三参数对数正态分布密
度函数参数，得：

Ｅ［ｙ］＝Ｙ＝τ＋ｅｘｐ（μ＋σ
２

２
） （１３）

Ｅ［ｌｎ（ｙ－τ）］＝μ （１４）
　　由于式（１１）比式（１）多一个参数，再将式（１１）代
入式（３），并取 α＝２得

Ｅ［（ｙ－τ）２］＝ｅｘｐ［２（μ＋σ２）］ （１５）
　　由式（１３）和式（１５）推导得

Ｃｖ ＝
ｅｘｐ（２μ＋σ２）［ｅｘｐ（σ２）－１槡 ］

τ＋ｅｘｐ（μ＋σ
２

２
）

（１６）

　　将式（１３）和式（１６）联解，代入式（１４）得

Ｅ［ｌｎ（ｙ－Ｙ＋Ｈ）］＝ｌｎＨ－σ
２

２
（１７）

　　其中

Ｈ＝
ＹＣｖ

ｅｘｐ（σ２）－槡 １
（１８）

　　利用式（１７）迭代求解 σ，并由下式求出 Ｃｓ：

Ｃｓ ＝３＋
３

（１９）
　　其中

＝ ｅｘｐ（σ２）－槡 １ （２０）
　　至此，已求得 Ｙ、Ｃｖ和 Ｃｓ，可依照传统方法通过离
均系数 ｐ来计算不同频率 Ｐ时的设计值 Ｙｐ。

仍考虑简单样本系列和非简单样本系列两种情

况：

（１）简单样本系列。式（１３）、（１４）和（１６）左边分
别为：

Ｙ＝１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
ｙｉ （２１）

Ｅ［ｌｎ（ｙ－Ｙ＋Ｈ）］＝１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
ｌｎ（ｙｉ－Ｙ＋Ｈ）（２２）

Ｃｖ ＝
１
Ｙ


ｎ

ｉ＝１
（ｙｉ－Ｙ）

２

ｎ－槡 １
（２３）

　　（２）非简单样本系列。式（１３）、（１４）和（１６）左边
又分别为：

Ｙ＝１
Ｎ
（
Ｎ－ｂ
ｎ－ｌ

ｎ－ｌ

ｉ＝１
ｙｉ＋

ｂ

ｊ＝１
ｙｊ） （２４）

Ｅ［ｌｎ（ｙ－Ｙ＋Ｈ）］＝１
Ｎ
［
Ｎ－ｂ
ｎ－ｌ

ｎ－ｌ

ｉ＝１
ｌｎ（ｙｉ－Ｙ＋Ｈ）＋


ｂ

ｊ＝１
ｌｎ（ｙｊ－Ｙ＋Ｈ）］ （２５）

Ｃｖ ＝
１
Ｙ

１
Ｎ－１

［
ｂ

ｊ＝１
（ｙｊ－Ｙ）

２＋Ｎ－ｂ
ｎ－ｌ

ｎ－ｌ

ｉ＝１
（ｙｉ－Ｙ）

２

槡
］

（２６）

２　算 例

现以三参数对数正态分布为水文频率分布线型，

以云南省境内西南诸河的怒江、伊洛瓦底江、澜沧江、

红河主要干支流１６个水文站年平均流量系列为例，分
析本文提出的积分变换矩法参数估算的精度及适应

性。各个水文站年平均流量系列长度列于表 １中（均
为简单样本系列），已经过“三性”分析，符合水文频率

分析计算要求。为与矩法进行比较，计算结果同列于

表１。从表１中可以看出，两种方法计算 Ｙ、Ｃｖ值均相
同，而Ｃｓ值各异，积分变换矩法估算的Ｃｓ比矩法增大。

限于篇幅，从怒江、伊洛瓦底江、澜沧江、红河水系

中各选一个有代表性水文站的年平均流量频率曲线制

作成图，见图１～４。从图１～４可看出，按本文提出的
积分变换矩法估计的统计参数适线，上部、中部、下部

点线配合明显较矩法为好，表明积分变换矩法估计统

计参数 Ｃｓ值的精度有所提高。

２２
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表 １　不同估计方法的参数计算结果

流域 站名
面积／

ｋｍ２
年限／

ａ

矩法

Ｙ／
（ｍ３·ｓ－１）

Ｃｖ Ｃｓ

积分变换矩法

Ｙ／
（ｍ３·ｓ－１）

Ｃｖ Ｃｓ

伊洛瓦 麻栗坝 ２９４ ４２ １１．６７ ０．１９９ ０．４６０ １１．６７ ０．１９９ ０．６８０
底江 梁河 １５２５ ３７ ４４．６１ ０．１９７ ０．６３７ ４４．６１ ０．１９７ ０．６７３

拉贺练 ４２２５ ４８ １８６．３３ ０．１９４ ０．７０２ １８６．３３ ０．１９４ １．００７
盏西 １５４８ ４４ ９０．７９ ０．１８４ ０．４１９ ９０．７９ ０．１８４ ０．７４２

怒江 姑老河 ４１８５ ４４ ９２．８０ ０．２０８ ０．４１０ ９２．８０ ０．２０８ ０．６２７
大文 ６５７ ４２ １４．３２ ０．２１４ ０．４６８ １４．３２ ０．２１４ ０．５６１

红河 李仙渡 １７２７３ ４６ ３８０．０７ ０．１９９ ０．６８０ ３８０．０７ ０．１９９ ０．７４４
元江 ２１５５４ ５６ １６６．７８ ０．３２８ ０．８３１ １６６．７８ ０．３２８ １．００７
蛮燕 １５１４ ４４ ３３．２０ ０．２４４ ０．１７１ ３３．２０ ０．２４４ ０．４５７
忠爱桥 ３５６２ ４６ ８５．０２ ０．２３１ ０．６６８ ８５．０２ ０．２３１ ０．８５６

澜沧江 太平关 ２９１０ ４５ ６１．９１ ０．２０４ ０．３５５ ６１．９１ ０．２０４ ０．６４８
勐省 １７６６ ４０ ５２．２７ ０．１８２ ０．３９２ ５２．２７ ０．１８２ ０．６７４
甸南 ９１８ ４０ ８．１４ ０．２７６ ０．５３３ ８．１４ ０．２７６ ０．６７４
甸头 ７１１ ４０ １９．１５ ０．２０９ ０．７３６ １９．１５ ０．２０９ ０．９５５
曼中田 １１３３ ４３ ３３．３１ ０．２１５ ０．５０３ ３３．３１ ０．２１５ ０．７６８
光明 ３９０ ３６ ７．７４ ０．２６７ ０．６８２ ７．７４ ０．２６７ １．０２０

图 １　怒江姑老河水文站年平均流量曲线

图 ２　伊洛瓦底江拉贺练水文站年平均流量曲线

３　结 论

本文从梅林变换理论出发，分别提出了二参数对

数正态分布和三参数对数正态分布一种参数估计的积

分变换矩法，该方法还分别考虑了简单样本系列和非

图 ３　澜沧江太平关水文站年平均流量曲线

图 ４　红河元江水文站年平均流量曲线

简单样本系列两种情况。对于三参数对数正态分布；

Ｃｓ＝３＋
３
中的 α采用对数矩迭代求出 。以三参数

对数正态分布拟合西南诸河 １６个水文站的年平均流
量样本系列为例，本文提出的积分变换矩法估算 Ｃｓ的
精度比矩法有明显提高。
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