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摘要: 介绍了应用 Levenberg�Marquardt迭代法计算局部应力和局部应变的工作。Levenberg�Marquardt迭代法是求

解超越方程的一种常用数学方法 ,但是缺点是程序比较复杂, 计算效率较低,因此本文目的是找到一种程序实现简

单、计算效率高、计算精度满足要求的计算方法,选择了二分法, 并且对比分析了二分法和 Levenberg�Marquardt迭代

法求解局部应变与应变寿命方程的效率和精度,从而得出应用二分法来进行求解是简单并且可以被工程应用的;

最后结合某飞机结构一种带孔部件的实例,应用局部应力应变法给出了该部位的寿命预测值, 通过和试验寿命值

的对比, 得出了考虑平均应力修正的应变寿命方程才更符合工程要求。
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� �金属在较高的循环应变作用下发生的疲劳失
效,称为应变疲劳。金属材料的应变疲劳寿命一般

都较短,故将应变疲劳称为低周疲劳, 即短寿命疲

劳。局部应力应变法结合材料的循环应力应变曲

线,通过弹塑性有限元分析或其他计算方法,将构件

上的名义应力谱转换为危险部位的局部应变 (应

力)谱, 然后根据危险部位的局部应力应变历程估

算寿命
[ 1]
。

结构在其服役期间总体上处于弹性范围内,但

某些疲劳危险部位在大载荷情况下却进入弹塑性状

态,应力和应变关系不再是线性关系,塑性应变成为

影响其疲劳寿命的主要因素。局部应力应变法在疲

劳寿命估算中考虑了塑性应变的影响和载荷顺序的

影响, 因而用它估算结构的疲劳裂纹形成寿命通常

可以获得比较符合实际的结果
[ 2]
。

� �本研究就局部应力应变法展开研究,应用 Leven�
berg �Marquardt迭代法和二分法来求解局部应力、局部

应变和应变寿命公式,并对两种方法的计算结果进行

比较分析;进一步分析了应变寿命公式平均应力修正

的必要性;结合某飞机结构一种带孔部件的模拟试件,

给出预测的疲劳寿命,并与试验寿命进行比对分析。

1 �局部应力应变法估算结构疲劳寿命

的步骤
[ 3 ]

用局部应力应变法估算结构疲劳寿命,首先估

算疲劳危险点的弹塑性应力应变历程,然后对照材

料的疲劳性能数据,按照疲劳累积损伤理论,进行循

环续循环的疲劳损伤的累积, 最后得到构件的疲劳

寿命,其步骤如图1。

图 1� 局部应力应变法寿命估算的步骤

Fig. 1 � Process of local stress�strain method

2 �局部应变和局部应力的求解

本研究主要采用 Neuber 法来计算缺口根部的
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局部应力和局部应变
[ 4 ]
。Neuber 提出的计算缺口

根部弹塑性应力应变的方程为:

KT = K�K � ( 1)

式中 KT为理论应力集中系数; K � = �/S为应力集

中系数, �为缺口根部的局部应力, S为名义应力,

在试验件处于弹性时, K� = KT ; K� = �/ e为应变集

中系数, �为缺口根部的局部应变, e 为名义应变,

在试验件处于弹性时:

K � =
�/E
S /E

= KT ( 2)

在工程实际中,通常结构整体上处于弹性,即名

义应力 S和名义应变 e之间为弹性关系 S = Ee ,将

此带入式( 1)得:

��=
K

2
TS

2

E
= C ( 3)

式中 C被称之为 Neuber常数; E 为弹性模量。

Morrow
[ 5]
等认为,在循环加载条件下, 切口根部

的局部应力范围 ��和局部应变范围 ��,也可以用

式( 3)计算, 于是:

���� =
K

2
TS

2

E
= C ( 4)

材料的稳态循环应力 �应变曲线, 可用下式表

示:

�� = ��
E

+ 2( ��
2K �

)
1/ n�

( 5)

式中 K�为循环强度系数, n�为循环应变硬化系数。

将式( 4) 和式 ( 5 ) 联立求解, 从名义应力即

可得到局部应力和应变( ��和 ��) 之值, 这样

问题就转化为对( 4) 和( 5) 这个超越方程组精确

求解的问题,本文后面会对这个问题进行详细的

阐述。

3 �应变寿命的求解

在所有的应变寿命公式中, Manson �Coffin 公

式
[ 6]
使用最为广泛,其表达式为:

��
2

=
��f
E
( 2N f)

b
+ ��f( 2Nf )

C
( 6)

由于大多数给出的 Manson �Coffin 公式的参数

是在 R � = - 1下得到的,而实际疲劳载荷几乎都是

非对称应变循环, 因此在使用 R� = - 1 下的 ���N
曲线进行疲劳寿命估算时, 需要对 ���N曲线进行
修正。一些学者在这方面做了很多工作, 提出了一

些很有价值的考虑平均应力修正的应变寿命公

式
[ 7]

,如 Morrow平均应力修正公式:

�a =
��f - �m

E
(2Nf )

b
+ ��f ( 2N f)

C
( 7)

本研究就根据 Morrow方法对 R� = - 1的 ���N曲线
进行修正。

通过上节的分析我们可以得到每个循环的局部

应力和局部应变值, 将局部应变值带入式( 7) 即可

求出当前应变幅值下的寿命 Nf ,那么现在的问题就

是精确求解这个超越方程。求解超越方程( 4) , ( 5)

和( 7)的方法也有很多, 被广泛应用的是二分法( 区

间对分)和迭代法, 下面就对这两种数值算法进行

对比分析。

4 �超越方程的数值解法

4. 1� Levenberg �Marquardt法
在求解 ��和 ��以及应变寿命方程的过程中,

一方面需要求解超越方程, 另外由于载荷谱是一个

较长较复杂的载荷历程, 所以必须借助计算机对很

长的峰谷历程逐个循环求解。

对下列一般非线性方程组( 8) :

f i( x1 , x2 , � , xn) = 0 ( i = 1, 2, � , n) ( 8)

求解的方法有很多,最常用的是采用迭代方法

逐步逼近近似求解。迭代求解该问题的方法, 一般

可利用成熟的软件包求解。本文就利用了 MATLAB

软件包中 Levenberg �Marquardt法
[ 8]
求解局部应力和

局部应变。

Levenberg �Marquardt方法是一种牛顿类型的方

法。在普通的梯度算法中, 收敛的方向始终是待解

方程函数的梯度方向。而在 Levenberg �Marquardt算

法中,采用了一个方向矢量不断调整计算的收敛方

向, 可以获得更好的收敛性。其求解的主要过程为:

设是的 Jacobian矩阵,即式( 9) , 方程未知量的迭代

法则可以用式( 9)表示。

J =

�f1
�x1
�
�f1
�xn

� � �
�fn
�x1
�
�f n
�xn

( 9)

� xk+1 = xk [ J( xk )
T
J( xk) + �kI]

-1
J( xk )

T
f( xk ) ( 10)

式( 10)中为程序自动调整的试探性参数, 为单

位矩阵。

整个计算过程在 MATLAB 中进行, 算法的每

次迭代都对进行自适应调整, 当接近一个解时 ,

逐渐减小 , 迭代式( 10) 演变成 Gauss �Newton法 ;

当远离解时, �逐渐增大, 迭代式 ( 10 ) 则演变成
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梯度下降法,可以进行全局搜索, 所以 Levenberg �
Marquardt算法同时具备了牛顿法的局部收敛性

和梯度法的全局搜索性的优点。由于 Levenberg �
Marquardt算法中 [ J( xk )

T
J( xk ) + �k I ] 是正定

的, 所以式( 10) 的解总存在, 保证了算法的稳定

性, 算法流程图如图 2。实际计算中, 迭代增量 s

小于容许误差限 ( e = 1. 00E �10) 即认为收敛, 输

出计算终值。

图 2� Levenberg�Marquardt算法流程图

Fig . 2� Levenberg�Marquardt algorithm process chart

� �与其它迭代算法一样, Levenberg �Marquardt算

法的计算结果依赖于初值的选取, 合理的选取初值

是保证计算结果快速收敛到所需精度的关键, 本文

用下面的方法巧妙的解决了这个问题。

我们可以通过危险部位的载荷谱求出某一个

循环的 �S1 。由于切口根部处于小范围屈服状

态, 那么求解切口根部局部应力的初值 ��1, 0 可以

用 KT �S1 来替代, 将替代 ��1, 0 的 KT �S1 带入 Neu�
ber 公式中,就可以求出切口根部局部应变的初值

� �1 ,0 =
KT

2
� S1

2
/E

KT � S1
, 这样求解该非线性方程组的

初值就确定了。

4. 2 �二分法
在应用 Levenberg �Marquardt法求解上述超越方

程的时候, 我们发现 Levenberg �Marquardt法的求解

精度很高,但不足的是程序实现比较复杂,并且随着

求解方程数量的增加计算效率显著下降, 为此下面

介绍下一种程序实现简单、计算效率高的计算方

法 �二分法。

应用二分法来计算时,首先需要定义一个含根

的区间[ a, b]。不失一般性,取为 a = 1, b =10
9
。还

需要明确 f( Nf ) 的表达式:

� f( Nf) =
��
2
-
��f - �m
E

(2Nf)
b
- ��f(2Nf )

c
( 11)

式中的 ��f , E, b, c, ��f 均为材料参数。图 3

给出求解上面复杂超越方程的二分法计算流程

图。

图3 � 二分法计算流程图

Fig. 3 � Dichotomy calculation process chart

5 �实验与计算结果

某型飞机一个带孔部件的模拟试件的具体

材料数据如下: 板宽 W = 12mm, 孔直径 D =

3 . 5mm。材料的性能常数为: 弹性模 量 E =

69000MPa, 拉伸强度 �b = 505MPa, 循环强度系

数 K �= 723. 4MPa, 应力集中系数 K t = 2 , 循环硬

化系数 n� = 0. 0845。应变疲劳参数为 ��f =

859. 56MPa, b = - 0 . 1023, c = - 0. 615, ��f =

0 . 88。表 1 给出了某型飞机一个带孔部件的模

拟试件在某基准谱下试验结果。

我们根据式( 4) 和式( 5) 利用二分法和 Leven�
berg �Marquardt 迭代法求出的 ��, 将其带入到式

( 11) 中就可求出当前应变幅下的寿命 Nf 。

例如, 对于第一个循环, 根据表 2 中求出的

��,将其带入 Manson�coffin 公式, 分别根据二分法

和 Levenberg �Marquardt迭代法来计算寿命 Nf ,其结

果比较见表3。
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表 1� 一个带孔部件模拟试件在某基准谱下试验结果

Table 1 � The test results of a hole part simulation specimen at X reference spectrum

Number 1 2 3 4 5 6

Circulate number /C 342835C 325766C 141165C 150538C 179953C 233136C

Life C /FH /10043FH /9543FH /4135FH /4409FH /5271FH /6829FH

� � Median life: 6306FH

表 2 � 应用二分法和迭代法的 ��计算结果

Table 2 � The ��calculate results of application dichotomy and iterative

Solution methods Results Time for calculation/ s

Dichotomy 0. 002217415 0. 025

Levenberg�Marquardt method 0. 002217414 0. 145

表 3� 应用二分法和迭代法的寿命计算结果

Table 3 � The life calculate results of application dichotomy and iterative

Solution methods Results( time ) Time for calculation/ s

Dichotomy 999432376. 956049 0. 016

Levenberg�Marquardt method 999432376. 956051 0. 093

� �从表2 和表 3中可以看出应用二分法和 Leven�
berg �Marquardt迭代法计算出的局部应变结果和寿

命结果都十分接近, 也说明了计算结果是十分接近

真值的,是可以被工程应用的,但是 Levenberg�Mar �
quardt迭代法的计算效率明显不如二分法, 同时二

分法程序编写简单,精度也满足要求,易于被工程上

所应用,在此后计算寿命时, 采用的就是二分法。

下表 4是针对一个带孔部件在考虑了平均应力

影响和未考虑平均应力影响应用二分法计算的寿命

结果。

表 4 � 平均应力修正对寿命预测值的影响

Table 4� The average stress amend impact on the prediction life

Consider average stress amend Not consider average stress amend

Damage value of load spectrum Cyc one time 0. 0805 0. 0085

Calculation life value ( fight hours) 6211. 18 58823

Experimental( fight hours) 6306

� �从表4 中我们可以看出,未考虑平均应力修正

的计算模型,计算出的疲劳寿命值,远远高于试验寿

命,而考虑了平均应力修正的计算模型,计算出的疲

劳寿命和试验得到的疲劳寿命相近。这是因为此处

实际随机谱的每个循环的平均应力虽不同但几乎都

是正的,全部为正的平均应力对实际的计算结果产

生很大的影响;而未考虑平均应力修正的计算模型,

相当于把平均应力都当 0 来处理, 这明显不符合实

际情况,所以说考虑了平均应力修正的计算模型才

更符合工程要求。

6 �结论

( 1)应用局部应力应变法来求解疲劳寿命时,

缺口根部的局部应力和局部应变的计算精度直接

影响最后计算寿命的精度, 本文采用 Levenberg �
Marquardt迭代法和二分法来求解非线性方程组,

利用这两种算法编程求解的精度都达到了满意效

果。

( 2)求解应变 �寿命曲线超越方程,必须采用计

算机编程。二分法程序编写简单, 通过二分法和迭

代法的计算结果比较,证实其精度和效率也满足要

求, 易于工程应用。

( 3)未考虑平均应力修正的应变寿命方程, 计

算出的疲劳寿命跟实际构件的试验寿命相差较大,

而考虑了平均应力修正的应变寿命方程,计算结果

与实际构件的试验寿命符合得较好。

( 4)应用局部应力应变法来预测本文 X型飞机

结构一个带孔部件的寿命值时,取得了良好的效果,

计算精度满足了工程要求。
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Fatigue Life Evaluation on Plane Structural Parts

with Holes through Local Strain Method
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Abstract: The thesis introduces the work of calculating local stress and local strain by application of Levenberg�Marquardt�s iteration

method. As an usual mathematical method to solve super equation, Levenberg �Marquardt �s iteration method has some disadvantages

such as complicated program, low computing efficiency. Therefore, the paper aims to find out a comparatively simple , high efficient

and high precision computing method. Through comparing and analyzing the efficiency and precision of dichotomy and Levenberg�Mar�

quardt �s iteration method by which solving strain life equation and local strain range, the thesis proves that the application of dichotomy

is simple and applicable for the engineering. At last, through combination with the case of plane�s drilled component, applying local

stress strain method to calculate the parts� predictive life and comparing that result with the experimental life value, the paper concludes

that strain life equation which concerns mean stress correction more fit for engineering requests.

Key words: local stress and local strain; Levenberg�Marquardt�s iteration method; dichotomy; strain life equation; mean stress correc�

tion
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