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摘要  研究了有限热容高温流体热源和无限热容低温环境间工作的多级内可逆卡诺热机系

统, 考虑热源与工质间传热服从广义对流传热定律[q∝(ΔT)m], 在初态时刻和驱动流体初态

温度均一定的条件下, 应用最优控制理论导出了最大输出功率与流体温度最优构型相关的

连续 Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)方程. 基于普适的优化结果, 进一步导出了牛顿传热定

律(m=1)下的解析解; 对于非牛顿传热定律(m≠1), 优化问题不存在解析解, 将连续 HJB 方

程离散化, 运用动态规划方法编程实现获得了其完整的数值解, 并深入讨论了系统最大输

出功率与过程时间、流体温度三者间的关联耦合关系. 研究结果对实际能量转化系统的最

优设计与运行具有一定理论指导作用. 
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有限时间热力学研究的基本问题是确定给定热

力过程的目标极值及其相互之间的关系 , 和求出给

定最优目标时与其最佳值对应的最优热力过程 [1~14]. 

前一类问题属于静态优化问题 , 运用简单的函数求

极值法即可得到解决 , 后一类问题属于动态优化问

题, 它需要用到最优控制理论, 仅对于极少数问题存

在解析解. Sieniutycz 等人[3,5,15~19], Szwast 和 Sieniu- 

tycz[20]首先研究了牛顿传热定律下有限热容高温流

体热源和无限热容低温环境间工作的多级连续内可

逆卡诺热机系统最大输出功率及与其对应的高温流

体温度最优构型 [3,5,15~17,19], 并将研究结果进一步推

广 到 多 级 离 散 内 可 逆 卡 诺 热 机 系 统 [3,5,18,20]. Sieni-

utycz 等人[21,22]还研究了内不可逆性对多级卡诺热机

系统最大输出功率及与其对应的流体温度最优构型

的影响. Li 等人[23,24]进一步考虑高、低温侧均为有限

热容流体热源 , 研究了牛顿传热定律下多级连续内

可逆[23]和不可逆[24]卡诺热机系统的最大输出功率优

化. 实际传热规律不总是服从牛顿传热定律的, 导热

规律不仅影响给定热力过程的性能 [25~29], 而且影响

给定优化目标时的最优热力过程[30~51]. Sieniutycz 和

Kuran[44,45], Kuran[46]和 Sieniutycz[5,47~49]研究了辐射传

热定律下有限高温热源多级连续不可逆卡诺热机系

统的最大输出功率及与其对应的高温流体温度最优

构型 , 由于单纯的辐射传热定律不存在解析解 , 文

献[5,45~49]采用传热系数α(T3)与高温流体温度的立

方成正比的牛顿传热定律即伪牛顿 (pseudo-Newto- 

nian)传热定律[q∝α(T3)(ΔT)]近似代替辐射传热定律

给出了优化问题的解析解. Sieniutycz[50]进一步研究

了一类非线性传热定律[q∝α(T3)(ΔT)]也即传热系数

α(Tn)与高温流体温度的 n 次方成正比的牛顿传热定

律下有限高温热源多级连续不可逆卡诺热机系统的

最大功率输出. Li 等人[51]研究了伪牛顿传热定律下高、

低温侧均为有限热容热源时多级连续内可逆卡诺热

机系统的最大输出功率. 除文献[3,5,15~24,44~51]中



 
 
 

 

  2875 

论 文 

讨论的各种特殊传热规律外, 还存在一种普适的传热

规律即广义对流传热定律[q∝(ΔΤ)m][25,27~29,36]. 本文将

在文献[3,5,15~24,44~51]的基础上, 考虑热源与工质

间传热服从广义对流传热定律 , 进一步研究多级内

可逆卡诺热机系统的最大输出功率优化 , 并基于普

适的优化结果 , 导出牛顿传热定律 (m=1)下的解析

解; 对于非牛顿传热定律, 将连续 HJB 控制方程离

散化并运用动态规划方法编程实现以获得其完整的

数值解.  

1  物理模型 

如图 1 所示为多级连续内可逆卡诺热机系统模

型, 流体 1(驱动流体)沿坐标 x 的方向流动, 微卡诺热

机连续排列放置在两流体边界层之间 , 每一微卡诺

热机都是完全相同的, 在微长度 dx 上, 微卡诺热机

从流体 1 吸热, 对环境 2 放热, 在最后输出累积功率. 

高温流体热容是有限的, 由于多级热机的吸热, 流体

1 在流动的过程中温度逐渐降低, 因此该多级连续内

可逆卡诺热机系统的流体热源是非稳态的 . 虽然多

级连续热机系统的高温流体热源是非稳态的 , 但是

对于每一微元级卡诺热机其高温侧热源却可认为是

稳态的 . 这里首先导出单级稳态热源微内可逆卡诺

热机的基本特性 , 然后导出多级连续非稳态流体热

源热机系统的基本特性.  

1.1  单级稳态内可逆卡诺热机基本特性 

对于图 1 中的每一微元级内可逆卡诺热机, 均可

作为单级稳态热源下内可逆卡诺热机来分析. 令 q1 和

q2 分别为热机内工质的吸、放热流率, T1 和 T2 分别 

 

图 1  多级连续内可逆卡诺热机系统模型 

为高温热源和低温热源(环境)的温度, T1′和 T2′分别为

高、低温侧工质的温度. 考虑热源与工质间传热服从

广义对流传热定律[q∝(ΔT)m], 则有 

1 1 1 1' 2 2 2 ' 2( ) , ( ) ,m mq k T T q k T T= − = −        (1) 

式中 k1 和 k2 分别为高、低温侧传热过程热导率. 热机

为内可逆, 由热力学第二定律可得熵平衡方程如下:  

1 1 1' 1' 2 2 ' 2 2 '( ) / ( ) / .m mk T T T k T T T− = −         (2) 

由式(1)和式(2)可得内可逆热机的输出功率 P 和热效

率η分别为 

1 2 ' 1', 1 / .P q T Tη η= = −            (3) 

根 据 文 献 [3,5,21,22,44~50,52] 定 义 变 量 T′≡
T2T1′/T2′, 由式(3)进一步可得η=1–T2/T′, 而同等条件

下可逆热机的效率即卡诺效率为η=1–T2/T, 对比η和

ηc 可知两者形式极为相似 , 因此 T′也称为卡诺温

度[3,5,21,22,44~50,52]. 循环熵产率σ为 

2 2 1 1 1 1/ / (1/ ' 1/ ).q T q T q T Tσ = − = −        (4) 

将 T2′≡T2T1′/T′代入式(2)可得 

1/
2 1

1' 1 1/ ( 1) / 1/
1 2 2

( ) ( ')
.

( ) ( '/ ) ( )

m

m m m m

k T T
T T

k T T k−

−
= −

+
      (5) 

将式(5)代入式(1)进一步可得 

1
1 1 2 1/ ( 1) / 1/

1 2 2

( ')
.

[( ) ( '/ ) ( ) ]

m

m m m m m

T T
q k k

k T T k−

−
=

+
     (6) 

将 21 / 'T Tη = − 和式(6)代入式(3)可得 

1 2
1 2 1/ ( 1) / 1/

1 2 2

( ')
1 .

'[( ) ( '/ ) ( ) ]

m

m m m m m

T T T
P k k

Tk T T k−

− ⎛ ⎞= −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
  (7) 

将式(6)代入式(4)进一步可得熵产率σ为 

1
1 2 1/ ( 1) / 1/

11 2 2

( ') 1 1 .
'[( ) ( '/ ) ( ) ]

m

m m m m m

T T
k k

T Tk T T k
σ −

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

  (8) 

1.2  多级连续内可逆卡诺热机系统基本特性 

对于图 1 的多级连续内可逆卡诺热机系统, G 为

高温侧驱动流体的摩尔流率, Cp 为其摩尔定压热容, 

则有流体的摩尔热容率为 GC=GCp. 假定 G 和 Cp 均与

温度 T1 无关, 对于 G 和 Cp 随温度变化的情形, 应用

与本文相同方法也可作类比分析. 令α1 和α2 分别为

高、低温侧传热系数, αV1 为单位体积驱动流体与热机
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高温侧工质的热交换面积, F1 为驱动流体的横截面积. 

文献[3,5,15~24]定义牛顿传热定律下的传热单元高

度 HTU=GC/(αaV1F1), 式中α=α1α2/(α1+α2)称为当量传

热系数 . 为了使推导过程更具有一般性以及获得非

线性传热定律下的优化结果 , 与文献 [3,5,15~24]中

HTU 的 定 义 方 式 不 同 , 这 里 定 义 传 热 单 元 高 度
1

1 1 1 2/ ( )m
TU C VH G a FTα −= , 它也具有长度的单位. 根据

热力学第一定律, 可得 

1 1
1 1 2 1 1 1 1 2

1
1 1 1 1 2 1

/( ) d /( d )

d /( d ) d / d ,

m m
C V

m
C V

q k T G T a FT x

G T a FT v t T

α

α τ

− −

−

= −

= − ≡ −
      

(9)
 

式中 v 为驱动流体的流速, τ=x/HTU=vt/HTU 为无量纲

时间. 在牛顿传热定律下, τ为高温侧总热导率与驱

动流体热容率之比, 即为传热单元数, 这里将其推广

到一类非牛顿传热定律系统, 称为广义传热单元数. 

以τ为变量和以位置 x 和物理时间 t 为变量优化是等

价的. 由式(9)可得每一微元内可逆卡诺热机的热导

率 k1 为 

1
1 2d / .m

Ck G Tτ −=              (10) 

对于给定的积分区域[τi,τf], 流体的边界温度可表示

为 T1i =T1(τi)和 T1f =T1(τf), 输出功率和熵产率分别为  

1

1

2 2
1 11 d 1 d ,

' '
f f

i i

T

C C
T

T T
W G T G T

T T

τ

τ
τ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫   (11) 

1

1
1 1

1 1

1 1 1 1d d ,
' '

f f

i i

T

s C C
T
G T G T

T T T T

τ

τ
σ τ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ (12) 

式中 1 1d / dT T τ= . 若多级内可逆卡诺热机变为可逆

卡诺热机, 有 T′=T1, 由式(11)可得 

rev 1 1 2 1 1[ ln( / )],C i f i fW G T T T T T= − −        (13) 

式中 revW 即为可逆输出功率性能界限 . 若进一步有

T1f=T2, 可逆输出功率性能界限变为经典流体热力学

火用函数 Aclass. 对于这里的内可逆卡诺热机系统 , 

由于存在有限速率传热引起的不可逆损失 , 而且有

限时间内高温流体温度不可能降为低温环境温度 T2, 

所以式(11)的最大值必定比 revW 小 . 联立式(6)和 (9)

可得 

1 1
2 1/ ( 1) / 1/ 1

1 2 2 2

d ( ')
.

d [( ) ( '/ ) ( ) ]

m

m m m m m m

T T T
k

k T T k Tτ − −

−
= −

+
  (14) 

将式(14)代入式(11)可得 

1
1/ ( 1) / 1

1 2 2 2

2

( ')
[( / ) ( '/ ) 1]

       1 d .                                                  (15)
'

f

i

m

C m m m m m

T T
W G

k k T T T
T
T

τ

τ

τ

− −

−
=

+

⎛ ⎞× −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
 

2  优化问题的 HJB 方程 

现在的问题为在式(14)的约束下求式(15)的最大

值 . 由于控制变量 T′≡T2T1′/T2′, 对于热机满足关系

式 T1>T1′>T2′>T2, 所以有 T2≤T′≤T1. 因此该最优控制

问 题 属 于 控 制 有 闭 集 约 束 的 变 分 问 题 , 可 采 用

Pontryagin 极小值原理或 Bellman 动态规划理论求

解[53,54]. 优化问题的 HJB 控制方程为 

max max2

( )
1

1
1/ ( 1) / 1

1 2 2 2

max (1 )
'

( ')
0.         (16)

[( / ) ( '/ ) 1]

CT

m

m m m m m

W WT
G

T T

T T
k k T T T

ττ ′ ∈Ω

− −

⎧⎡ ⎤∂ ∂⎪+ − −⎨⎢ ⎥∂ ∂⎪⎣ ⎦⎩
⎫−

× =⎬
+ ⎭

 

式(16)仅对牛顿传热定律存在解析解, 对于其他传热

规律则需要采用数值计算. 由式(16)可得离散化方程:  

2

1

1
1/ ( 1) / 1

1 2 2 2

1
'

( ' )
         ,      (17)

[( / ) ( ' / ) 1]

N
N i

C i
i

i i m i

m i m m m m

T
W G

T

T T
k k T T T

θ

=

− −

⎧ ⎛ ⎞= −⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩

⎫−
× ⎬

+ ⎭

∑
 

1 1
1 1 1/ ( 1) / 1

1 2 2 2

( ' )
,

[( / ) ( ' / ) 1]

i i m
i i i

m i m m m m

T T
T T

k k T T T
θ−

− −

−
− = −

+
 (18) 

1 .i i iτ τ θ−− =               (19) 

最优控制问题变为在离散等式约束式(18)和(19)的基

础上求解式 (17)的最大值 . 由式 (17)~(19)可得如下

Bellman 逆向递推方程:  

'

2
max 1

,

11
max1/ ( 1) / 1

1 2 2 2

1
1 1/ ( 1) / 1

1 2 2 2

( , ) max 1
'

( ' )
[( / ) ( ' / ) 1]

( ' )
, .

[( / ) ( ' / ) 1]

i i

i i i i
C iT

i i m
i i

m i m m m m

i i m
i i i i

m i m m m m

T
W T G

T

T T
W

k k T T T

T T
T

k k T T T

θ
τ

θ

θ τ θ

−
− −

− −

⎧ ⎛ ⎞= −⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩

−
× +

+

⎫⎛ ⎞− ⎪× + − ⎬⎜ ⎟
+ ⎪⎝ ⎠⎭

(20)

 

3  特例分析 

当 m=1, 即工质与热源间传热服从牛顿传热定

律时, 式(14)和(16)分别变为 
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1 1 1 2d / d ( ' ) /[( / ) 1],T T T k kτ = − +         (21) 

热源温度 T1 和卡诺温度 T′随无量纲时间τ 的最优变

化规律分别为 

'

max

( )

max2 1

1 1 2

max

( ')
1 0,

' [( / ) 1]

T t

C

W

WT T T
G

T T k k

τ ∈Ω

∂
+

∂
⎧ ⎫⎡ ⎤∂ −⎛ ⎞⎪ ⎪× − − =⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ∂ +⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

    

(22)

 

( ) /( )
1 1 1 1( ) ( / ) ,i f i

i f iT T T T τ τ τ ττ − −=          (23) 

1 1 2 1 1

( ) /( )
1 1

'( ) [(1 / ) ln( / ) /( )

          1]( / ) .i f i

i f i f i

f i

T T k k T T

T T τ τ τ τ

τ τ τ
− −

= + −

+
     

(24)
 

将式(23)和(24)代入式(15)可得最大输出功率为 

1
max 1 1 2

1

2
2 1 1

1 2 1 1

2

ln

[ln( / )]
          

( ) /[1 ( / )] ln( / )

       .

i
C i f

f

C i f

f i i f

s

T
W G T T T

T

G T T T
k k T T

W T

τ τ

σ

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

−
− + −

= −rev

   

(25)

 

式(25)与文献[3,5,15~24]的结果是一致的, 且本文的

推导过程更具有一般性 . 由式(24)和(25)可见 , 当初

始时刻τi、初始状态 T1i 等参数给定时, 最优控制 'T 和

最大输出功率 maxW 为τf, T1f 的函数 . 由于 T2≤T′≤T1, 

而由式(24)可见, T′(τ)为τ的单调递减函数, 同时为使

各 级能量转化 系统均工作 在热机模式 即有热效 率

η=1–T2/T′≥0, 所 以 卡 诺 温 度 'T 必 须 满 足 约 束

T′(τf)≥T2, 由此可得 

1 1 2 1 1 2[(1 / ) ln( / ) /( ) 1] .f f i f iT k k T T Tτ τ+ − + ≥     (26) 

由式 (26)可见 , 在τf 为有限值下 , 对于热机系统有

T1f/T1i<1, 所 以不等式 (1+k1/k2)ln(T1f/T1i)/(τf–τi)<0 总

是成立的, 因此高温侧流体末态温度 T1f 高于低温热

源(环境)温度 T2, 并且存在一个下限值 1 fT . 可通过

将式(26)的不等式变为等式, 然后数值求解超越方程

得到 T1f 的下限值 1 fT . 当末态温度 T1f 固定时, 由式

(25)可见, maxW 为τf 的单调递增函数, 由 max 0W = , 可

得τf 的阀值 fτ  

2
1 2 1 1 2

1 1 2 1 1

1 2 1 1

(1 / )[ln( / )]
ln( / )

         (1 / ) ln( / ) .                (27)

i f
f

i f i f

i f i

k k T T T
T T T T T

k k T T

τ

τ

+
=

− −

+ + +

 

也就是说当末端时刻τf 自由、末态温度 T1f 固定时, τf

必须大于 fτ , 多级热机系统才有功率输出. 当τf 给定

且满足 f fτ τ> 时 , 由式(25)可得 max revW W< , 这表明

最大输出功率 maxW 是比经典可逆性能界限 revW 更为

真实、严格的性能界限 , 并且当τf→∝ , T1f→T2 时 , 

max classW A→ , 即多级热机最大输出功率趋近于经典

热力学火用. 当末端时刻τf 一定, 末端状态 T1f 自由时, 由

式(25)可见, 随着末态温度 T1f 的降低, 可逆输出功率

revW 在增加, 而火用损失 T2σs 也在增加, 此时在闭区间

1 1[ , ]f iT T 上存在最佳末端温度 T1f
*使热机系统输出功

率最大, T1f
*不存在解析解, 可通过数值求解得到, 这

是不同于文献[3,5,15~24,44~51]的新结果.  

当 m=1.25, 即工质与热源间传热服从 Dulong- 

Petit 传热定律[55]. 此时只能采用动态规划算法求数

值解.  

4  数值算例与讨论 

本文研究的问题仅对牛顿传热定律下存在解析

解, 对于非牛顿传热定律需要采用数值方法计算, 问

题最终便归结为求解基本递推方程式(20). 由式(26)

和前述分析可知, 过程时间τf 为有限值时, 高温侧流

体末态温度 1 fT 高于低温热源(环境)温度 T2, 并且存

在一个下限值, 文献[3,5,15~24]忽略了这一点, 同时

由于牛顿传热定律下最大输出功率及高温流体温度

最优构型存在解析解, 所以文献[3,5,15~24]均简单处

理, 将末态温度 T1f 取定为低温热源温度 T2 分析. 本

文研究发现当高温流体初态温度一定、末态温度自由

时, 存在一个最佳的末态温度 T1f
*使得热机系统总输

出功率最大 . T1f
*可由式(25)通过数值求解代数方程

max 1d / d 0fW T = 或图像法得到. 这是一个静态优化问

题, 求解也较为简单. 在非牛顿传热定律下, 最大功

率输出及高温流体温度最优构型需要用动态规划算

法数值求解, 这是一个动态优化问题. 为了便于区分, 

这里将前一种优化方法称为“解析优化”, 后一种方

法称为“数值优化”. 同时为了检验动态规划算法的

有效性 , 对于牛顿传热定律同时采用了以上两种方

法, 并分末态温度 T1f 自由和末态温度 T1f 固定两种不

同边界条件来分析, 对于 Dulong-Petit 传热定律则采

用动态规划方法 , 最后将两种不同传热定律下两种

不同边界条件的优化结果分别进行了比较. 

假设高温侧驱动流体的摩尔流率为 G=1 mol/s, 

摩尔定压热容为 Cp=52.8 J/(mol·K), 故有 GC=GCp= 
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52.8 W/K. 驱动流体初始温度为 T1i=2800 K, 流体流

速为 v=1 m/s, 低温侧环境温度为 T2=300 K. 牛顿传

热定律下传热单元的高度为 HTU=GC/(α1αV1F1)=25 m, 

Dulong-Petit 传 热 定 律 下 为 0.25
1 1 1 2/( )TU C VH G a FTα=  

29.5 m= . 令τi=0, 若流体流动总时间为 t1=150 s, 由

τ=x/HTU=vt/HTU, 对于牛顿传热定律有无量纲末态时

间τf =6, 对于 Dulong-Petit 传热定律有τf =5.085. 令

k1=k2, 热机的总级数为 N=100, 对时间轴τ 采用线性

网格划分, 对于牛顿和 Dulong-Petit 传热定律分别有

θ 
i=0.06 和θ 

i=0.051.  

4.1  牛顿传热定律下的数值算例 

(ⅰ) 末态温度 T1f 一定下的数值算例.  图 2 为牛

顿传热定律下 T1f 的下限值 1 fT 随过程时间 t1 的变化规

律. 由图 2 可见, 在过程总时间 t1 为有限值时, 驱动

流体末态温度 T1f 不可能降为环境温度 T2, 它存在一

个下限值 1 fT , 当 t1=150 s 时, 1 609.1 KfT = , 这表明

为了使系统最大功率输出时各级能量转化器均工作

在热机模式, 末态温度 T1f 必须大于 609.1 K. 当末态

温度 T1f 给定时, 为了分析末态温度 T1f 变化对优化结

果的影响, T1f 分别取 1000, 1200 和 1400 K. 图 3 和 4

分别为多级热机系统最大总输出功率 maxW 和相应的

熵产率σsmin 随末态时刻τf 的变化规律. 由图 3 可见, 

在末态温度 T1f 给定时, τf 存在一个下限值 fτ , 即末态

时刻τf 必须满足 f fτ τ> , 多级热机系统才有功率输出;

当τf 满足 f fτ τ> 且其值较小时, 随着 T1f 的降低, 多

级热机系统总输出功率在减少 , 这表明同等条件下 

 

图 2  牛顿传热定律下 T1f的下限值
1 f
T 随过程时间 t1 的变化

规律 

 

图 3  牛顿传热定律下多级热机系统总输出功率Wmax 随末态

时刻τf的最优变化规律 

 

图 4  牛顿传热定律下多级热机系统总熵产率σsmin 随末态 

时刻τf的变化规律 

多级热机系统的功率并不一定会随着驱动流体末态

温度的降低而增大; 当τf 较大时, 随着 T1f 的降低, 多

级热机系统总输出功率在增加 , 这主要是由于驱动

流体末态温度越低其最大作功能力在增大 , 即可逆

输出功率性能界限 revW 在增大, 随着末态时刻τf 的增

加, 多级热机系统总输出功率 maxW 增加, 当过程时间

趋于无限长时, 其趋近于其可逆热力学性能界限 revW . 

随着末态时刻τf 的增加, 多级热机系统总熵产率σsmin

在减少, 当过程时间趋于无限长时, 总熵产率趋于零, 

即 此时系统性 能界限由有 限时间热力 学性能界 限

maxW 转化为经典可逆热力学性能界限 rev .W 同时 , 熵

产率越小多级热机输出功率越大 , 因此当驱动流体

末态温度 T1f 给定时, 最大输出功率优化目标等价于

最小熵产生率优化目标.  
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图 5 和 6 分别为牛顿传热定律下过程总时间

t1=150 s 和末态温度 T1f 固定时系统最大功率输出时

驱动流体温度 T1 和卡诺温度 T′随无量纲时间τ 的最

优变化规律, 图 7 为其相应各级热机输出功率 iW 随

级数 i 的最优变化规律. 在图 5~7 中连续线型表示的

是解析优化的结果 , 离散点表示的是数值优化的结

果, 对于数值优化结果, 总 N=100 级热机在图 5~7

中仅以步长为 2 表示出来 . 由计算结果可知 , 运用

动态规划数值算法得到的关键参数优化结果与其相

应解析解之间相对误差最大仅为 0.89% . 随着时间τ 的

增加, 驱动流体温度 T1 和卡诺温度 T′均呈指数规律

下降. 文献[1,4,36,37]研究表明牛顿传热定律下往复

式内可逆热机最大输出功时高温热源与相应侧工质

温度均随时间呈指数规律递减且两者之比为常数, 文 

 

图 5  牛顿传热定律下驱动流体温度 T1 随无量纲时间τ 的 

最优变化规律(T1f固定) 

 

图 6  牛顿传热定律下卡诺温度 T′随无量纲时间τ 的最优变

化规律(T1f固定) 

 

图 7  牛顿传热定律下各级热机输出功率
i

W 随级数 i 的最优

变化规律(T1f固定) 

献[1,11,30~34]研究也表明牛顿传热定律下换热过程

熵产生最小时高、低温热源温度均随时间呈指数规律

变化且两者之比为常数, 而当末态温度固定时, 对于

这里的优化问题 , 输出功率最大目标等价于熵产率

最小目标 , 这是一类牛顿传热定律下系统动态优化

的统一特征. 由计算结果可知 , 当 T1f =1000 K 时 , 

T′(0)=1839.0 K, 4
max 7.02 10 WW = × ; 当 T1f =1200 K

时, T′(0)=2009.2 K, 4
max 6.58 10 WW = × ; 当 T1f =1400 

K 时, T′(0)=2153.1 K, 4
max 5.96 10 WW = × , 即随着末

态温度 T1f 的增加, 初始卡诺温度 T′(0)在增加, 系统

最大输出功率 maxW 在减少, 可见末态温度不同, 牛顿

传热定律下多级热机系统最大输出功率及与其对应

的最优控制均不同. 当级数 i 较小时, 随着末态温度

T1f 的增加, 输出功率 iW 在减少, 而当级数 i 较大时, 

随着末态温度 T1f 的增加, 输出功率 iW 在增加, 可见

不同末态温度 T1f 下, 各级热机输出功率 iW 随级数 i

的最优变化规律也不同 . 这表明边界温度的变化对

多级热机功率输出优化结果有较大影响.  

(ⅱ) 末态温度 T1f 自由下的数值算例.  当末态

温度 T1f 自由时, 为了分析过程时间 t1 变化对优化结

果的影响, t1 分别取 50, 100 和 150 s. 图 8 和 9 分别为

多级热机系统总输出功率 maxW 和总熵产率σs 随末态

温度 T1f 的变化规律. 存在一最佳末态温度 T1f
*使多级

热机系统输出功率最大; 当末态温度 T1f 一定时, 随

着过程总时间 t1 的增加, 输出功率 maxW 在增加. 由图

9 可见, 在总时间 t1 一定的条件下, 随着末态温度 T1f

的增加, 多级热机系统的总熵产率σs 在减小. 显然, 

输出功率并不会随着系统总熵产率的减少而增加 ,  
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图 8  牛顿传热定律下多级热机系统总输出功率Wmax 随末态

温度 T1f的变化规律 

 

图 9  牛顿传热定律下多级热机系统总熵产率σs 随末态温度

T1f的变化规律 

因此当驱动流体末态温度 T1f 自由时, 最大输出功率

目标与最小熵产生率目标不等价. 由计算结果可知,

当 t1 = 50 s 时, T1f
* = 1590.9 K, T′(0) = 1217.1 K, 

* 4
max 4.32 10 WW = × ; 当 t1=100 s 时, T1f

* = 1083.8 K, 

T′(0) = 1471.2 K, * 4
max 6.20 10 W;W = × 当 t1 = 150 s 时, 

T1f
* = 838.0 K, T′(0) = 1674.1 K, * 4

max 7.16 10 W,W = ×

随着总时间 t1 的增加, 最佳末态温度 T1f
*在降低, 系

统最大输出功率 *
maxW 在增加, 初始卡诺温度 T′(0)在

增加. 因此, 总时间约束 t1 不同, 牛顿传热定律下多

级热机系统最大输出功率 *
maxW 及与其对应的最佳末

态温度 T1f
*和最优控制 T′(0)均不同. 

图 10 和 11 分别为牛顿传热定律下末态温度 T1f

自由时多级热机最大输出功率时驱动流体温度 T1 和

卡诺温度 T′随无量纲时间τ 的最优变化规律, 图 12 为 

 

图 10  牛顿传热定律下驱动流体温度 T1 随无量纲时间τ的最

优变化规律(T1f自由) 

 

图 11  牛顿传热定律下卡诺温度 T′随无量纲时间τ的最优变

化规律(T1f自由) 

 

图 12  牛顿传热定律下各级热机输出功率
i

W 随级数 i的最优

变化规律(T1f自由) 
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各级热机输出功率 iW 随级数 i 的最优变化规律. 随着

时间τ 的增加, 驱动流体温度 T1 和卡诺温度 T′均随

时间τ呈指数规律下降. 总时间 t1 不同, 最优末态温

度 T1f
*不相等, 温度 T1 和 T′随时间τ的最优变化规律也

不同, 这表明总时间约束大小影响多级热机系统最

大功率输出时的驱动流体温度分布及相应的最优控

制. 各级热机输出功率 iW 随着级数 i 的增加而减少, 

这主要是由于驱动流体温度 T1 随着时间τ的增加在

不断地降低; 当级数 i 较小时, 随着总时间 t1 的增加, 

输出功率 iW 在增加, 而当级数 i 较大时, 随着总时间

t1 的增加, 输出功率 iW 在减少, 不同总时间 t1 下输出

功率 iW 沿级数 i 的最优分配规律也不同. 因此, 总时

间约束的变化对多级热机功率输出有较大影响. 

4.2  不同传热定律下优化结果的比较 

(ⅰ) 末态温度 T1f 一定时优化结果的比较.  此

时令总时间 t1=150 s, 末态温度 T1f=1000 K. 图 13 为

不同传热规律下末态温度 T1f 一定时流体温度 T1 和卡

诺温度 T′随时间 t 的最优变化规律. 图 14 为不同传

热规律下各级热机输出功率 iW 随级数 i 的最优变化

规律 . 当末态温度一定时 , 牛顿传热定律下驱动流

体最优温度 T1 略高于 Dulong-Petit 传热定律下驱动

驱动流体最优温度 , 同时牛顿传热定律下最优卡诺

温度 T′也高于 Dulong-Petit 传热定律最优卡诺温度 T′.
由计算结果可知 , 牛顿传热定律下系统最大输出功

率为 4
max 7.02 10 WW = × , 最优控制为 T′(0)=1839.0 K; 

Dulong-Petit 传 热 定 律 下 系 统 最 大 输 出 功 率 为
4

max 6.59 10 WW = × , 最优控制为 T′(0)=1574.6 K, 这

表明末态温度 T1f 一定时, 传热规律影响多级热机系

统最大输出功率及与其对应的驱动流体温度最优构

型. Dulong-Petit 传热定律下各级热机输出功率 iW 要

略小于牛顿传热定律下相应的优化结果 , 并且随着

级数 i 的增加, 两者的差别在增大.  

(ⅱ) 末态温度 1 fT 自由时优化结果的比较.  此

时令总时间 t1=150 s. 图 15 为不同传热规律下末态温

度 T1f 自由时流体温度 T1 和卡诺温度 T′随时间 t 的最

优变化规律. 图 16 为不同传热规律下各级热机输出

功率 iW 随级数 i 的最优变化规律. 当末态温度自由时, 

牛 顿 传 热 定 律 下 驱 动 流 体 最 优 温 度 T 1 要 低 于

Dulong-Petit 传热定律下驱动驱动流体最优温度, 这

与末态温度固定情形时的规律相反 , 但牛顿传热定 

 

图 13  不同传热规律下流体温度 T1 和卡诺温度 T′随时间 t

的最优变化规律(T1f固定) 

 

图 14  不同传热规律下各级热机输出功率 iW 随级数 i的最

优变化规律(T1f固定) 

 

图 15  不同传热规律下流体温度 T1 和卡诺温度 T′随时间 t

的最优变化规律(T1f自由) 
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图 16  不同传热规律下各级热机输出功率
i

W 随级数 i的最优

变化规律(T1f自由) 

律下最优卡诺温度 T′依然要高于 Dulong-Petit 传热定

律最优卡诺温度 T′. 由计算结果可知, 牛顿传热定律

下最优末态温度 T1f
*=838.0 K, 最优控制为 T′(0)= 

1674.1 K, 最大功率输出 * 4
max 7.16 10 WW = × ; Dulong- 

Petit 传热定律下最优末态温度 T1f
*=933.6 K, 最优控

制为 T′(0)=1512.4 K, 最大功率输出 * 4
max 6.61 10 W,W = ×  

这表明末态温度 T1f 自由时, 传热规律影响多级热机

系统最大输出功率及与其对应的驱动流体温度最优

构型. Dulong-Petit 传热定律下各级热机输出功率 iW
要小于牛顿传热定律下相应的优化结果, 同时随着级

数 i 的增加, 两者的差别在减少, 这与末态温度 T1f 一

定时得到的结论正好相反. 由此可见, 传热规律和边

界条件约束的变化两者均对多级热机最大功率输出

优化有较大影响. 

5  结论 

在文献[3,5,15~24,44~51]的基础上, 本文进一步

研究了有限热容高温流体热源和无限热容低温环境

间工作的多级内可逆卡诺热机系统 , 考虑热源与工

质间传热服从广义对流传热定律 , 在初态时刻和驱

动流体初态温度一定的条件下 , 应用最优控制理论

导出了最大功率输出时与流体温度最优构型相关的

连续 HJB 方程. 基于普适的优化结果, 进一步导出了

牛顿传热定律下的解析解; 对于非牛顿传热定律,将

连续 HJB 方程离散化, 运用动态规划方法编程实现获

得了其完整的数值解. 给出了牛顿传热、Dulong-Petit

传热两种特殊传热定律和末态温度一定与末态温度

自由两类不同边界条件共 4 种不同情形下的数值算例, 

并将各种不同情形下的优化结果进行了比较. 结果表

明, 当过程总时间一定时, 流体末态温度下限值的要

大于低温侧环境温度, 即有限时间内高温侧驱动流体

的温度不可能降为低温侧环境温度; 当流体末态温度

一定时, 过程总时间存在一个下限值, 即过程时间必

须大于此值系统才有功率输出, 同时以最大功率输出

为目标优化等价于以熵产率最小为目标优化, 当过程

总时间趋于无限长时, 多级热机系统的最大功率输出

趋近于其经典可逆性能界限; 当过程总时间和流体末

态温度均一定时, 存在一个最优控制使多级热机系统

总输出功率最大, 并且末态温度不同, 其最大输出功

率及相应的最优控制策略也不同; 当流体末态温度自

由时, 以最大输出功率为目标优化与以熵产率最小为

目标优化不等价, 但存在一个最佳末态温度使多级热

机系统输出功率最大, 总时间约束不同, 其最大输出

功率及相应的最优控制策略也不同; 当过程时间趋于

无限长且流体末态温度趋于环境温度时, 多级热机系

统最大输出功率趋近于经典流体热力学火用; 牛顿传

热定律热机系统最大功率输出时驱动流体温度随时

间呈指数规律递减变化, Dulong-Petit 传热定律热机系

统最大功率输出时高温流体温度随时间的最优变化

规律与牛顿传热定律下优化结果显著不同 . 优化目

标、边界条件、热阻模型等均对优化问题的优化结果

有较大影响, 在实际优化问题中这些关键因素的变化

均需予以详细考虑和界定. 本文的研究结果为流体流

动热功转换过程提供了一个与经典热力学不同的新

热力学性能界限, 对实际能量转化、传递过程和系统

的最优设计与运行具有一定理论指导作用.  
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