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提 要

本文首先对 �� % ∀ # & 柱以简单的方式与工程上习惯的形式列 出它的广义哈密

尔顿变分泛 函
,

遂使这一非保守问题广义保守化
。

据此变分原理进行了有限元离

散尝试性试验
、

讨论 了这种有限元离散的特点
、

以显式提供了一 种单元 模型全部

对称的矩阵
。

在证实 � � % ∀ # ∃ 柱以发散型失稳之后
,

指 出采用通常的瑞利商迭代

技术便可简单地获得临界载荷
。

算例印证 了理论 也显示 了数值上的效力
。

对于类

似的简支矩形板
,

文中指出可利用 �� ! ∀ # & 柱的单元矩阵简单地获得板有限条模

型的有关矩阵
。

一
、

引 言

如所周知
,

非保守力或存在非保守分量的所谓跟随力
,

它在非无限小位移下所做的功

不取决于位形状态而且与路径有关
,

因此对于类似 ��  , , ∀ # ∃
柱这种在跟随力作用下的结构

稳定性问题就不能从通常的哈密尔顿原理 出发展开近似解
,

这在长时间以来已形成固定的

论点
。

于是
,

如果人们仍想利用变分原理处理这类非保守问题
,

看来就只有两种选择
,

一

种是采用同时考虑相伴系统的变分原理
〔‘〕,

此时
,

由于相伴变数之引入显然扩大了预解问

题的规模
, 另一种

,

便是采用一种不完全的变分原理 ∋或称变分陈述( 展开近似解
〔幻 ,

这

后一种方法固然比较直观
,

但由于不具备对称性而为数值计算带来了不便
。

能否既不引入相伴系统
,

又保持对称性而建立一种广义的哈密尔顿变分泛函
,

对于限

定性的问题来说
,

这种可能性是存在的
,

文献〔) 〕较一般地讨论了这种处理方法
,

但其一

般性只是形式上的
。

本文针对 ��  % ∀ # ∃
柱及其相关问题以简单的方式与工程上习惯的形式

提供了这一变分泛函
,

它与文献〔) 〕在实质上是等价的
。

据此变分原理
,

本文首次进行了

有限元离散试验
,

讨论了它的特点
,

同时以显式提供了一种单元模型
,

它的一切矩阵都具

有对称的性质
,

算例印证了该理论也显示了数值上的效力
。

对于承受切向分布跟随力的简支矩形板
,

利用 ��丈“∀ # &
柱单元模型的有关矩阵

,

可以

简单地组合得到板有限条模型的相应矩阵
。

二
、

广义哈氏原理与广义能量守恒

容易列出 ��  ∗+ ∀ # ∃
柱的运动微分方程与边界条件

,

如下&

,− . /年 0 月收到
。
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在 ∋ 0 ( 式中
,

由哈氏原理的时端条件
,

第三项为零
6
由 ∋ / ( 式以及己叨为允许函数

,

故

第四项也不存在
,

于是 ∋ 0 ( 式改写为
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显然Δ 便是当 ∀ 为定向力而不是跟随力的时候
,

系统的哈氏变 分泛函
。

对 于 ��  位∀ # ∃
柱

,

由于 ∀ 为跟随力
,

己Δ 等 。 ,

∋ Β ( 式右端为非保守分力
,

一 ∀ 切
二,

在虚位移乙功上的虚元功

的时空积分
。

由此可见
&

基于常规的能量考虑对此问题不能获得变分泛函
,

而只能得到 ∋Β (

式所体现的变分陈述形式
。

但是
,

基于 ∋ Β ( 式展开近似解
,

显然可 以看到由于其右端为

切二

与乙。的双线性型而不是一种通常的二次型
,

所以总会导致非对称矩阵的出现
。

∋ Β ( 式之推导过程不只是已知常识的回顾
,

同时也启发我们
,

如果设法使 ∋ , ( 式中
‘

的功22 项不参与分部积分的演变就有可能获得一种变分泛函
。

事实上
,

在 ∋ ) ( 式 中以乙切。
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,

得到
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此外
,

为
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与前述理由一样
,

由时端条件与边界条件 ∋ / ( 可知 ∋ Ν ( 式后三项均不存在
。

方便计
,

在 ∋ Ν ( 式两端各乘以 / ,

于是得到广义哈 氏原理
&

乙Δ
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至此可见与给定的微分方程 ∋ , ( 连同边界条件 ∋ / ( 相对应的变分原理已经 确 立
。

基于 ∋ . (
、

∋ − ( 式则可以展开近似解
,

特别是有限元近似解
。

与基于变分陈 述 的 途 径

∋Β ( 式相比较
,

显然广义哈氏变分原理保持了对称性从而为数值计算带来了方便
。

广义的哈氏变分泛函与哈氏原理之获得
,

相应地也可以说把原来给定的非保守问题广

义地保守化了
,

其中涉及到的
“

能量
”

就不可能具有通常的物理含意而只是一种数学上的

比拟
,

事实上
,

∋ ) ( 式显然是虚功原理的一种表达而 ∋ Ι ( 式之中与力相乘的并不 是 对

应的虚位移
,

因此乘积不属于物理上的虚功
,

这种数学上虚拟的功我们无妨称之为广义化

的虚功或拟能
。

与经典保守问题相比拟
,

在经典保守问题中哈氏变分泛函乃拉格朗 日算子

之时间积分
,

拉氏算子为系统之动能减势能
,

而系统的总能量 ∋动能加势能(是保守的 ∋即

其时间变率为零(
,

仿此
,

由广义哈氏变分泛函 ∋ − ( 式
,

可写出系统的广义总 能 量 ∋的

二倍( 如下
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即系统关于其广义总能量Σ
,

是定常的保守的
。

所 以
,

我

们也可以说原来给定的非保守问题广义地保守化了
。
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,
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据此
,
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式中分子分母ς
、

Ω 显然都是正定的
。

而 由 ∋/ 9( 式的驻值条件确定的‘值正是 。 Ο 9 时

的 ∋,) ( 式
。 奄

、

三
、

�� % ∀ # & 柱的有限元模型

基于广义哈氏变分原理进行有限元离散
,

与前述 基于变分陈述的有限元离散相比
,

除

具有对称性之外
,

还有 以下两个特点
。

第一
,

有限元离散模型要满足全部边界条件而不单单是原有问题的几何边界条件
。

第二
,

单元之间连续阶的要求增高了
,

固变分泛函中最高阶导数为三阶
,

而变分陈述

的办法以及通常的保守问题则只有两阶
。

关于这第二个特点
,

粗略看来
,

在常规意 义下的所谓
“

过保联单元
”

对于非保守稳定

问题却有了新的用处
。

然而
,

作为完整的单元模型而言现有的过保联元显然不足以提供使

用
,

因为迄今为止尚没有一种结构分析用的单元是由包括三阶导数的泛函导出来的
。

另外
,

由于存在分布的跟随力也使广义几何刚度矩阵复杂化了
。
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元而有不同的具体表达式
,

但不因单元序号 �而异
,

因此也可将上标 ‘去掉
。

下面列出的
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显然
,

此问题也由于外力无势不存在通常意义下的哈氏变分泛函
,
与 ��  % ∀ # ∃

柱的处

理方法类似
,

对微分方程 ∋/ Β( 式右端乘以乙二。进行时空积分
,

注意到在简支板的周边 不

但弯矩为零而且功。 7 9 , 功”7 9 ,
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进一步在 屯方向的离散
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