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一维有限单元法位移模式研究
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摘  要：通过基于完整位移模式与基于常规位移模式伽辽金方程的比较，导出了伽辽金方程精确成立的条件。论

证了位移模式与泡函数的相关性。提出了一次元与泡函数结合的单元方案。利用精确成立的条件，通过量级分析，

保留泡函数主要的影响项，避免了求解泡函数的解析表达式。该文的结果达到了 h4阶的收敛精度，与收敛精度为

h2阶的常规一次元相比，计算量并没有本质上的增加。理论分析和数值计算表明，该文单元是一个比高次元性能

优的单元。 
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ON DISPLACEMENT MODE OF ONE-DIMENSIONAL FINITE  
ELEMENT METHOD 

TANG Yi-jun , LUO Jian-hui  
(Institute of Civil Engineering, Hunan University, Changsha, Hunan 410082, China) 

Abstract:  Based on the comparison of the full displacement mode and conventional displacement mode of 
Galerkin equations, the exact conditions for the establishment of Galerkin equations is derived. The association of 
a displacement mode and the bubble function is demonstrated. The combination program of a liner element and a 
bubble function is proposed. Using the condition of precise establishment, by the analysis order of magnitude, 
retaining the main impact item of a bubble function, the analytical expression solving for bubble functions is 
avoided. The derivative accuracy has reached the order of h4, compared with the liner element that the 
convergence precision is the order of h2. The calculation does not be essentially increased. Theoretical analyses 
and numerical calculations show that this unit is a superior performance than a high-dimensional element. 
Key words:  finite element method (FEM); displacement mode; Galerkin method; convergence precision; 

super-convergence 
 
有限元是一种非常有效的微分方程数值求解

方法，广泛应用于科学和工程计算各领域，已经取

得了巨大的成功。使用常规有限元，求得的应力精

度会比结点位移精度呈数量级的下降。这一现象引

发了超收敛计算的研究[1―2]。袁驷等基于结构力学

中的矩阵位移法[3]和有限元数学理论中的投影定 
理[2]，对一维问题提出了有限元后处理超收敛计算

的单元能量投影法[4―8]。Hughes等提出了变分多尺
度方法[9―10]。Masud和 Khurram 用多尺度有限元方
法求解了对流扩散方程 [11]和不可压流体力学

Navier-Stokes方程[12]。 
对于位移法有限元，采用伽辽金法、变分原理、

虚位移原理等推导有限元公式，必须首先假设位移

模式。常规有限元的位移模式是结点变量的齐次函

数。显然常规位移模式并不完备。完备位移模式应

包括 2部分：第 1部分为常规的位移模式；第 2部
分为高阶解的位移模式，即泡函数模式。本文通过

基于完整位移模式的积分形式与基于常规位移模

式伽辽金方程的比较，导出了伽辽金方程精确成立

的条件。 
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基于完备位移模式，提出一种一次元与泡函数

结合的单元方案。通过对泡函数的量级分析，保留

其主要的影响项，避免了直接求解泡函数的解析表

达式。新的单元刚度矩阵的精度比采用常规的位移

模式提高了 h2 量级，而计算量并没有本质上的增

加。本文结点的位移、导数都达到了 h4阶的超收敛

精度。 

1  有限元的位移模式 
以一维问题为例，阐述本文的基本思想。一维

问题的基本方程为： 
0Lu f− =               (1) 

式中：
d d
d d

L D k
x x

 = − + 
 

，L 为自伴线性微分算

子， ( )>0D x ， ( )>0k x ；u作为基本未知量。不失一

般性，为便于表达，考虑图 1所示的二阶问题物理
模型问题。f为轴向分布荷载、k为分布弹簧的刚度，
杆件截面的拉压刚度为 D，u 表示轴向位移，按位
移法该问题的基本方程为式(1)。 

 
图 1  二阶问题物理模型 

Fig.1  Physical model of 2nd order problem 

以图 2所示二结点单元为例，讨论有限元的位
移模式。对于二结点单元，单元内的位移 hu 用形函
数对结点位移插值得： 

2

1
( )h h

i ii
u u N x

=
= ∑            (2) 

式中形函数 Ni满足： 
( )= , , 1,2i j ijN x i jδ =          (3) 

 
图 2  二结点单元 

Fig.2  Element of two nodes 

式(2)即为常规的有限元的位移模式，其为结点
变量的一次齐次函数。若： 

2

1
( )h

i Eii
u u N x

=
= ∑           (4) 

式中形函数 NEi满足： 
( ) 0, 1,2EiLN x i= =  

( ) , , 1,2Ei j ijN x i jδ= =            (5) 

则 NEi称为精确形函数，对应的位移模式式(4)
为精确形函数位移模式。董平(Tong P)[13]和袁驷[4]

证明了采用这种位移模式的单元可以给出精确的

结点位移。显然，由式(4)表示的 hu 在单元内只是
式(1)的齐次解，一般并不是式(1)的精确解。直接对
位移 hu 求导，得不到单元内的精确导数值，即使在
结点上也得不到精确导数值。 
所以，常规位移模式和精确形函数位移模式并

不完备。完备位移模式为： 
#hu u u= +               (6) 

在 hu 的基础上，增加了非齐次项的有限元高阶
解 #u 。 #u 要求满足如下的方程和边界条件： 

#
1 2,  <  < hLu f Lu x x x= −      (7a) 

# #
1 2( ) 0, ( ) 0u x u x= =            (7b) 

式(7b)即为泡函数要满足的边界条件。所以 #u
亦称为泡函数。取泡函数等于零，完整的位移模式

就退化到常规的位移模式。若 hu 为精确形函数位移
模式，则 0hLu = ，对应的式(7a)为： 

#
1 2, <  < Lu f x x x=  

#u 的物理意义为微分方程式(1)的特解。下面将
讨论完备位移模式与原有位移模式的区别。 

2  伽辽金方程精确成立的条件 
对图 2所示单元，利用积分形式，进行单元分

析。在单元内应该满足： 
1 20, <  < Lu f x x x− =         (8) 

在单元的两端满足内力边界条件： 

1 1 2 2
d d( )= , ( )
d dN N
u uD x F D x F
x x

− =   (9) 

以完备位移模式式(6)代入式(8)得： 
#

1 20 , <  < hLu Lu f x x x+ − =    (10) 

式(10)和式(9)构成了单元分析的微分形式。将 
式(10)和式(9)写成积分形式[14―15]为： 

2

1

# *( ) d
x h
x

f Lu Lu u x− − +∫  

#
*

1 1 1 1
d d( ) ( ) ( )
d d

h

N
u uF D x D x u x
x x

 
+ + + 

 
 

#
*

2 2 2 2
d d( ) ( ) ( ) 0
d d

h

N
u uF D x D x u x
x x

 
− − = 

 
 (11) 

式中，u*为任意的权函数。为了与常规的伽辽金方

程区分，将积分形式式(11)称为广义伽辽金方程。 
以原有位移模式 hu 代入式(8)得： 

e 
u2 u1 
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1 2, <  < hR f Lu x x x= −        (12) 

式中： 
#

1 2, <  < R Lu x x x=  

一般残差 0R ≠ 。按照残差加权平均为零的思

想，得伽辽金方程为： 

2

1

* *
1 1 1

d( ) d ( ) ( )
d

hx h
Nx

uf Lu u x F D x u x
x

 
− + + + 

 
∫  

*
2 2 2

d ( ) ( ) 0
d

h

N
uF D x u x
x

 
− = 

 
   (13) 

式(11)和式(13)的区别为：完备位移模式精确满
足式(8)，而原有位移模式一般不满足式(8)。从微分
形式到积分形式，广义伽辽金方程是精确的成立，

而伽辽金方程是加权平均意义上的近似成立。 
由于完备位移模式是精确的位移模式，比原有

位移模式 hu 多出 #u 。一般情况下 # 0u ≠ 。下面将

从广义伽辽金方程出发，导出伽辽金方程精确成立

的条件。 
利用分部积分易证下列恒等式成立。 

2

1

# *d
x

x
Lu u x =∫  

2 2
2

1
1 1

* #
* # # *d dd

d d

x x
x

x
x x

u uLu u x D u D u
x x

   
+ −   

   
∫ (14) 

将式(14)代入广义伽辽金方程式(11)得： 
2

1

*( ) d
x h
x

f Lu u x− +∫  

#
*

1 1 1 1
d d( ) ( ) ( )
d d

h

N
u uF D x D x u x
x x

 
+ + + 

 
 

#
*

2 2 2 2
d d( ) ( ) ( )
d d

h

N
u uF D x D x u x
x x

 
− − = 

 
 

2 2
2

1
1 1

* #
* # # *d dd

d d

x x
x

x
x x

u uLu u x D u D u
x x

   
+ −   

   
∫  

将 #u 的边界条件式(7b)代入上式并整理得： 

2

1

* *
1 1 1

d( ) d ( ) ( )
d

hx h
Nx

uf Lu u x F D x u x
x

 
− + + + 

 
∫  

2

1

* * #
2 2 2

d ( ) ( ) d
d

h x
N x

uF D x u x Lu u x
x

 
− = 

 
∫  (15) 

式(15)为广义伽辽金方程式(11)的恒等变换式。  
式(15)与伽辽金方程式(13)相比，多出了一项。若： 

2

1

* #d 0
x

x
Lu u x =∫             (16) 

则式(11)与式(13)完全相同。所以式(16)是伽辽

金方程式(13)精确成立的条件。对于自伴系统，
* hu u= ，即权函数等于形函数。若取精确形函数为

权函数： 
* ( ), 1,2Eiu N x i= =  

则式(16)满足。 

3  位移模式分析 
3.1  位移模式与泡函数的相关性 
有限元的位移一般采用多项式。对于有些问

题，低次多项式形函数就是精确形函数。例如，轴

向拉压问题(在 L中， 0k = )，就属于这种情况。即： 
1 1

1 2 2 11 , ,E E
x x x xN N h x x

h h
− −

= − = = −  (17) 

采用精确形函数位移模式 hu ，则条件式(16)满
足。其对应的伽辽金方程式(13)为： 

2

1

* *
1 1 1

dd ( ) ( )
d

hx
Nx

ufu x F D x u x
x

 
+ + + 

 
∫  

*
2 2 2

d ( ) ( ) 0
d

h

N
uF D x u x
x

 
− = 

 
    (18) 

由于满足了条件式(16)，从式(18)看，结点位移
的求解与 #u 形式上是无关的。但结点位移的求解真
的与 #u 无关吗？下面将对这一问题进行分析。 
完备位移模式为 #hu u+ ，采用与精确形函数位

移模式 hu 相同的形函数和权函数。将完备位移模式
直接代入广义伽辽金方程式(11)，并利用式(7a)得： 

#
*

1 1 1 1
d d( ) ( ) ( )
d d

h

N
u uF D x D x u x
x x

 
+ + +  

 

#
*

2 2 2 2
d d( ) ( ) ( ) 0
d d

h

N
u uF D x D x u x
x x

 
− − =  

(19) 

在式(18)中分别取： 
* *

1 2,E Eu N u N= =  

得精确形函数位移模式对应的刚度矩阵(附带
荷载项)为： 

2

1
1 1 1

d ( ) d 0
d

h x
N Ex

uF D x fN x
x

+ + =∫ ， 

2

1
2 2 2

d ( ) d 0
d

h x
N Ex

uF D x fN x
x

− + =∫ 。  (20) 

同理，由式(19)得完备位移模式对应的刚度矩
阵(附带荷载项)为： 

#

1 1 1
d d( ) ( ) 0
d d

h

N
u uF D x D x
x x

+ + = ， 

#

2 2 2
d d( ) ( ) 0
d d

h

N
u uF D x D x
x x

− − = 。   (21) 
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由于已经满足了条件式(16)，两种模式对应的
伽辽金方程相同，即式(20)和式(21)相同。比较以上
两式得： 

2

1

#

1 1
d 1( ) d
d

x
Ex

u x fN x
x D

= ∫ ， 

2

1

#

2 2
d 1( ) d
d

x
Ex

u x fN x
x D

= − ∫ 。      (22) 

所以，在式(20)中，荷载项与泡函数在端点的

导数对应。式(20)与
#d

d
u
x
相关，且

#d
d
u
x
以隐身的方

式出现。至此，说明了位移模式与泡函数的相关性。 
由于结点位移的求解与 #u 形式上是无关的假

象，精确形函数位移模式求导时不考虑 #u ，导致了

结点的导数精度显著下降。完备位移模式则为
#d

d
u
x

的存在提供了理论依据，而且端点的
#d

d
u
x
就是刚度

矩阵的附带荷载项，不需要重新推导。关于端点导

数回补的观点是由袁驷等明确提出，并进行了超收

敛的计算[3―8]。本文从结点位移的求解与
#d

d
u
x
的相

关性论证了回补的必要性。不计端点的
#d

d
u
x
显然是

错误的，回补属于亡羊补牢之策。亡羊而补牢，未

为迟也。回补也是举手之劳，何乐不为。 
3.2  二次元模式 
如果不考虑回补，以上精确形函数位移模式求

得的结点的导数精度显著下降。单元内的位移恒为

线性函数，显然也是不合理的。为了解决这些问题，

人们提出了高次元的方案。下面，以二次元为例，

基于完备位移模式，对高次元的方案进行分析和 
评价。 
图 3所示三结点二次单元。其位移模式为： 

1 1 2 2 3 3
hu N u N u N u= + +          (23) 

 
图 3  三结点二次单元 

Fig.3  Quadratic element of three nodes 

二次插值的形函数为： 
1 2(2 1)( 1), 4 (1 )N Nξ ξ ξ ξ= − − = − ， 

3 (2 1)N ξ ξ= − 。                   (24) 

式中： 
 

1 31
2,

2
x xx x x

h
ξ

+−
= =           (25) 

显然，二次单元的形函数不是精确形函数，当

然也不满足伽辽金方程精确成立的条件式(16)。图 4
为二次单元形函数的函数图像。在二次元的 3个形
函数中， 1N 和 3N 相当于精确形函数 1EN 和 2EN 的

近似。而 2N 的功能相当是一个典型的泡函数， 2u 是
决定泡函数幅值大小的参数。由于有泡函数存在，

其导数的精度将得到提高。这也就是人们认为高次

元比线性元好的原因。但二次元的泡函数是近似的

泡函数。泡函数 #u% 的近似性在于，不管荷载 f如何，
其泡函数总是二次函数。只有当 f 为常数时，泡函
数 #u% 才是精确的泡函数。 

    

图 4  二次单元形函数的函数图像 
Fig.4  Shape function image of quadratic element 

从以上分析可以看出，C0问题二次元的方案本

质上就是引入了泡函数 #u 的方案。对于更高次的高
次元，应该可以得出相同的结论。高次元的多项式

次数提高一次，相对于增加一个内结点。从网格加

密的角度来看，与一次元增加一个单元的效果是相

同的。而另一方面，高次元增加一个内结点，相当

于增加了一个泡函数。 
采用高次元，一方面确实能提高结点导数的精

度，但另一方面又加大了相对于 1EN 和 2EN 的失真。

为了解决这一问题，下面将基于完备位移模式，提

出一种理性求解泡函数的方法。 

4  基于完备位移模式的算法 
4.1  泡函数的量级分析 
在广义伽辽金方程式(15)中，只有等式右边的

项
2

1

* #d
x

x
Lu u x∫ 与泡函数有关。如果能够求出泡函

数，当然是最好的选择。但在大多数情况下，要求

出泡函数的解析表达式是困难的。我们的思路不是

追求直接求解泡函数的解析表达式，而是将与泡函

u3 u1 

x1 

FN1 FN3

u2 

x2 

FN2 
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数有关的项展开，保留其主要的影响项，略去次要

的影响项。 
下面将以求解式(1)为例，说明分析泡函数主要

影响项的方法。为此，对该右边的项进行如下分部

积分的变换： 
22

1 1

#
* # # * dd d

d
xx

x x

uLu u x u Lu x
x

= − ×∫ ∫  

2 2

11

2 #
* *

2
d( d )d [ ( d )d ]d
d

x x

xx

uLu x x Lu x x x
x

+∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (26) 

将式(7a)、式(7b)代入式(26)得： 
2

2

1
1

#
* # *dd ( d )d

d

x
x

x
x

uLu u x Lu x x
x

= − +∫ ∫ ∫  

2

1

# *[ ( d )d ]d
hx

x

k f Luu Lu x x x
D D

 −
− 

 ∫ ∫ ∫      (27) 

在式(27)的右端项中，仍然含有与泡函数有关

的项 #k u
D

。下面将对这一项进行量级分析。 

引入 1x x
h

ξ
−

= 对式 (27)中的不定积分项

*( d )dLu x x∫ ∫ 进行变换得： 

2

1

2
* * #( d )d d

x

x

khLu Lu u x
D

ξ ξ
 

− =  ∫ ∫ ∫  

2

1

#
2 *

1

#
2 *

0

d ( d )d
d

d ( d )d
d

x

x

uh Lu
x

uh Lu
x

ξ ξ

ξ ξ

− +

−

∫ ∫

∫ ∫

 

2

1

2
*( )[ ( d )d ]d

x h
x

h f Lu Lu x
D

ξ ξ−∫ ∫ ∫        (28) 

在式 (28)的第一项中，
2

*( d )dkh Lu
D

ξ ξ∫ ∫ 是

*Lu 的
2kh

D
阶小量。所以，与 *Lu 相比，

2
*( d )dkh Lu

D
ξ ξ∫ ∫ 可以略去不计，则式(28)为： 

2

1
2

#
* # 2 *

1

dd ( d )d
d

x

x
x

uLu u x h Lu
x

ξ ξ= − +∫ ∫ ∫  

1

#
2 *

0

d ( d )d
d

x

uh Lu
x

ξ ξ −∫ ∫  

2

1

2
*( )[ ( d )d ]d

x h
x

h f Lu Lu x
D

ξ ξ−∫ ∫ ∫       (29) 

按照求式(22)的方法，可以求出： 
2

1

#

1 1
d 1( ) ( ) d
d

x h
x

u x f Lu N x
x D

= −∫ ， 

2

1

#

2 2
d 1( ) ( ) d
d

x h
x

u x f Lu N x
x D

= − −∫ 。 

将上式代入式(29)得： 
2

1

* #d
x

x
Lu u x =∫  

2

1

2

1

2
*

2
1

2
*

1
0

( ) d ( d )d

( ) d ( d )d

x h
x

x h
x

h f Lu N x Lu
D

h f Lu N x Lu
D

ξ ξ

ξ ξ

− +

− −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

2

1

2
*( )[ ( d )d ]d

x h
x

h f Lu Lu x
D

ξ ξ−∫ ∫ ∫        (30) 

将式(30)代入广义伽辽金方程式(15)得： 

2

1

* *
1 1 1

d( ) d ( ) ( )
d

hx h
Nx

uf Lu u x F D x u x
x

 
− + + +  ∫  

*
2 2 2

d ( ) ( )
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uF D x u x
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1

2

1

2
*

2
1

2
*

1
0

( ) d ( d )d

( ) d ( d )d

x h
x

x h
x

h f Lu N x Lu
D

h f Lu N x Lu
D

ξ ξ

ξ ξ

− +

− −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

2

1

2
*( )[ ( d )d ]d

x h
x

h f Lu Lu x
D

ξ ξ−∫ ∫ ∫        (31) 

与式(15)相比，式(31)的右端项中已经不直接含
有与泡函数有关的项，但已经保留泡函数的主要影

响项。 
4.2  单元分析 
对于式(31)，分别取 *

1 1u N ξ= = − ， *
2u N= =  

ξ 得： 
1

1 1 10

d( ) d ( )
d

h
h

N
uh f Lu N F D x
x

ξ− + + −∫  

3 1

0
( ) (1 )(2 )d 0

6
hkh f Lu

D
ξ ξ ξ ξ− − − =∫    (32) 

1
2 2 20

d( ) d ( )
d

h
h

N
uh f Lu N F D x
x

ξ− + − −∫  

3 1

0
( ) (1 )(1 )d 0

6
hkh f Lu

D
ξ ξ ξ ξ− − + =∫    (33) 

取 hu 为线性位移模式，由式(32)和式(33)得到
矩阵形式如下： 
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1 1
0

2 2

N e

N

F u
F u

   
= −   

  
K F           (34) 

式中： 
e D

h
= ×K  

2 2 2 2

2 2 2 2

71 1 1 1
3 15 6 60

71 1 1 1
6 60 3 15

k k k kh h h h
D D D D

k k k kh h h h
D D D D

    
+ − − + −    

    
     − + − + −   
     

       (35a) 
1 2
0

0
1 2
0

(1 ) 1 (2 ) d
6

1 (1 )(1 ) d
6

kh f h
D

kh f h
D

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

  
− − −  

  =    − − +    

∫

∫
F     (35b) 

在式(35)中，带下划线的部分表示 #u 的影响，
当 h趋于零时，带下划线的部分将趋于零，由式(35a)
和式(35b)可得到常规有限元的结果。对比式(35a)、
式(35b)和常规有限元结果，可知采用完备位移模
式，单元刚度矩阵的精度比采用常规的位移模式提

高了 h2量级，而计算量并没有本质上的增加。与二

次元相比，在线性元的基础上加了一个泡。 

5  算例和分析 
对于图 1所示问题，令 D=1，k=1，f=1。该问

题的基本方程为： 
2

2
d 1 0 , 0<  < 1
d

u u x
x

− + − =  

边界条件为： 
(0) 0, (1) 0u F= =  

表 1、表 2 分别给出了一次元、二次元和基于
完备位移模式单元在 x=1、x=0.5 处的结点位移。  
表 3给出了一次元、一次元超收敛计算和本文单元
在 x=0.5处的结点导数。表 4给出了二次元、二次
元超收敛计算和本文单元在 x=0.5 处的结点导数。
为了在同一尺度下比较，以结点个数为基准，一个

二次元单元相当于两个一次元或本文单元。表 3~
表 4中一次元、二次元及对应超收敛计算结果引自
文[4]。本文单元的数值计算的精度为双倍精度，表
3~表 4的数值结果只显示了 5位有效数字。Ne为单

元数，n为节点数。 
表 1  3种单元端点的结点位移 

Table 1  Endpoint displacement of three kinds of elements 

u(1) (精确解=0.35195) 

n Ne 一次元 e/(%) Ne 二次元 e/(%) Ne 本文 e/(%) 

3 2 0.35723 1.50×100 1 0.35159 11.0×10−2 2 0.35181 3.79×10−2 

5 4 0.35324 3.68×10−1 2 0.35192 6.30×10−3 4 0.35194 2.30×10−3 

9 8 0.35227 9.15×10−2 4 0.35194 3.82×10−4 8 0.35195 1.43×10−4 

17 16 0.35203 2.28×10−2 8 0.35195 2.38×10−5 16 0.35195 0.89×10−5 

表 2  3种单元中点的结点位移 
Table 2  Mid-span displacement of three kinds of elements 

u(0.5) (精确解=0.26924) 

n Ne 一次元 e/(%) Ne 二次元 e/(%) Ne 本文 e/(%) 

5 4 0.270254 3.78×10−1 2 0.26922 6.33×10−3 4 0.26923 2.37×10−3 

9 8 0.269490 9.39×10−2 4 0.26924 3.92×10−4 8 0.26924 1.47×10−4 

17 16 0.269300 2.34×10−2 8 0.26924 2.44×10−5 16 0.26924 0.92×10−5 

表 3  一次元和本文单元在 x=0.5处的结点导数 
Table 3  Node derivatives of liner elements and this elements (x=0.5) 

u′(0.5) (精确解= 0.33769) 

Ne 一次元左侧 e/(%) 一次元右侧 e/(%) 一次元超收敛 e/(%) 本文 e/(%) 

2 0.54678 6.19×101 0.16768 5.03×101 0.34235 1.3×100 0.33758 3.46×10−2 
4 0.43460 2.86×101 0.25024 2.59×101 0.33866 3.50×10−1 0.33769 2.15×10−3 
8 0.38464 1.39×101 0.29309 1.32×101 0.33799 9.00×10−2 0.33769 1.34×10−4 

16 0.36084 6.85×100 0.31514 6.68×100 0.33777 2.10×10−2 0.33769 0.84×10−5 

表 4  二次元和本文单元在 x=0.5处的结点导数 
Table 4  Node derivatives of quadratic elements and this elements (x=0.5) 

u′(0.5) (精确解= 0.33769) 

n Ne 二次元左侧 e/(%) 二次元右侧 e/(%) 二次元超收敛 e/(%) Ne 本文 e/(%) 

5 2 0.32737 3.06×100 0.33356 1.23×100 0.33771 2.83×10−3 4 0.33769 2.15×10−3 
9 4 0.33554 6.40×10−1 0.33631 4.10×10−1 0.3377 1.82×10−4 8 0.33769 1.34×10−4 

17 8 0.33721 1.40×10−1 0.33731 1.20×10−1 0.33770 1.15×10−5 16 0.33769 0.84×10−5 

从以上计算结果可以看出： 
1) 一次元的结点位移达到了 h2阶的收敛精度。

二次元和本文单元的结点位移都达到了 h4 阶的收

敛精度，本文的精度比二次元略高。 
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2) 如果不考虑回补，一次元、二次元结点导数
的计算精度与其对应的结点位移精度有明显的下

降。考虑回补，即超收敛计算的结点导数精度，一

次元达到了 h2阶的收敛精度、二次元达到了 h4阶

的收敛精度。本文的方案已经考虑了回补，结点导

数精度达到了 h4阶的收敛精度，而且比二次元超收

敛精度略高。 
本文的方案为一次元与理性泡函数的结合。与

考虑回补后的一次元相比，本文的结果达到了 h4

阶的收敛精度，但计算量并没有本质的增加。二次

元和本文单元的结点位移都达到了 h4 阶的收敛精

度。如果不考虑回补，本文的结果显然好于二次元。

本文结果与考虑回补后二次元，结点导数都达到了

h4阶的收敛精度。与二次元相比，本文单元的精度

略高。而且本文的单元为一次元，从样条逼近的角

度来看，比二次元的性能好。 

6  结论 
通过上述研究，可以得出下列几点结论： 
(1) 与超收敛计算、变分多尺度方法不同，基

于从微分形式到积分形式精确成立，即伽辽金方程

残差为零，本文导出了伽辽金方程精确成立时权函

数必须满足的条件。为位移模式的分析提供了理论

依据。 
(2) 在完整的位移模式中，形函数、泡函数身

份明确，各负其责。一次元的方案不考虑泡函数的

影响，导致了精度的下降。使得一次元通过 h-version
方法提高精度的技术路线受到了限制。二次元的精

度高，对于 C0问题，相当于加了一个泡函数。对于

n次的高次元，相当于加了 n−1个泡函数。显然，
过多的泡函数将导致数值振荡。使得高次元通过

p-version方法提高精度的技术路线受到了限制。 
(3) 一次元与泡函数结合的单元方案是

h-version方法和 p-version方法结合和平衡。一次元
的部分可以通过 h-version方法提高精度，泡函数的
部分保证了相应的精度。基于伽辽金方程精确成立

的条件，解决了考虑泡函数影响的问题。本文的结

果达到了 h4阶的超收敛精度，计算量并没有本质上

的增加。理论分析和数值计算表明，本文单元是一

个比高次元性能优的单元。 
从理论上讲，关于完备位移模式的分析对于二

维和三维问题也是适用的。基于完备位移模式的思

路已成功地应用于一维 C0问题，理论上可以推广到

一维其他单元。对于二维问题，可以采用有限线法、

有限条法的思路。通过一个方向的离散，将二维问

题转化为一维问题求解。按照这一思路，本文的方

法可以推广到二维和三维问题。 
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