
第 30 卷第 4 期    Vol.30 No.4 工    程    力    学   

2013 年  4  月    Apr.  2013 ENGINEERING  MECHANICS 136 

——————————————— 

收稿日期：2011-11-01；修改日期：2012-03-17 
基金项目：广西高校百名中青年学科带头人计划项目(RC20060814017)；广西自然科学基金项目(0481001)；广西科学基金项目(0575021)； 

广西教育厅科研项目(0508052) 
通讯作者：李创第(1964―)，男，广西柳州人，教授，博士，从事结构抗震研究(E-mail: Lichuangdi1964@163.com). 
作者简介：邹万杰(1974―)，男，广西柳州人，副教授，博士，从事结构抗震研究(E-mail: 705450818@qq.com)； 
          葛新广(1977―)，男，安徽亳州人，讲师，硕士，从事结构抗震研究(E-mail: gxgzlr.2008@163.com)； 
          李  暾(1973―)，男，广西柳州人，副教授，硕士，从事结构抗风/抗震研究(E-mail: leetun1973@163.com). 

文章编号：1000-4750(2013)04-0136-10 

多自由度一般积分型粘弹性阻尼减震结构的 
随机响应与等效阻尼 
李创第，邹万杰，葛新广，李  暾 

(广西工学院土建系，柳州 545006) 

摘  要：该文对任意多自由度带支撑一般积分型粘滞和粘弹性阻尼器减震结构的随机响应与等效阻尼比的解析分

析法进行了系统研究。首先建立了结构一般运动方程；然后将运动方程化为振型广义坐标的微分和积分混合地震

响应方程组；继而基于多自由度随机平均法理论，获得了结构随机平均 Itô 方程组的解析式，推导出耗能结构各

振型振子的振幅与相位瞬态联合概率密度函数、位移与速度瞬态联合概率密度函数、位移与速度瞬态响应方差的

一般解析解；最后，基于与多自由度随机平均法分析完全相同的等效准则，建立了耗能结构各振型等效阻尼比的

一般解析式，并根据 CQC 和 SRSS 组合方法，建立了耗能结构随机地震响应方差的解析式，给出了带支撑广义

Maxwell 阻尼器和广义微分模型阻尼器减震结构随机响应和各振型等效阻尼比的一般解析式，通过与一些典型问

题的模态应变能法的计算精度对比分析，表明了所提方法的有效性，使耗能结构可直接应用反应谱法进行设计，

从而建立了带支撑任意线性粘滞和粘弹性阻尼器一般耗能结构随机响应与特性等效阻尼分析的完备解析解法。 

关键词：一般积分型粘弹性阻尼器；支撑；多自由度减震结构；随机平均法；随机响应特性；振型等效阻尼比； 
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RANDOM RESPONSE AND EQUIVALENT DAMPING OF MDOF 
DISSIPATION STRUCTURES WITH GENERAL INTEGRAL MODEL 

VISCOELASTIC DAMPERS 

LI Chuang-di , ZOU Wan-jie , GE Xin-guang , LI Tun 
(Department of Civil Engineering, Guangxi Institute of Technology, Liuzhou 545006, China) 

Abstracts:  The complete analytical methods for random earthquake response and equivalent damping of 
arbitrary MDOF dissipation structures with supporting braces and general integral model viscoelastic dampers in 
series are studied systematically. The structural response equations are firstly established. Then, by using the 
modal analytical method, the dynamic integral-differential model earthquake response equations are established. 
And then, by using the MDOF stochastic averaging method, the structural stochastic averaging Itô equations are 
established, the analytical formulas of the drift vector and the diffusion matrix of averaging Itô equations are 
given, the analytical solutions of the transient joint probability density function for every structural modal 
amplitude and phase, for every structural modal displacement and velocity are derived, the analytical solutions of 
transient mean-square values of various structural modal displacements and velocities are established. By the 
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equivalent criterion of which all random response characteristics are identical in the meaning of MDOF stochastic 
averaging analysis, the analytic formulas of every modal equivalent damping ratio are established, which make it 
possible for structures to use response spectrum technique. Lastly, by CQC and SRSS methods, the analytic 
formulas for the random earthquake response of foregoing MDOF dissipation structures are given, the analytical 
formulas of the foregoing random response characteristics and every structural modal equivalent damping ratio for 
MDOF dissipation structures with supporting braces and general Maxwell model dampers and general differential 
model dampers in series are given, it is verified that the proposed methods are effective through accuracy in 
comparison with the Modal Strain Energy method for some typical problems, so the complete solutions of random 
earthquake response characteristics and equivalent damping for arbitrary MDOF dissipation structures with 
supporting braces and arbitrary linear viscous and viscoelastic dampers in series are achieved. 
Key words:  general integral model viscoelastic dampers; brace; MDOF dissipation structures; stochastic 

averaging method; random response characteristics; modal equivalent damping ratio; response 
spectrum method 

 
粘滞和粘弹性阻尼器等被动控制技术已广泛

应用[1―3]，此类结构的抗震设计国内外仍普遍采用

反应谱法，故合理确定其等效阻尼至关重要。 
对于不考虑支撑影响的粘滞和粘弹性阻尼器

耗能结构，文献[3]已建立了强行解耦法近似计算各

振型的等效阻尼比，文献[1]引入航空领域提出的模

态应变能法[4]近似计算等效阻尼比。研究表明这两

种方法所得结果相同，本质上是一致的[3]。对于支

撑的影响，在试验和大量数值计算的基础上，我国

抗震规范通过限制最小支撑刚度来保证复合阻尼

元件发挥或接近纯阻尼元件的功效[3]。 
文献[4]的附录和文献[2]给出了模态应变能法

的详细推导，其基本假设是：1) 线弹性小阻尼；    
2) 结构能用实模态解耦；3) 不考虑粘弹性的应变

历史记忆特性；4) 瑞雷原理可推广至复数域，且实

模态可趋近复模态；5) 强迫振动的能量比可用自由

振动的能量比近似。其推导过程主要依据能量的物

理意义和概念，在一定程度上缺乏较严格的数学推

导。对于阻尼器均匀布置的实际耗能结构，假设 1)
和假设 2)易于近似满足[5]，但对于假设 3)，则随结

构、阻尼器和激励的动力特性不同，可能会产生较

大误差[6]；对于假设 4)，则在物理意义上并不能完

全实现[4]，对于假设 5)，由于自由振动与强迫振动

的不同，也会产生一定误差。 
随机平均法是一类预测结构随机响应特性的

有效近似方法[7]，其基本假设是小阻尼和宽带弱激

励。与模态应变能法相比，具有较为严密的理论依

据，易于理解和得出一般意义的解析解，且在线性

小阻尼情况下，可得出与强行振型解耦法相同的结

果。事实上，近年来线性与非线性随机振动的重要

理论成果，基本上都是应用随机平均法而获得[8]。 
研究表明：支撑对结构响应有重要影响[3]，能

综合表征粘弹性阻尼器的瞬时弹性、蠕变、松弛和

应变记忆的一般计算模型是积分型模型[9]。 
本文应用多自由度随机平均法，采用一般积分

型粘弹性阻尼器分析模型，同时考虑支撑、阻尼器

应变历史、结构和激励的动力特性的综合影响，基

于与随机平均分析完全相同的等效准则，建立任意

多自由度带支撑一般积分型粘滞和粘弹性阻尼器

减震结构随机响应和等效阻尼解析分析方法，使此

类结构可直接应用反应谱法进行减震工程设计。 

1  结构运动方程 

设结构的质量矩阵、刚度矩阵和阻尼矩阵分别

为M、K 和C ，层间质量、刚度和阻尼分别为 im 、

ik 、 ic ， 1 ~i n= ；各层设置 in 个带支撑的一般积

分型粘滞或粘弹性阻尼器 ( )ip t ，其与支撑 bik 串联

后的修正阻尼器为 ( )Gip t ； ( )ip t 和 ( )Gip t 的复模

量、储能模量、耗能模量分别为 (i )QiE ω 、 1 ( )Q iE ω 、

2 ( )Q iE ω 和 (i )GiE ω 、 1 ( )G iE ω 、 2 ( )G iE ω ； ( )ip t 和

( )Gip t 的松弛模量、平衡模量、松弛函数分别为

( )iQ t 、 Qik 、 ( )Qih t 和 ( )iG t 、 Gik 、 ( )Gih t ；在地震

动 ( )gx t 作用下，结构相对于地面的位移向量为 x，
阻尼器 ( )ip t 和其支撑 bik 的相对位移分别为 pix 和

bix ，结构和阻尼器的计算简图分别为图 1 和图 2，

则结构运动方程为： 
0[ ] ( )G gt x′+ + + + = −Mx Cx K K x p MI    (1) 
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式中： ′K 是元素为 i i GiK n k′ = ( 1 ~i n= )构成的三对

角矩阵； T[1,1, ,1]=I ； 

1 2

0 0 0
1 2( ) [ ( ) ( ),G G Gt n p t n p t= −p  

0 0 0 T
2 2 3 3( ) ( ), , ( )]G G n Gnn p t n p t n p t−  (2a) 

0
1

0

( ) ( )[ ( ) ( )]d
t

Gi Gi i ip t h t x xτ τ τ τ−= − −∫       (2b) 

其中， 1 ~i n= ， 0 ( ) 0x t = ， 0 ( ) 0x t = 。 
阻尼器 ( )ip t 和 ( )Gip t 的各种性能参数具有的

性质及其对应关系见文献[10]，其中： 

1( ) (0) (0) bi Qi
Gi i Gi G i

bi Qi

k k
k G E E

k k
= ∞ = = =

+
     (3a) 

1 2(i ) ( ) i ( )Gi G i G iE E Eω ω ω= +               (3b) 

1
0

( ) ( )sin dG i Gi GiE k h t t tω ω ω
∞

= + ∫            (3c) 

2
0

( ) ( )cos dG i GiE h t t tω ω ω
∞

= ∫                 (3d) 

2 2
1 2 1

1 2 2
1 2

[ ( ) ( ) ( )]
( )

[ ( )] ( )
bi Q i Q i bi Q i

G i
bi Q i Q i

k E E k E
E

k E E
ω ω ω

ω
ω ω

+ +
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+ +
 (3e) 
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(a) 结构原计算简图 
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图 1  结构计算简图 
Fig.1  Calculation diagram of structure 
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(b) 支撑影响的结构修正计算简图 
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(a) 各层单个阻尼器原计算简图 (b) 支撑影响的各层单个阻尼器修正计算简图 

图 2  阻尼器计算简图 
Fig.2  Calculation diagram of damper 
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2
2

2 2 2
1 2

( )
( )

[ ( )] ( )
bi Q i

G i
bi Q i Q i

k E
E

k E E
ω

ω
ω ω

=
+ +

         (3f) 

0

| ( ) | dGih t t
∞

< +∞∫ ；
0

| ( ) | dGith t t
∞

< +∞∫       (3g) 

由结构的质量矩阵和总刚度矩阵M和[ ]′+K K ，

可求出其 n个频率 iω 和振型 i=ψ T
1 2[ , , , ]i i niψ ψ ψ  

( 1 ~ )i n= 。阻尼矩阵C 和振型 iψ 已不满足严格意

义的正交条件，忽略非正交项会带来一定的误差。

文献[11]研究了非经典阻尼矩阵忽略非正交项的误

差问题，给出了这种方法的适用条件公式。文献[12]
用非正交阻尼强行解耦法研究了桥梁隔震体系的

振型阻尼比问题，对于上部结构阻尼比为

3% ~10% 以及隔震层阻尼比为 %5 ~ 30% 的情况，

强行解耦法的地震反应与复模态精确解法基本一

致。由于原结构的M、C 、 K 矩阵具有正交解耦

性，且原结构各振型的阻尼比一般均不大于5%，

属于小比例阻尼，加之阻尼器提供的附加刚度矩阵

′K 在实际工程中一般是较 K 的小量[1]，因此耗能

结构的振型与原结构相比一般变化不大[1]，且其频

率是略为增大的，故对一般工程结构，假设阻尼矩

阵C 关于耗能结构振型正交是合理的[3]。当然，在

′K 较 K 不是小量的特殊情况下，须满足文献[11]
提出的适用条件。 

将式(1)按振型展开，得出结构以振型广义坐标

iy 表示的微分与积分混合方程组为： 

2
*2 i

i i i i i i g
i

Zy y y x
M

ξ ω ω β+ + + = −       (4) 

式中： 1 ~i n= ； *
iM 、 iβ 、 iξ 分别为第 i振型的广

义质量、振型参与系数和振型阻尼比； 

1 1 1 1 2 1
1

2 1 2 2
1

( ) ( )

( ) ( )

n

i i j j i i
j

n

j j j
j

Z n y

n y

ψ ψ γ ψ ψ

ψ ψ γ

=

=

= + − ×

− + +

∑

∑
 

( 1) ( 1)
1

( ) ( ) ( )
n

ni n i nj n j n n j
j

n yψ ψ ψ ψ γ− −
=

− −∑   (5a) 

0

( ) ( ) ( )d , , 1 ~
t

k j Gk jy h t y k j nγ τ τ τ= − =∫   (5b) 

2  随机平均方程 
对于实际结构， 0.05iξ ，阻尼器的个数 in 一

般不是太多，每个阻尼器提供的阻尼力 ( )k jyγ 一般

为小量，且所有阻尼器提供的振型附加阻尼比

0.2piξ (规范限值 )，故假设 *( ) / ( )k k j i in y Mγ ω  
( , 1 ~ )k j n= 为小量是可行的；又因为结构处于线

弹性小变形，白噪声也常常作为地震动激励的近似

模型，故假设 ( )gx t 为宽带弱激励也是可行的，所

以可对式(4)进行随机平均分析[7,13]。 
基于多自由度随机平均法理论，引入标准 Van 

do pol 变换[7,13]： 
( ) ( )cos ( )i i iy t A t tθ=            (6a) 
( ) ( ) sin ( )i i i iy t A t tω θ= −         (6b) 
( ) ( )i i it t Φ tθ ω= +               (6c) 

其中， 1 ~i n= 。则式(4)可按随机平均法的标准范

式化为： 
(1) (2) (1)

1 1 1( ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( )i i i i i i i gA t f A Φ t f t g Φ t x t= + +A Φ  

    (7a) 
(1) (2) (1)
2 2 2( ) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( )i i i i i i i gΦ t f Φ t f t g A Φ t x t= + +A Φ  

     (7b) 
式中， 1 ~i n= ，相关变量的表达式为： 

1 2[ ( ), ( ), , ( )]nA t A t A t=A              (8a) 

1 2[ ( ), ( ), , ( )]nΦ t Φ t Φ t=Φ             (8b) 
(1) 2

1 ( , , ) 2 ( )sin ( )i i i i i i if A Φ t A t tξ ω θ= −      (8c) 
(1)

2 ( , ) 2 sin ( )cos ( )i i i i i if Φ t t tξ ω θ θ= −      (8d) 

(2)
1 *

sin ( )( , , ) i i
i

i i

Z tf t
M

θ
ω

=A Φ               (8e) 

(2)
2 *

cos ( )( , , )
( )

i i
i

i i i

Z tf t
M A t

θ
ω

=A Φ               (8f) 

(1)
1

sin ( )( , ) i i
i i

i

tg Φ t β θ
ω

=                 (8g) 

(1)
2

cos ( )( , , )
( )

i i
i i i

i i

tg A Φ t
A t

β θ
ω

=              (8h) 

如前述，在 iξ 、 ( )gx t 、 *( ) / ( )k k j i in y Mγ ω ，

)~1,( njk = 均为小量时，由式(8c)~式(8h)知，式(7)
的等号右边项均为小量，故 ( )iA t 和 ( )iΦ t 均为慢变

过程，根据随机平均法理论，式(7)可近似由下列随

机平均 Itô 方程取代[7,13]： 

1 1
d d d d

i j j

n n
A AΦ

i A ij A ij Φ
j j

A m t σ ω σ ω
= =

= + +∑ ∑    (9a) 

1 1
d d d d

i j j

n n
ΦA Φ

i Φ ij A ij Φ
j j

Φ m t σ ω σ ω
= =

= + +∑ ∑   (9b) 

其中： 1 ~i n= ； d
jA

ω 、 d
jΦ

ω 均为相互独立的单

位维纳过程；
iA

m 、
iΦm 、 A

ijσ 、 AΦ
ijσ 、 ΦA

ijσ 、 Φ
ijσ 可
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利用关系式(7a)和式(7b)由文献[7,13]给出统一计算

公式表出。 
利用 ( )iA t 和 ( )iΦ t 的慢变性和下列关系式： 

 

( ),
{ ( )sin ( )} 2

0,
M

i i
ck i

k j i
t

A H j i
y t

j i

ω ω
γ θ

⎧− =⎪= ⎨
⎪ ≠⎩

 (10a) 

( ),
{ ( )cos ( )} 2

0,
M

i i
sk i

k j i
t

A H j i
y t

j i

ω ω
γ θ

⎧ =⎪= ⎨
⎪ ≠⎩

 (10b) 

0

( ) ( )cos dck i GK iH hω τ ωτ τ
∞

= ∫               (10c) 

0

( ) ( )sin dsk i GK iH hω τ ωτ τ
∞

= ∫                (10d) 

式中， ( )
gx iS ω 为 ( )gx t 的功率谱函数在 iω 处的取

值。式(10a)和式(10b)的推导过程见附录。 
结构的随机平均 Itô 方程的最终表达式为： 

2
1 1 1*

2
( 1)

2

1 ( )d
2

( ) ( )

i c ii i i
i

n

ki k i k ck i
k

n HA
M

n H

ψ ωξ ω

ψ ψ ω−
=

⎧ ⎡ ⎛⎪ += − +⎢ ⎜⎨ ⎜⎢ ⎝⎪ ⎣⎩
⎤⎞

− ×⎥⎟
⎠⎦

∑
 

1
2 2

2

π ( ) [π ( )]
d d

2
g g

i

i x i i x i
i A

ii i

S S
A t

A

β ω β ω
ω

ωω

⎫⎪+ +⎬
⎪⎭

(11a) 

2
1 1 1*

1 ( )d
2

i s ii
i

n HΦ
M

ψ ω⎡
+= ⎢

⎣
 

2
( 1)

2
( ) ( ) d

n

ki k i k sk i
k

n H tψ ψ ω−
=

⎤
− +⎥

⎦
∑  

1
2[π ( )]

dg

i

i x i
Φ

i i

S

A

β ω
ω

ω
                   (11b) 

式中， 1 ~i n= 。 
由关系式(10c)、式(10d)和式(3a)~式(3f)，可将

( )ck iH ω 和 ( )sk iH ω 用原阻尼器 ( )kp t 及其支撑 bkk
的性能参量表示为： 

2
22

2 2
1 2

( )( )( )
{[ ( )] ( )}

bk Q k iG k i
ck i

i i bk Q k i Q k i

k EEH
k E E

ωωω
ω ω ω ω

= =
+ +

 

   (12a) 
1 ( )( ) G k i Gk

sk i
i

E kH ωω
ω

−
= =  

2 2
1 2 1

2 2
1 2

[ ( ) ( ) ( )]
{[ ( )] ( )}

bk Q k i Q k i bk Q k i

i bk Q k i Q k i

k E E k E
k E E

ω ω ω
ω ω ω

+ +
−

+ +
 

[ ]
bk Qk

i bk Qk

k k
k kω +

                    (12b) 

3  结构各振型振子的随机响应特性 
经过随机平均后，每个振型振子位移 iy 和速度

iy 对应的每组幅值和相位 ( , )i iA Φ 为二维时齐扩散

过程，由于每组 ),( ii ΦA 满足的 Itô 随机微分方程式

(12)已解耦，故可按照已建立的单自由度结构的分

析方法，求出结构各振型振子的随机响应特性[10]。 
设每组 ( )iA t 和 ( )iΦ t 的状态变量为 ia 和 iϕ ，

( 1 ~ )i n= ， )(tAi 的概率密度函数为 ( , )i ip a t ，

( )iA t 、 ( )iΦ t 和 )(tyi 、 ( )iy t 的联合概率密度函数

分别为 ( , , )i i ip a tϕ 和 ( , , )i i ip y y t ，则在静止初始条

件下，由 Itô 方程式(11)，得 ( , )i ip a t 满足的 FPK 方

程以及 ( , )i ip a t 、 ( , , )i i ip a tϕ 、 ( , , )i i ip y y t 的解析解

分别为[10]： 
2

2

π ( )( , ) ( , )
2

gi x ii i
i i i i i

i i i

Sp a t a p a t
t a a

β ω
ξ ω

ω

⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ∂ ⎪ ⎪′⎢ ⎥= − +⎨ ⎬
∂ ∂ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 

2 2

2 2

π ( ) ( , )
2

gi x i i i

i i

S p a t
a

β ω

ω
∂

∂
          (13a) 

( ,0) ( )i i ip a δ a=                           (13b) 
2
1 1 1*

1 ( )
2 i c ii i

i i

n H
M

ψ ωξ ξ
ω

⎡
′ += + ⎢

⎣
 

2
( 1)

2
( ) ( )

n

ji j i j cj i
j

n Hψ ψ ω−
=

⎤
− ⎥

⎥⎦
∑             (13c) 

2

( , ) exp
( ) 2 ( )
i i

i i
i i

a ap a t
c t c t

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
               (14a) 

2
2

3

π ( )
( ) [1 e ]

2
g i i

i x i t
i

i i

S
c t ξ ω

β ω

ξ ω
′−= −

′
             (14a) 

1( , , ) ( , )
2πi i i i ip a t p a tϕ =                    (15) 

1
2 22
2

1( , , ) ( , )
2π i

i i
i

i i i i i
yi i a y

p y y t p a t
a

ω
ω ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=       (16) 

式(13)~式(16)中， 1 ~i n= 。 
由式(14)和式(16)，可得结构各振型振子的随机

响应特性为： 
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2
2

2
1 1( , , ) exp

2π ( ) 2 ( )
i

i i i i
i i i i

y
p y y t y

c t c tω ω

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= − +⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 

 (17a) 
21( , ) exp

2 ( )2π ( )
i

i i
ii

yp y t
c tc t

⎧ ⎫⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

         (17b) 

2

2
1( , ) exp

2 ( )2π ( )
i

i i
i ii i

yp y t
c tc t ωω

⎧ ⎫⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

     (17c) 

2 2E[ ( )] ( ), E[ ( )] ( )i i i i iy t c t y t c tω= =         (17d) 

式中， 1 ~i n= 。 
上述分析表明：结构各振型振子的各种随机响

应特性由 ),( tap ii 唯一确定。 

4  基于随机平均法的结构各振型 
等效阻尼比 
设结构第 i振型的等效振型振子 iy 的附加等效

阻尼比为 piξ ，则等效振型振子 iy 满足的运动方

程 为： 
22( )i i pi i i i i i gy y y xξ ξ ω ω β+ + + = −     (18) 

式中： 1 ~i n= ； iξ 、 iω 、 iβ 均与结构原振型振子

iy 的运动方程式(4)的对应取值完全相同，仅将式(4)
中各阻尼器提供的附加阻尼力等效为 2 pi i iyξ ω 。 

根据随机平均法，在静止初始条件下，各等效

振型振子 iy 的幅值响应 ( )iA t 的概率密度函数

( , )i ip a t 满足的 FPK 方程为： 
2

2

π ( )
( )

2
gi x ii

i pi i i i
i i i

Sp
a p

t a a

β ω
ξ ξ ω

ω

⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ∂ ⎪ ⎪⎢ ⎥= + − +⎨ ⎬
∂ ∂ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 

2 2

2 2

π ( )

2
gi x i i

i i

S p
a

β ω

ω
∂
∂

                   (19a) 

( ,0) ( ) , 1 ~i i ip a δ a i n= =                (19b) 

对比原结构振型振子和等效振型振子的

( , )i ip a t 所满足的方程式(13a)、式(13b)和式(19a)、

式(19b)，可知，只要： 

2
1 1 1*

1 ( )
2 i c ipi

i i

n H
M

ψ ωξ
ω

⎡
+= ⎢

⎣
 

2
( 1)

2
( ) ( ) , 1 ~

n

ji j i j cj i
j

n H i nψ ψ ω−
=

⎤
− =⎥

⎥⎦
∑   (20) 

则在随机平均法可运用的条件下，对任意的随机地

震激励 ( )gx t ，原结构的各振型振子 ( )iy t 和等效振

型振子 ( )iy t 的所有响应统计特性 ( , , )i i ip y y t 、

( , )i ip y t 、 ( , )i ip y t 、 2E[ ( )]iy t 、 2E[ ( )]iy t 均相等，

由于原结构的位移和速度响应均可表示为结构各

振型响应的线性组合，故用各等效振型振子方程式

(18)取代原结构各振型振子方程式(4)进行结构响应

计算和按反应谱法进行工程设计，其效果完全一

致。故可用式(20)表示原结构各振型振子的附加等

效阻尼 比。 

5  原结构随机响应计算 

由于已求得原结构各振型振子的位移与速度

响应方差的解析式(17d)，同时还求出了结构各振型

等效振子的频率 iω 和阻尼比 ( )i piξ ξ+ ，故可按抗震

规范的 CQC 组合方法求出原结构的位移与速度随

机响应，而当原结构的各频率 iω 相距较大时，可按

SRSS 组合方法求解，此时原结构各层的随机响

应 为： 
2 2 2 2

1 1
E[ ( )] E[ ( )] ( )

n n

j ji i ji i
i i

x t y t c tψ ψ
= =

= =∑ ∑     (21a) 

2 2 2 2 2

1 1
E[ ( )] E[ ( )] ( )

n n

j ji i ji i i
i i

x t y t c tψ ψ ω
= =

= =∑ ∑  (21b) 

其中， 1 ~j n= 。 

6  两种典型阻尼器的性能参数 

如前所述，只要求出耗能结构的修正阻尼器

( )Gjp t 的性能参数 Gjk 和 ( )cj iH ω ，即可求出附加刚

度矩阵 ′k ，继而由自由振动分析求出频率 iω 和振

型 iψ ，进而由式(20)求出结构振型附加阻尼比 piξ ，

最后按式(18)进行响应计算和按反应谱法进行设

计，故性能参数 Gjk 和 ( )cj iH ω 决定结构响应和振型

等效阻尼比。 
6.1  带支撑广义 Maxwell 阻尼器 

计算简图见图 3，其中 0 jk ~ njk 和 1 jc ~ njc 为广

义 Maxwell 阻尼器 ( )jp t 的性能参数。 

 

图 3  带支撑的广义 Maxwell 阻尼器 
Fig.3  General integral model Maxwell damper with brace 

)(tPGj )(tPGjbjk
jc1  

jk0  

jk1  

jc2  jk2  

njc  
njk  
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对无支撑的广义 Maxwell 阻尼器 ( )jp t 有[9]： 
2

1 0 2 2
1

( )
1

n
lj lj

Q j j
l lj

k
E k

ρ ω
ω

ρ ω=

= +
+∑        (22a) 

2 2 2
1

( )
1

n
lj

Q j
l lj

c
E

ω
ω

ρ ω=

=
+∑             (22b) 

lj
lj

lj

c
k

ρ = ； 1 0(0)Qj Q j jk E k= =       (22c) 

故由式(3a)和式(13a)，有： 

0

0

bj Qj bj j
Gj

bj Qj bj j

k k k k
k

k k k k
= =

+ +
             (23a) 

2
2 2

1
2 2

1 2

1
( )

[ ( )] ( )

n
lj

bj
l lj i

cj i
bj Q j i Q j i

c
k

H
k E E

ρ ω
ω

ω ω
= +

=
+ +

∑
  (23b) 

6.2  带支撑广义微分型阻尼器 
计算简图如图 4 所示： 

 
由于一般分数导数模型可用文献[9]的方法转

换为广义微分模型，故广义微分模型是线性粘滞和

粘弹性阻尼器的最一般计算模型[9]，对无支撑的广

义微分型阻尼器 ( )jp t ，其本构方程为[9]： 

0 0

d ( ) d ( )
d d

m nM N
j pj

jm jnm n
m n

p t x t
a b

t t= =

=∑ ∑      (24) 

式中： ( )pjx t 为阻尼器 ( )jp t 两端的相对位移； jma
和 jnb 为其材料性能常数。 

由本构关系式 (24)，可求得 ( )jp t 的 Qjk 、

1 ( )Q jE ω 、 )(2 ωjQE 分别为： 

0

0
(0) j

Qj Qj
j

b
k E

a
= =                    (25a) 

1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
j j j j

Q j
j j

A C B D
E

A B
ω ω ω ω

ω
ω ω

+
=

+
  (25b) 

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
j j j j

Q j
j j

A D B C
E

A B
ω ω ω ω

ω
ω ω

−
=

+
  (25c) 

0

π( ) cos
2

M
m

j jm
m

mA aω ω
=

= ∑              (25d) 

0

π( ) sin
2

M
m

j jm
m

mB aω ω
=

= ∑              (25e) 

0

π( ) cos
2

N
n

j jn
n

nC bω ω
=

= ∑               (25f) 

0

π( ) sin
2

N
n

j jn
n

nD bω ω
=

= ∑               (25g) 

故由式(3a)和式(13a)，有： 

0

0 0

bj j
Gj

bj j j

k b
k

k a b
=

+
                      (26a) 

2
2

2 2
1 2

( )
( )

{[ ( )] ( )}
bj Q j i

cj i
i bj Q j i Q j i

k E
H

k E E
ω

ω
ω ω ω

=
+ +

 (26b) 

7  等效阻尼比的精度比较分析 
以文献[14]用于研究模态应变能法计算精度的

单自由度和两自由度结构为例，比较本文方法和模

态应变能方法的计算精度。 
7.1  单自由度 Maxwell 阻尼减震结构 

对图 5 所示质量为m，刚度为 k ，无阻尼的单

自由度 Maxwell 阻尼减震结构，在白噪声地震激励

0( ) / (2π)
gx

S Sω = 作用下，文献[14]分析了模态应

变能法的计算精度，现将本文方法与其比较。 

 
结构运动方程为： 

2
0

( ) ( )G
g

p tx x x t
m

ω+ + = −               (27a) 

0
( ) ( ) ( )d

t
G Gp t h t xτ τ τ= −∫              (27b) 

图 4  带支撑广义微分型阻尼器 
Fig.4  General differential model damper with brace 

)(tPGj  )(tPGjbjk  )(tPj  

bjx  pjx  

k

)(tpG

m  

)(txg x

(a) 结构计算简图 

图 5  无阻尼单自由度 Maxwell 阻尼减震结构 
Fig.5  Un-damped SDOF Maxwell model damper 

dissipation structures 

x  

0k 0c  )(tpG )(tpG

(b) Maxwell 阻尼器 )(tpG 计算简图 
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1

0( ) e
t

Gh t k λ
−

= ， 0

0

c
k

λ =               (27c) 

2 2
0

1 2 2( )
1G
kE λ ω

ω
λ ω

=
+

， 0
2 2 2( )

1G
kE λω

ω
λ ω

=
+

  (27d) 

2
0

k
m

ω = ， 2 0
p
k
m

ω =                   (27e) 

7.1.1  频域法计算结果 
对方程取 Fourier 变换，可求得结构相对地面

位移 x的频域响应函数 (i )xH ω 为： 

2
3 2 2 2 0

0

1(i )
(i )

1(i ) (i ) ( )(i )
x

p

H
ω

λω
ωω ω ω ω ω

λ λ

⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦=
+ + + +

 

 (28) 
由 James 积分公式[7]，得 ( )x t 的平稳响应方差

2
xσ 的精确解为： 

2 2| (i ) | ( )d
gx x xH Sσ ω ω ω

∞

−∞
= =∫

3 2
0 0 0

3 2
0

( )
2 p

S ω ω λ
ω ω λ

+
⋅  

(29) 
7.1.2  本文方法计算结果 

由式(18)，得式(27a)的等效方程为： 
2

0 02 ( )p gx x x x tξ ω ω+ + = −         (30) 

由式(20)、式(13a)和式(27d)，得等效阻尼比  
pξ 为： 

2
2 0

3 2
0 0 0 0

( )1
2 2( )

pG
p

E
m

ω λω
ξ

ω ω ω λ ω
= ⋅ =

+
   (31) 

由等效系统方程式(30)和频域法，得： 
3 2

2 0 0 0
2 2 2 2 3 2

0 0 0

( ) ( )d
( ) (2 ) 2

gx
x

p p

S Sω ω ω λσ ω
ω ω ξ ω ω ω ω λ

∞

−∞

+
= =

− +∫
 

  (32) 
比较式(32)和式(29)，可见本文结果与精确解完

全相同。这说明随机平均法在特定的条件下能给出

精确平稳解，其能得出精确稳态解的原因，文献[7]
已有论述。 
7.1.3  模态应变能方法计算结果 

文献[14]用模态应变能方法获得的等效方程

为： 
22 ( )n n n gx x x x tξ ω ω+ + = −        (33) 

式中： 
2 2 2

2 2
0 2 2 1

n p
n

n

ω ω λ
ω ω

ω λ
= +

+
                    (34a) 

2 2 2 2
02

2

1
2

p
n

ω λ ω λ
ω

λ
+ −

= +  

2 2 2 2 2 2 2 2
0 0

2

( ) 2( ) 1

2
p pω λ ω λ ω ω λ

λ

+ + − +
 (34b) 

2

3 22( )
p

n
n n

ω λ
ξ

ω λ ω
=

+
                    (34c) 

模态应变能方法的计算结果为： 

2 20
2 2

1
2nx

p n

S
σ λ

ω λ ω
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (35) 

由式(29)， 2
xσ 的精确解可改写为： 

2 20
2 2

0

1
2x

p

S
σ λ

ω λ ω
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (36) 

由式(34a)可知： 22
0

22
0 pn ωωωω +<< ，故应变能

法计算结果小于精确值。 
7.2  两自由度 Maxwell 阻尼减震结构 

对于图 6 所示的无阻尼两自由度 Maxwell 阻尼

减震结构，其运动方程为： 
( )G gt x+ + = −Mx kx p MI         (37) 

式中：M 、 K 分别是由层间质量和刚度 im 、 ik  
( 1,2i = )构成的质量矩阵与刚度矩阵： 

T
1 2 2( ) [ ]G G Gt p p p= −p ,                (38a) 

10
( ) ( )[ ( ) ( )]d

t
Gi Gi i ip t h t x xτ τ τ τ−= − −∫    (38b) 

1

0( ) e i
t

Gi ih t k λ
−

= ， 0

0

i
i

i

c
k

λ =              (38c) 

2 2
0

1 2 2( )
1

i i
G i

i

kE λ ω
ω

λ ω
=

+
， 0

2 2 2( )
1

i i
G i

i

kE λ ω
ω

λ ω
=

+
 (38d) 

式(38)中， 1,2i = ， 0 ( ) 0x t = ， 0 ( ) 0x t = 。 

 
7.2.1  模态应变能法的计算结果 

在 1 2m m m= = ， 1 2 0.1sλ λ λ= = = ， 1 /k m =  
2200s− ， 2

2 / 100sk m −= ， 2
01 / 100sk m −= ， 02 /k m =  

2x

1x
1m  

)(1 tpG  

1k  

2m  

2k  

gx

图 6  两自由度计算简图 
Fig.6  2-DOF structural calculation diagram 

)(2 tpG  
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250s− ， 0E[ ( ) ( )] ( )g gx t x t Sτ δ τ+ = 的情况下，文

献  [14]分别用频域法和模态应变能法计算上述结构

的位移方差响应和相对误差。 
由频域法获得的精确值为： 

0
2 0013.0
1

Sx =σ ，
2

2
00.0067x Sσ =      (39) 

由模态应变能法获得的频率、振型和阻尼比以

及相对位移响应方差分别为： 
1 8.41rad/snω = ， 1 0.102nξ =         (40a) 

T
1 [0.383, 0.924]=Φ                 (40b) 

2 21.97 rad/snω = ， 2 0.0.067nξ =      (41a) 
T
2 [0.924 , 0.383]= −Φ                (41b) 

1

2
00.0011

nx
Sσ = ， 0

2 0060.0
2

S
nx =σ      (42) 

应变能法的相对误差为： 

1 1

1

8%nx x

x

σ σ
σ
−

= ； 2 2

2

5.4%nx x

x

σ σ
σ
−

=   (43) 

7.2.2  本文方法计算结果 
在取上述相同计算参数的情况下，由于 Maxwell 

阻尼器 ( )Gip t 不提供附加刚度，故 0′ =k ，所以耗

能结构的自由振动分析与原结构相同，即： 

1 7.65rad/sω = ， *
1M m= ， 1 1.307β =    (44a) 

T
1 11 21[ ] [0.383 0.924]ψ ψ= =ψ ，        (44b) 

2 18.48rad/sω = ， *
2M m= ， 2 0.541β =  (45a) 

T
2 12 22[ ] [0.924 0.383]ψ ψ= = −ψ ，       (45b) 

由式(18)，振型广义坐标 1y 和 2y 满足的等效方

程为： 
22 ( )i pi i i i i i gy y y x tξ ω ω β+ + = −       (46) 

由式(21)、式(12a)和式(38d)，得等效阻尼比 piξ

的表达式为： 

2 221 22
1 2 1*

( ) ( )1 ( ) ,
2

G i G i
pi i i i

i ii i

E E
M

ω ωξ ψ ψ ψ
ω ωω

⎡ ⎤
= + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

1,2i =               (47) 
将有关参数代入，可得： 

1 0.12076pξ = ， 2 0.10468pξ =           (48) 

1

2
00.007899y Sσ = ，

2

2
00.000110755y Sσ =   (49) 

由 CQC 组合法，得： 
2 2 2 2 2
1 11 1 12 2 11 12 12 1 22x y y y yσ ψ σ ψ σ ψ ψ ρ σ σ= + +   (50a) 

2 2 2 2 2
2 21 1 22 2 21 22 12 1 22x y y y yσ ψ σ ψ σ ψ ψ ρ σ σ= + +  (50b) 

式中，振型相关系数 12ρ 由 Der Kiureghian 公式计算

得 12 0.031824ρ = 。 

将有关参数代入，可求得： 

1

2
00.001274323x Sσ =          (51a) 

2

2
00.006722933x Sσ =          (51b) 

标准差
1x

σ 和
2x

σ 与精确值的相对误差分别为

0.9924%和 0.44775%。 
总之，通过上述精度比较，表明了所提方法的

有效性。 

8  结论 

本文只用线性小阻尼和弱激励两个假设，严谨

地获得了摘要所述的结果。由于振型和频率分析不

需要迭代计算，所获得的结果均为一般意义的解析

解，将任意多自由度带支撑的任意线性粘滞和粘弹

性阻尼器耗能结构在随机平均意义上等效为非耗

能的常规结构，使此类一般耗能结构的抗震计算、

反应谱工程设计和进一步优化抗震设计更为简便。 
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附录： 
关于 ( )sin ( )k j iy tγ θ 和 ( )cos ( )k j iy tγ θ 的时间平均推 导。 

对于函数 ( , , , , )j j i iF A Φ A Φ t 的时间平均，其算子定义为[7,13]： 

0

1{ ( , , , , )} lim ( , , , , )dM
T

j j i i j j i iTt
F A Φ A Φ t F A Φ A Φ t t

T→∞
= ∫  (A1) 

由于 ( )jA t 、 ( )iA t 、 ( )jΦ t 、 ( )iΦ t 均为时间的慢变量，故算

子对时间 t 在区间 (0, ]T 的积分运算中， ( )jA t 、 ( )iA t 、 ( )jΦ t 、 

( )iΦ t 作为常数处理[7,13]，即： ( ) ( )j j jA t A t Aτ= − = 、 ( )iA t =  

( )i iA t Aτ− = 、 ( ) ( )j j jΦ t Φ t Φτ= − = 、 ( ) ( )i i iΦ t Φ t Φτ= − = 。 

将 ( )sin ( )k j iy tγ θ 的表达式代入上述算子，并对积分区

域(图 A1)交换 d t和 dτ 的积分顺序，得： 

0 0

0

0

{ ( ) sin ( )}

lim sin ( ) ( ) ( ) sin ( ) d d

lim sin ( ) ( ) sin ( ) d d

lim sin ( ) sin ( )d ( ) cos d

lim

M k j i
t

T t
j

i Gk j jT

T T
j j

i Gk jT

T T
j j

i j Gk jT

j

T

y t

t h A t t t
T
A

t h t t
T
A

t t t h
T

A

τ

τ

γ θ

ω
θ τ τ θ τ τ

ω
θ τ θ τ τ

ω
θ θ τ ω τ τ

ω

→∞

→∞

→∞

→∞

=

⎡ ⎤
− × − − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤

− × − =⎢ ⎥
⎣ ⎦
⎡ ⎤

− × +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

0
sin ( ) cos ( )d ( ) sin d

T T
j

i j Gk jt t t h
T τ

θ θ τ ω τ τ
⎡ ⎤

× ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫

 

(A2) 

 
下面分 j i= 和 j i≠ 两种情况进行分析： 
1) 当 j i= 时 

[ ]
0

1 1lim ( ) sin 2 ( ) sin 2 ( )
2 4

( ) cos d lim

T
i i

i iT
i

i i
Gk i T

A T T
T

Ah
T

ω τ θ θ τ
ω

ωτ ω τ τ

→∞

→∞

⎧ ⎫
= − × − − − ×⎨ ⎬

⎩ ⎭

+ ×

∫原式

[ ]
0

1 cos2 ( ) cos2 ( ) ( )sin d
4

T

i i Gk i
i

T hθ θ τ τ ωτ τ
ω

⎧ ⎫⎪ ⎪− −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫   (A3) 

由正弦函数、余弦函数的有界性及正文式(3g)，得： 

0
{ ( ) sin ( )} lim ( )cos d

2M
T

i i
k i i Gk iTt

A T
y t h

T
ω

γ θ τ ω τ τ
→∞

= − =∫  

0
( )cos d ( )

2 2
i i i i

Gk i ck i
A Ah Hω ωτ ωτ τ ω

∞

− = −∫     (A4) 

2) 当 j i≠ 时 

由正弦函数、余弦函数的有界性和正文公式(3g)，以及

函数 sin ( )sin ( )d
T

i jt t t
τ

θ θ∫ 的有界性，得： 

0
lim sin ( )sin ( )d ( )cos d 0

T T
j j

i j Gk iT

A
t t t h

T τ

ω
θ θ τ ωτ τ

→∞

− ⎡ ⎤
× =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫ (A5) 

同理可得： 

0
lim sin ( )cos ( )d ( )sin d 0

T T
j j

i j Gk iT

A
t t t h

T τ

ω
θ θ τ ωτ τ

→∞

⎡ ⎤
× =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫ (A6) 

所以，当 j i≠ 时，由式(A5)和式(A6)，有： 
{ ( )sin ( )} 0M k j i

t
y tγ θ =             (A7) 

综上所述： 

( ),
{ ( )sin ( )} 2

0,
M

i i
ck i

k j i
t

A H j i
y t

j i

ω ω
γ θ

⎧− =⎪= ⎨
⎪ ≠⎩

  (A8a) 

0
( ) ( )cos dck i Gk iH hω τ ωτ τ

∞

= ∫                 (A8b) 

同理，可求得： 

( ),
{ ( )cos ( )} 2

0,
M

i i
sk i

k j i
t

A H j i
y t

j i

ω
ω

γ θ
⎧ =⎪= ⎨
⎪ ≠⎩

   (A9a) 

0
( ) ( )sin dsk i Gk iH hω τ ωτ τ

∞

= ∫                (A9b) 

t  

T  

τ  T  0  

τ=t  

图 A1  变量 t和τ 的积分区域 
Fig.A1  The integral region of t and τ 
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