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饱和分数导数型粘弹性土层竖向振动放大效应 
段玮玮 1，闻敏杰 2，李  强 1 

(1. 浙江海洋学院土木系，舟山 316000；2. 上海大学土木系，上海 200072) 

摘  要：将土骨架视为具有分数阶导数本构关系的粘弹性体，采用 Biot 动力固结方程，在频率域内研究了饱和分

数导数粘弹性土层的土骨架粘性、土层厚度等对竖向振动放大系数的影响。通过动力控制方程解耦和边界条件束

缚，给出了经典弹性饱和土、分数导数型粘弹性饱和土和经典粘弹性饱和土三种情况下饱和土层的位移、应力和

孔压解析表达式。考察了饱和土各物理和几何参数对竖向振动放大系数的影响，结果表明：在不同土层厚度时，

经典弹性饱和土、分数导数型粘弹性饱和土及经典粘弹性饱和土的竖向振动放大系数各不相同；分数导数模型的

材料参数对振动放大系数有较大影响。 
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VERTICAL VIBRATION AMPLIFICATION OF A SATURATED 
FRACTIONAL DERIVATIVE TYPE VISCOELASTIC SOIL LAYER 

DUAN Wei-wei1, WEN Min-jie2 , LI Qiang1 
(1. Department of Civil Engineering, Zhejiang Ocean University, Zhoushan 316000, China; 

2. Department of Civil Engineering, Shanghai University, Shanghai 200072, China) 

Abstract:  The soil skeleton is treated as a viscoelastic medium with a fractional derivative constitutive relation. 
By utilizing the Biot’s theory, the influences of the viscosity of soil skeleton and the thickness of soil layer for a 
saturated soil layer on the vertical vibration amplification coefficient are investigated in the frequency domain. By 
decoupling dynamic control equations and bounding the boundary conditions, the analytical expressions of the 
displacement, stress and pore water pressure for the saturated classic elastic, saturated fractional derivative 
viscoelastic soil and saturated classic viscoelastic soil are obtained. On the basis, the vertical vibration 
amplification of the soil layer is analyzed for different physical and geometrical parameters of the soil. It is shown 
that the vertical vibration amplification of the saturated classic elastic, fractional derivative viscoelastic saturated 
soil and saturated classic viscoelastic soil are different for the different thickness of soil layers; the material 
parameters of the fractional derivative model have great influences on the vertical vibration amplification 
coefficient. 
Key words:  geotechnical engineering; fractional derivative; vertical vibration; viscoelastic; comparative analysis 
 

众所周知，场地土对地震波具有放大作用，而

且场地的自由场反应计算是土-结构动力作用分析

的前提。因此，场地土对地震波放大效应研究对地

下结构抗震和震害分析具有重要意义[1]。近年来国

内外学者对此进行了深入研究。将土体视为单相弹

性介质，Idriss 和 Seed[2]、Wolf[3]、Davis[4]、Zhao[5]、

尚守平[6]等人研究了均匀自由场地的横向和竖向振

动响应；忽略土骨架的粘性，Yang 和 Sato[7―8]以
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1995 年阪神地震为例，讨论了 P 波波速和泊松比等

参数对竖向振动放大系数的影响。将土骨架视为经

典 Kelvin-Voigt 粘弹性体[9]，马晓华等[10]比较分析

了弹性和粘弹性土层竖向振动放大系数随频率变

化规律的差异。 
需要指出的是，目前已有研究指出经典粘弹性

模型在描述粘弹性力学行为时不能更好地与实验

数据相吻合[11]，分数导数本构关系仅用少量的参数

构成粘弹性材料的数学模型，并在较大频率范围内

描述材料的力学性能[12]。最近，该本构关系在桩基、

隧道等工程领域进行深入研究[13―14]。本文在现有基

础上，将土骨架视为具有分数导数本构关系的粘弹

性体，采用 Biot 动力固结方程和一维波动理论，在

频率域内研究了饱和分数导数粘弹性土层的土骨

架粘性、土层厚度等对竖向振动放大系数的影响。

比较分析了经典弹性土、分数导数粘弹土及经典粘

弹性饱和土对竖向振动放大系数影响的差异性。 

1  数学模型与边界条件 

如图 1 所示，现有一厚度为 L的饱和粘弹性土

层，将土骨架视为具有分数导数本构关系的粘弹性

体，其泊松比为 Sν ；将该土层视为液固两相介质，

孔隙率为 n；土体总密度为 S F(1 )n nρ ρ ρΤ = − + ；
Fρ 和 Sρ 分别为孔隙水和土颗粒密度；土骨架和孔

隙水相对于土骨架的位移矢量分别为 Su 和 Fw ；液

固两相作用系数为 /b kη= ，η 为流体粘滞系数；k
为 Darcy 渗透系数。孔隙水压力为 p ；土体总应力

张量为 Tσ ；土骨架有效应力为 SEσ 。考虑孔隙流体

和土骨架的压缩性，则用两个 Biot 压缩性系数表示

为α 和M 。 

 
图 1  饱和分数导数型粘弹性土层 

Fig.1  Saturated fractional derivative type viscoelastic soils 
layer 

假设上表面( z L= )自由可渗透，则： 
0p =                  (1) 

若上表面( z L= )无应力，满足： 
T 0zσ =                   (2) 

 

设下表面( 0z = )不渗透，则： 
F 0zw =                   (3) 

下表面( 0z = )竖向振动产生的位移为： 
S

0zu u=                   (4) 

2  控制方程 

根据 Biot 理论[15]，流固整体平衡动力方程为： 
T 2 S 2 F

T F
2 2

z z zu w
z t t

σ ρ ρ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
         (5) 

利用分数导数模型描述土骨架应力-位移本构关  
系[13]： 

S
SE S S(1 ) (1 )( 2 ) z
z

uD D
z

γ γ γ γ
ε στ σ τ λ μ ∂

+ = + +
∂

 (6) 

式中， ετ 、 στ 、 Sλ 、 Sμ 为材料参数，满足 Sλ =  
S S S2 / (1 2 )ν μ ν− 。 d / (d )D tγ γ γ= 为γ 阶黎曼-刘维

尔形式分数阶导数，且 0 1γ< < ，其表达式为： 

0

1 d ( )[ ( )] d
(1 ) d ( )

t xD x t t
t t

γ
γ

τ
Γ γ τ

=
− −∫      (7) 

式中， 1
0

( ) e du uu t tΓ
∞ − −= ∫ 为 Gamma 函数。 

土体总应力本构关系为： 
T SE
z z pσ σ α= −             (8) 

渗流连续方程为： 
F S
z zw up M M

z z
α∂ ∂

= − −
∂ ∂

        (9) 

流体运动方程： 
2 S 2 F FF

F
2 2
z z zu w wp

z n k tt t
ρ ηρ ∂ ∂ ∂∂

− = + +
∂ ∂∂ ∂

  (10) 

结合式(5)~式(10)，整理得到用位移表示的控制方 
程为： 

2 S 2 FS
S

S 2 2
(1 ) 2(1 )
(1 ) 1 2

z zD u wM
D z z

γ γ
σ
γ γ
ε

τ ν μ α
τ ν

+ ∂ ∂−
+ +

+ − ∂ ∂
 

2 S 2 S 2 F
2 T F

2 2 2
z z zu u wM

z t t
α ρ ρ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

(11) 

2 F 2 S

2 2
z zw uM M

z z
α∂ ∂

+ =
∂ ∂

 

2 S 2 F FF
F

2 2
z z zu w w

n k tt t
ρ ηρ ∂ ∂ ∂

+ +
∂∂ ∂

    (12) 

对圆频率为ω 的稳态振动，设 S S ie t
z zu LU ω= ，

F F ie t
z zw LW ω= ， S ie tp P ωμ= ， i

0 0e tu LU ω= ；并引

入无量纲量和常量： 
 

z 

o

L 

自由地表 

饱和土层 

不渗透边界 
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将式(13)代入式(11)和式(12)，可得： 
2 S 2 FS

S 2 2
d d2(1 )

1 2 d d
z zU WMνχ α

ν β β
−

+ +
−

 

2 S
2 2 S 2 F

2
d 0
d

z
z z

UM U Wα λ ρλ
β

+ + =  (14) 

2 F 2 S
2 S

2 2
d d
d d

z z
z

W UM M Uα ρλ
β β

+ + +  

2 F Fi 0z zW b W
n
ρ λ λ− =           (15) 

式中， (1 (i ) ) / (1 (i ) )T Tγ γ γ γ
σ εχ λ λ= + + 。 

为了求解方程式(14)和式(15)，根据一维波动理

论，将 S
zU 、 F

zW 分解如下： 
S S S F F F

1 2 1 2,z z z z z zU U U W W W= + = +      (16) 
若令 1δ 、 2δ 为与频率相关的系数，则满足： 

S F
1 1 1z zU Wδ= ， S F

2 2 2z zU Wδ=         (17) 

于是，将式(16)和式(17)代入式(14)和式(15)，并利

用边界条件式(1)~式(4)，解得： 

F 1 2
0

1 2 1 2

cos[ (1 )] cos[ (1 )]1
cos coszW U ς β ς β

δ δ ς ς
⎧ ⎫− −

= −⎨ ⎬
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S
zU =  

1 1 2 2
0

1 2 1 2

cos[ (1 )] cos[ (1 )]1
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U δ ς β δ ς β
δ δ ς ς

⎧ ⎫− −
−⎨ ⎬− ⎩ ⎭

 

(18) 
式中： 

2

1
4

2
B B AC

A
δ − + −

= ；
2
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−
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1 2S
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ν

⎡ ⎤−
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2 1a M Mα δ= + ； 
S

2
3 1S

2(1 )
1 2

a M Mνχ α δ α
ν

⎡ ⎤−
= + +⎢ ⎥−⎣ ⎦

； 

4 2a M Mα δ= + ； 1 1b
n
ρρδ= + ； 2 1b δ ρ= + ；

3 2b
n
ρρδ= + ； 4 2b δ ρ= + 。 

于是，由式(8)，可得孔隙水压力为： 
1 1

0 1
1 2 1

sin[ (1 )]( )
cos

P U M M ς ς βα δ
δ δ ς

−
= − + +

−
 

2 2
0 2

1 2 2

sin[ (1 )]( )
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U M M ς ς βα δ
δ δ ς

−
+

−
    (19) 

因此，根据式(18)和式(19)及本构关系式(8)，得土

体总应力为： 

T i S 1 1
0 1

1 2 1

sin[ (1 )]e
cos

t
z Uω ς ς β

σ μ ϑ
δ δ ς

⎧ −
= −⎨

−⎩
 

2 2
0 2

1 2 2

sin[ (1 )]
cos

U ς ς βϑ
δ δ ς

⎫−
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           (20) 

式中，
S

2
1 1S

2(1 )
1 2

M Mν χϑ α δ α
ν

⎛ ⎞−
= + +⎜ ⎟

−⎝ ⎠
， 

S
2

2 2S
2(1 )

1 2
M Mν χϑ α δ α

ν
⎛ ⎞−

= + +⎜ ⎟
−⎝ ⎠

。 

参考文献[10]，定义土体任意深度处 0( )z L≤

的位移和土体底部位移 ( 0)z = 的比值为放大系数

函数，则： 

1 2

1( , )T β λ
δ δ

= ⋅
−

 

1 1 2 2

1 2

cos[ (1 )] cos[ (1 )]
cos cos

δ ς β δ ς β
ς ς

⎧ ⎫− −
−⎨ ⎬

⎩ ⎭
(21) 

3  模型对比 

为了验证本文采用分数导数模型研究地震放

大效应的正确性和合理性，将该模型与以往学者常

采用的经典弹性模型和标准线性固体模型进行了

比较分析。便于计算，取如下参数： 1β = ，

S 0.35ν = ， 20M = ， 0.95α = ， 10b = ， 0.5ρ = ，

0.5γ = ， / 3T Tσ ε = ， 10Tε = ， 0.4n = ， 1.2λ = 。 

图 2 表示经典弹性模型、分数导数模型和标准
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线性固体模型三种情况下在 1β = 和 1.2λ = 处竖向

振动放大系数T 分别随无量纲频率λ和无量纲厚度

β 的变化曲线。由图 2(a)可知，三种模型相比，经

典弹性模型时竖向振动放大系数T 的共振基频为

最小值，T 的峰值处于中间值。标准线性固体模型

时放大系数T 的共振基频和峰值都处于最大值，而

分数导数本构模型时放大系数T 的峰值处于最小

值，而基频处于中间值。这是因为分数导数模型时

土体的阻抗小于经典弹性模型时土体的阻抗，而大

于标准线性固体模型时土体的阻抗。图 2(b)可见，

经典弹性模型时竖向振动放大系数T 随无量纲土

层厚度 β 变化最快。标准线性固体模型时放大系数

T 的值变化最小，而分数导数粘弹性模型时放大系

数T 随厚度 β 的变化值处于两种模型之间。 
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图 2  三种模型对比分析 
Fig.2  Comparative analysis for three models 

4  算例分析 
下面考察土层厚度 β 、分数导数阶数γ 、材料

参数比 /T Tσ ε 以及振动频率λ 对竖向振动放大系数

T 的影响。图3~图5分别表示土层厚度为 0.25β = 、

0.5β = 和 1β = 时阶数 γ 对竖向振动放大系数的影

响曲线。由图 3 可知，当 0.25β = 时，经典粘弹性

饱和土层( 1γ = )条件下竖向振动放大系数产生的

第 2 个峰值大于第 1 个峰值，而后随着无量纲频率

的增加，峰值逐渐衰减。阶数 0.5γ = 时第 1 个峰值

为最小值。随着阶数的增加，放大系数产生的共振

基频逐渐增大，这是由于阶数的改变促使土体的阻

抗产生变化。图 4 可知，在 0.5β = 处，随着频率的

增加，竖向振动放大系数产生的峰值逐渐减小。阶

数增加时，共振的基频也相应增大。图 5 可见，在

1β = 处与 0.5β = 处有类似的影响。综合图 3~图 5
可知，随着厚度的增加，竖向振动放大系数逐渐增

大。另外，经典粘弹性饱和土层( 1γ = )的竖向振动

放大系数产生的共振基频和峰值都是最大，弹性饱

和土层时( 0γ = )基频最小。另外，在土层厚度

0.25( / 4)z Lβ = = 处，第 2 个峰值反而所有增大，

之后逐渐衰减。 0.5( / 2)z Lβ = = 和 1( )z Lβ = = 时

三种模型具有类似的影响，峰值逐渐衰减。图 6 表

示 / 0.5T Tσ ε = 时在 1( )z Lβ = = 处三种土层的竖向

振动放大系数随频率的衰减曲线。图 5 和图 6 对比

得出，材料参数比 / 1T Tσ ε > 和 / 1T Tσ ε < 时三种土

层模型条件下竖向振动系数存在很大差异，

/ 1T Tσ ε < 时，阶数对竖向振动放大系数无明显影响

(图 6)，而 / 1T Tσ ε > 时不同阶数对放大系数的影响

存在较大差异。图 7 表示在 1β = 处材料参数比对

竖向振动放大系数的影响。可见，在出现第 1 峰值

时，随着材料参数比的增大，土体阻抗越大，峰值

逐渐减小，而峰值随频率衰减越快。图 8 表示土层 
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图 3  β =0.25 时阶数对竖向振动放大系数的影响 
Fig.3  Influence of the order on vertical vibration 

amplification when β =0.25 
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图 4  β =0.5 时阶数对竖向振动放大系数的影响 
Fig.4  Influence of the order on vertical vibration 

amplification when β =0.5 
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图 5  Tσ /Tε=3，β =1 时阶数对竖向振动放大系数的影响 

Fig.5  Influence of the order on vertical vibration 
amplification when Tσ /Tε=3, β =1 
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图 6  Tσ /Tε=0.5，β =1 时阶数对竖向振动放大系数的影响 

Fig.6  Influence of the order on vertical vibration 
amplification when Tσ /Tε=0.5, β =1 
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图 7  材料参数比 Tσ /Tε对竖向振动放大系数的影响 

Fig.7  Influence of material parameter on vertical vibration 
amplification 
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图 8  土层厚度对竖向振动放大系数的影响 

Fig.8  Influence of thickness of soil layer on vertical vibration 
amplification 

厚度变化时竖向振动放大系数随频率的变化曲线。

可见，第 1 峰值时随着土层厚度的增加，竖向振动

放大系数逐渐增大，随着频率逐渐衰减。 

5  讨论 

在现有对土层竖向放大效应研究的基础上，采

用分数导数模型描述土骨架的应力和应变本构关

系，并将该模型与以往常用的经典弹性模型和标准

线性固体(经典粘弹性)模型进行了对比，讨论了本

构参数和土体各参数对竖向振动放大系数的影响。

目前，该模型在岩土工程领域应用的技术难题是本

构参数的确定。因此，笔者还有很多工作要做。最

近，已有学者对湛江沿海软土开展不同固结压力作

用下的三轴固结不排水蠕变试验，根据蠕变试验数

据得到土体的蠕变曲线，然后借助最小二乘法对试

验数据进行蠕变曲线拟合，确定了该模型的本构参

数[16]，为该模型在岩土领域的应用奠定了基础。 

6  结论 

本文将土骨架视为具有分数导数本构关系的

粘弹性体，通过对 Biot 动力固结方程解耦，在频率

域内得到了饱和分数导数粘弹性土层竖向振动放

大系数函数，分析发现分数导数阶数、材料参数、

土层厚度等对竖向振动放大系数的影响较大。通过

对经典粘弹性饱和土层、分数导数型粘弹性饱和土

层以及经典弹性饱和土层比较分析，充分体现分数

导数模型的优越性，为更好地进行场地土对地震波

放大效应研究提供可靠的理论依据。 
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