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一种基于修正 SSPH近似的 
无网格局部 Petrov-Galerkin法 

肖毅华，胡德安，韩  旭，龙述尧 
(湖南大学汽车车身先进设计制造国家重点实验室，湖南，长沙 410082) 

摘  要：首先采用奇异权函数对对称光滑粒子流体动力学(SSPH)近似进行了修正，使其构造的形函数近似满足 δ

函数性质，方便无网格法中本质边界条件施加；然后应用修正的 SSPH 近似法构造试函数，结合以 Heaviside 函

数为权函数的局部弱形式，提出了一种新的求解弹性静力问题的无网格局部 Petrov-Galerkin法；最后应用新的无

网格法计算了一系列数值算例，结果表明：该方法具有良好的精度和收敛性。 
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A MESHLESS LOCAL PETROV-GALERKIN METHOD BASED ON 
MODIFID SSPH APPROXIMATION METHOD 

XIAO Yi-hua , HU De-an , HAN Xu , LONG Shu-yao 
(State Key Laboratory of Advanced Design and Manufacturing for Vehicle Body, Hunan University, Changsha, Hunan 410082, China) 

Abstract:  In this paper, the singular weight function is introduced to modify the symmetric smoothed 
hydrodynamics (SSPH) approximation method firstly, which makes the shape functions constructed satisfy the 
Dirac delta function properties approximatively and the enforcement of essential boundary conditions become 
easier. Then, a new meshless Petrov-Galerkin method is proposed for solving elasticity problems by using the 
modified SSPH approximation method to construct trial function in local weak form with Heaviside weight 
function. Finally, several plane problems are calculated with the presented method. Numerical results demonstrate 
that the new method can achieve quite good accuracy and convergence. 
Key words:  elasticity; meshless local Petrov-Galerkin method; SSPH approximation; singular weight function; 

Heaviside function 
 
无网格局部 Petrov-Galerkin (MLPG)法[1―2]在对

场变量插值和局部弱形式积分时均不需要网格信

息，是一种真正的无网格法。它在热传导、断裂力

学、板弯曲以及高速冲击等问题中都得到了应   
用[3―6]。在MLPG法中，试函数和权函数不需要来
自相同的函数空间，通过选择不同形式的试函数和

权函数可以得到多种性能各异的MLPG法[7]。对于

权函数的选择，已有研究表明 Heaviside 函数是相
当理想的，能消除子域上的积分，计算效率高、精

度好。而对于试函数的构造，目前虽已存在多种方

法，如移动最小二乘(MLS)法[8]、径向基函数(RBF)
法等，但这些方法构造试函数的计算过程都比较复

杂，成为制约MLPG法高效计算的重要因素。并且，
这些方法得到的试函数的形函数一般不具有δ 函
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数性质，给本质边界条件的施加也带来一定困难。

所以，在MLPG法中引入和发展新的高效的方法来
构造试函数对提高其计算效率和精度具有重要  
意义。 
对称光滑粒子流体动力学(SSPH)法[9―10]是一

种新型的无网格近似法，可用于构造试函数。它具

有近似精度高、计算形函数导数时无需对形函数求

导、计算效率高的特点，但它构造的形函数不具有

δ 函数性质，因而应用于无网格法时本质边界不能
直接施加。目前，SSPH 法在无网格法中已得到初
步应用。Batra等[9]用 SSPH法构造近似函数，提出
了基于 SSPH近似的配点法和MLPG法，并求解了
二维弹性静力问题。 
本文首先对 SSPH法进一步研究，采用奇异权

函数对其进行修正；然后应用修正的 SSPH法构造
试函数，并以 Heaviside 函数作为局部弱形式的权
函数，提出了一种新的求解弹性静力问题的MLPG
法。新的方法利用了 SSPH法计算形函数导数简单
的优点，而且因修正的 SSPH法的形函数有δ 函数
性质而可以直接施加本质边界条件。另外，它在无

体力的情况下只需在子域边界上对弱形式进行  
积分。 

1  SSPH近似 
以二维场函数的近似为例给出 SSPH法近似公

式的推导过程。场函数 ( )u x% 在点 x处的m阶泰勒
展开式可以表示为： 
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考虑 2m = ，忽略式(1)中三次及三次以上的导数项，
( )u x% 可近似为： 

T( ) ( , ) ( )hu =x p x x a x% %           (2) 

式中： ( , )p x x% 和 ( )a x 分别为基向量和系数向量，
其表达式为： 
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以式(2)作为 ( )u x% 在点 x 的邻域内的局部近似
式，根据加权最小二乘原理，使近似式(2)与 ( )u x% 间

的加权误差 ( )J x 在点 x的邻域内最小化，可以得到
系数向量 ( )a x 。 ( )J x 的定义为： 
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其中：n为离散节点的总数；I 为节点号； ( , )Iw x x
为紧支权函数； ( )h

Iu x 和 Iu 分别为节点 I 处的近似
值和精确值。 
将式(2)代入式(5)，并表示成矩阵形式有： 

T( ) =[ ( ) ] ( )[ ( ) ]J − −x Pa x u W x Pa x u     (6) 

其中矩阵 P、W 和向量 u的表达式分别为： 
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式(7)~式(9)中：k 为基向量中基函数的数目； Ip 表
示基向量中的第 I 个基函数。 
为使 ( )J x 极小，对式(6)关于 ( )a x 求极值得： 

 = ( ) ( ) ( ) 0J∂
− =

∂
A x a x B x u

a
        (10) 

式中： T( ) ( )=A x P W x P； T( ) ( )=B x P W x 。 
求解关于 ( )a x 的线性方程组式(10)得到： 

1( ) ( ) ( )−=a x A x B x u           (11) 

在式(11)中，令 1( ) ( ) ( )−=C x A x B x ，则 ( )a x 可以
表示为： 

( ) ( )=a x C x u              (12) 
由于 ( )a x 中的元素为场函数在点 x 处的函数值及
其相应的导数值，故式(12)即为 SSPH 法对场函数
及其导数的近似，写为标量形式有： 
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式中： IJC 表示矩阵C 中第 I 行 J 列的元素。由   
式(13)可知，矩阵元素 1IC 即为节点 I 的形函数， 2IC
和 3IC 则分别为形函数对坐标 x和 y的一阶导数。 
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由上述推导过程可见，SSPH 法通过求解线性
方程组式(10)同时得到了形函数及其导数，形函数
导数的计算过程相当简单。而且，SSPH 法的权函
数仅作为误差函数中的加权系数，在计算过程中不

需要对其求导。所以，权函数只需满足以下条件即

可：连续；非负；在节点处取最大，随着到节点距

离的增大逐渐衰减；在节点影响域外为 0。遵循上
述原则，本文取权函数为： 

2(1 ) ,   1( , ) ,   =4.0
0,               1I

r rw
r

α

α
 −= 

>
x x ≤

   (14) 

式中： r定义为 || || /I Ir d= −x x ， Id 表示节点 I 的
影响域半径。 

2  修正的 SSPH近似 
SSPH 法构造的形函数不具有δ 函数性质，即

1 ( )I J IJC δ≠x 。本文借鉴 Lancaster等人[3]修正MLS
近似的思想，通过构造奇异权函数对 SSPH法修正。
奇异权函数的形式如下： 
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%          (15) 

式中：β 为控制参数；ε 为一很小的正常数。参数
β 和ε 的选择有一定的任意性，可以通过数值研究
来确定一个合理的取值。 
奇异权函数在节点处具有奇异性，权函数值很

大。当近似计算点 x为某一节点时，误差函数 ( )J x
的大小几乎完全由该节点处的误差控制，这使得节

点处的近似值必须与精确值非常接近，从而使近似

函数近似具有插值特性，相应地，其形函数近似满

足δ 函数性质。 
以式(15)描述的奇异权函数w% 取代式(5)中的权

函数w，按照上节中相同的推导过程可以得到修正
的 SSPH近似的形函数 1IC% 及其导数 2IC% 和 3IC% 。它
们的计算表达式的形式分别与 1IC 、 2IC 、 3IC 相同，

只需将其中的权函数w替换为奇异权函数w%。修正
的 SSPH法的近似函数及其导数可以表示为： 
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3  基于修正的 SSPH近似的MLPG法 

根据子域上的加权残量法，以 Heaviside 函数

为权函数[7,11]，可以得到一种在计算上简单、高效

的弹性静力问题控制方程的局部弱形式： 
d d d d

s su st sL Γ Γ Ω

Γ Γ Γ Ω− − = +∫ ∫ ∫ ∫t t t b     (17) 

式中： sΩ 为局部子域； sL 为子域边界 sΩ∂ 在问题

域Ω 内的部分， su s uΓ Ω Γ= ∂ I ， st s tΓ Ω Γ= ∂ I ，

且 s s su stLΩ Γ Γ∂ = U U ， uΓ 和 tΓ 分别为位移边界
和面力边界。另外， t为面力向量， t 为 tΓ 上给定

的面力， b为给定的体力向量。 
在平面问题中，面力向量 T[  ]x yt t=t 。应用面

力-应力关系以及弹性本构关系， t可表示为： 
= =t nσ nDε              (18) 

式中：应力向量 T[   ]xx yy xy=σ σ σ σ ；应变向量 =ε  
T[ ]xx yy xyε ε ε ；D为弹性矩阵。矩阵n和D的表达式为： 
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其中： xn 、 yn 为边界的单位外法向量的分量；E、
µ分别为弹性模量和泊松比。 

在式(18)中代入应变-位移关系，并用式(16)给
出的修正 SSPH法近似位移试函数的导数，可以得
到近似的面力向量： 
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将式(20)代入式(17)，导出最终的无网格法求解公式： 
2 2 2 1 2 1=n n n n× × ×K U F            (22) 

其中：U为待求的位移向量； K 和 F 分别为刚度
矩阵和载荷向量，相应的计算表达式如下： 
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式(23)中只有载荷向量的体力项涉及子域上的
积分，其余项均只需在子域边界上积分，因而积分
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的计算量小、计算效率高。在本文算例中，不涉及

体力，完全不用计算子域上的积分。 
对于本质边界条件，由于修正的 SSPH法构造

的形函数近似满足δ 函数性质，所以可以直接施
加。假设第 i个自由度的位移指定为 i iu u= ，则通

过下述操作可以直接施加边界条件： 
1;  

0; ,  1, ,2 ,
ii i i

ij ji j j ji i

K F u
K K F F K u j n j i

= =
 = = = − = ⋅ ⋅ ⋅ ≠  

(24) 

4  数值测试 

4.1  修正的 SSPH法的形函数 
为检验奇异权函数对 SSPH 近似修正的有效

性，首先对 SSPH和修正的 SSPH的形函数进行分
析。在一维情况下，取插值区间为 [0,1]，采用 11
个等距分布的节点进行离散，节点间距为 0.1∆ = ，

每个节点的影响域半径为 3.0Id ∆= 。图 1给出了采
用 SSPH 和修正的 SSPH 构造的中心节点( 0.5x = )
的形函数图。由该图可见，SSPH的形函数不满足δ
函数性质，而修正 SSPH的形函数近似满足了δ 函
数性质。 

 
图 1  一维情况下中心节点的形函数(共 11个节点) 

Fig.1  1D shape function of the central node (11 nodes in total) 

奇异权函数中的参数 β 和ε 对修正的 SSPH的
形函数存在影响。表 1分析了参数ε 对形函数的影
响。由该表可见，ε 越小，形函数的δ 函数性质满
足程度越好。但ε 不能取得过小，否则容易导致矩
阵 A奇异，从而难以准确地对其求逆。图 2给出了
不同 β 值下的形函数图。参数 β 主要对形函数的光
滑性存在影响， β >1 时形函数的光滑性较好。为
使形函数能很好地满足δ 函数性质、避免奇异性带 

表 1  奇异权函数中参数 ε 的影响 
Table 1  Influence of the parameter ε in singular weight 

function 

ε  1×10−2 1×10−4 1×10−6 1×10−8 1×10−10 

1max( ( ) )| |I J IJC δ−x%  2.2×10−2 2.4×10−4 2.4×10−6 2.4×10−8 2.4×10−10 

 
图 2  奇异权函数中参数 β 的影响 

Fig.2  Influence of parameter β in singular weight function 

来的数值计算困难，并使其具有较好的光滑性，本

文在以下计算中取 810ε −= 和 2β = 。 

4.2  修正的 SSPH法的近似精度 
近似方法的精度直接影响到最终的无网格法的

求解精度。因此，我们需要对修正的 SSPH法的近似
精度进行分析。下面以曲面拟合来测试修正的 SSPH
法的近似精度及相关参数的影响。取测试函数为： 

( , ) sin cosf x y x y=          (25) 
其定义域Ω 为 [0.5,1.5]x∈ ， [0.5,1.5]y ∈ 。曲面拟

合结果的相对误差定义为： 
2 2( ) d ( ) dh e e

fE f f f
Ω Ω

Ω Ω= −∫ ∫  (26) 

其中： hf 和 ef 分别表示函数的近似值和精确值。
域Ω 采用 121个均匀分布的节点离散，节点间距为

0.1∆ = ，每个节点取相同的影响域半径 Id η∆= ，

其中η为控制参数。图 3给出了不同η值下修正的
SSPH法的拟合结果的相对误差。由该图可见： 

1) 相对误差在 10−4的量级，说明修正的 SSPH
法具有很高的近似精度； 

 
图 3  不同影响域半径下修正的 SSPH法的近似误差 

Fig.3  Approximation errors of modified SSPH method with 
different radii of influence domain 

2) 随着影响域半径的增大，近似精度有所降
低。所以，为得到更高的近似精度，节点影响域半

径应尽可能取得小些，但同时也应使计算点邻域内
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有足够的节点以免矩阵 A奇异。当近似式中采用二
次基( 2m = )时，η取 3.0比较合理。 
4.3  悬臂梁 
如图 4所示，悬臂梁在自由端受按抛物线分布

的面力作用。此问题存在精确解[12]，我们以其来检

验本文提出的无网格法的计算精度。 

 
图 4  悬臂梁 

Fig.4  A cantilever beam 

计算时，取悬臂梁的几何参数为 48mL = 、

12mD = ，材料参数为弹性模量 73 10 PaE = × 、泊

松比 0.3µ = ，载荷 P 呈抛物线分布，峰值大小为

−1000Pa；对悬臂梁采用 175(25×7)个均匀分布的节
点离散，每个节点的影响域半径取为该节点到与其

相距第三近的节点间距离的 3倍。本算例中确定影
响域半径的方法同样应用在下面 2个算例中。另外，
本文各算例中的各参数均采用国际标准单位。 
图 5给出了悬臂梁位于 x轴上的各节点的挠度。

图 6 为梁截面 / 2x L= 上的正应力和剪应力计算结

果。可见，本文方法计算得到的位移和应力均与精

确解相符，这说明本文方法具有良好的计算精度。 
为研究本文方法的收敛性，采用 9×3、17×5、

25×7和 33×9这 4种均匀分布的节点离散方案进行
了计算，图 7给出了应力的相对误差随节点间距的
变化。由该图可见，本文方法的计算误差随节点间

距的减小而单调减小，具有良好的收敛性。 
4.4  带圆孔的方板 
考虑一无限大方板，其中心有半径为 1.0ma =

的圆孔，在 x方向受均匀拉应力 0 1.0Paσ = 作用。

本问题也存在精确解[12]。由于载荷和结构的对称

性，只取方板的四分之一分析。分析模型见图 8，
分析区域的大小为5 5a a× ，对其采用 121个节点离
散。边界 0x = 和 0y = 上按精确解约束位移；边界

5x a= 和 5y a= 上按精确解施加面力；材料参数为

弹性模量 31.0 10 PaE = × 、泊松比 0.25µ = 。 

图 9 为本文方法求解得到的边界 0x = 上的  
正应力( xxσ )分布。与精确解比较可见，本文方法
计算结果准确，能很好地反映孔边的应力集中   
现象。 

 
图 5  x轴上节点沿 y方向的位移 

Fig.5  Displacements in y direction of nodes on the x-axis 

 
图 6  梁截面 / 2x L= 上正应力 xxσ 和剪应力 xyσ 的分布 

Fig.6  Distribution of normal stress xxσ  and  
shear stress xyσ  on the section / 2x L=  

 
图 7  应力误差的收敛曲线 

Fig.7  Convergence of stress error 

 
图 8  带中心圆孔的方板的节点离散方案 

Fig.8  Nodal arrangement of a square plate with  
a central circular hole 
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图 9  方板的应力分析结果 

Fig.9  Stress results of square plate 

4.5  连杆 
图 10(a)为一受单位轴向拉伸载荷的连杆，假设

其处于平面应力状态，并根据问题的对称性取一半

分析。连杆的材料考虑为纯钛，材料参数参考文  
献[13]，弹性模量 E=107×109Pa、泊松比 0.34µ = 。

分析时，采用图 10(b)所示的 1146个节点进行离散。
图11给出了本文方法分析得到的连杆的应力 ( )xxσ
结果。该图表明，连杆上的最大应力点出现在中心

孔的孔边，其坐标为(21.268, 3.490)，该点和孔中心
的连线与水平轴间的夹角θ =85.6°，最大应力值为
2.921。文献[13]基于有限元法对本算例也进行了分
析，表 2将其结果与本文方法结果进行了对比。两
者计算的最大应力点的位置很相近，最大应力值误

差不到 1%。 

 
(a) 

 
(b) 

图 10  受轴向拉伸的连杆 
Fig.10  A link bar under axial tension 

 
图 11  连杆应力分析结果 

Fig.11  Stress result of the link bar 

表 2  最大应力点的位置和最大应力的大小比较 
Table 2  Comparison of maximum stress position and 

maximum stress amplitude 

 最大应力点位置 最大应力值 

本文方法 中心孔边，θ=85.6° 2.921 
有限元法[13] 中心孔边，θ=82° 2.908 

5  结论 

本文应用奇异权函数对 SSPH 近似进行了修
正，并基于修正的 SSPH 近似，结合以 Heaviside
函数为权函数的局部 Petrov-Galerkin离散方案，提
出了一种新的MLPG法。文中通过一系列数值算例
对修正的 SSPH近似和新的MLPG法进行了测试，
得到以下结论： 

(1) 修正的 SSPH 法构造的形函数近似满足δ
函数性质，其形函数的特性与奇异权函数中的 2个
参数 β 和ε 有关。 

(2) 修正的 SSPH 法具有很高的近似精度，影
响域半径对近似精度有一定影响，其规律是：半径

越大，近似精度反而越低。 
(3) 悬臂梁算例的研究结果表明：新的 MLPG

法具有良好的计算精度和收敛性。 
(4) 带圆孔的方板算例说明新的MLPG法能高

精度地求解应力集中问题；连杆算例说明新的

MLPG法应用于更复杂的几何结构的应力分析是可
行的。 
新的MLPG法利用了 SSPH法计算形函数导数

简单的优点，而且可以直接施加本质边界条件，只

需在子域边界上积分，是一种简便通用的计算方

法。它为工程问题的分析提供了一种有效的途径。 
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