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刹车系统的摩擦自激振动和控制

贾尚帅 1,2，丁  千 1,2 
(1. 天津大学力学系，天津 300072；2. 天津市非线性动力学与混沌控制重点实验室，天津 300072) 

摘  要：研究刹车系统的摩擦自激振动和控制问题。采用 LuGre模型计算摩擦力，建立了两自由度盘式刹车系统

的动力学模型。通过平衡点的稳定性分析，给出 Hopf 分岔失稳的临界速度。应用基于微分几何法和线性二次型

最优控制相结合的方法，设计单输入单输出的非线性系统控制器，以便通过推迟系统的分岔临界速度，减少减速

型刹车过程中的摩擦颤振，避免刹车啸叫。最后分析了控制器和系统参数对控制效果的影响。仿真表明，该控制

器能有效的抑制刹车系统中的摩擦自激振动。 
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FRICTION-INDUCED SELF-EXCITED VIBRATION AND CONTROL OF A 
BRAKE SYSTEM 

JIA Shang-shuai1,2 , DING Qian1,2 
(1. Department of Mechanics, Tianjin 300072, China; 2. Tianjin Key Laboratory of Nonlinear Dynamics and Chaos Control, Tianjin 300072, China) 

Abstract:  The non-linear dynamics and control of friction-induced vibration in a brake system are investigated. 
Adopting the LuGre friction model, the dynamical equations of a 2-DOF disc brake system are derived by 
considering the friction force between the disc and the pad. The critical speed of Hopf bifurcation of the 
equilibrium is obtained through stability analysis. The design method based on differential geometry and linear 
quadratic optimal control for SISO nonlinear system controller is used to reduce the chatter phenomena during 
deceleration-type braking by postponing the critical speed of Hopf bifurcation. At last, the influences of the 
controller and the system parameters are analyzed. The simulation result shows that the method based on 
differential geometry and linear quadratic optimal is effective to control the self-excited vibration. 
Key words:  nonlinear control; brake system; self-excited vibration; chatter; Hopf bifurcation; LuGre friction 
 

干摩擦会引起部件的振动和失稳，例如机床刀

具和钻杆的颤振、刹车啸叫等。这种振动现象往往

会引起加工精度降低、机械部件磨损、噪声，对工

作效率和生活环境造成负面影响等[1―4]。刹车系统

是保障车辆安全行驶的重要装置，但摩擦盘、块之

间的摩擦力常常导致结构产生刹车啸叫。Giannini
通过实验发现刹车块的面外自激振动是产生啸叫

的重要因素[5]，而这种自激振动实际上是接触摩擦

界面间的相对运动速度达到一定值时，由 Hopf 分
岔导致的系统失稳现象[6]。 

虽然目前还没有消除刹车噪声的通用方法，但

引入主动控制被认为是一种有效的手段，其中控制

器的设计是主动控制中的重要部分。Chatterjee[7]介

绍了控制摩擦自激振动的方法，主要是通过

Lyapunov 第二方法得到其控制率。Lignon 等通过
比较初始系统和受控系统的不稳定区域得到了一

些控制策略，并证明 μ-synthesis控制方法能够有效
抑制刹车系统的自激振动[8]。对于非线性系统，分

岔控制主要是指通过一定的控制手段，有目的的引

入控制器来改变动力系统分岔现象的各种特征。常
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用的控制手段包括 wash-out滤波器方法，线性和非
线性反馈法，频域分析和数值逼近方法，以及基于

规范性和不变集的分岔控制等。文[9]针对机翼的颤
振问题，研究了应用 wash-out滤波器技术进行的主
动控制。 

文中采用 LuGre摩擦力模型，建立两自由度刹
车系统的动力学模型。首先求得平衡点并进行稳定

性分析，得到系统发生 Hopf 分岔的条件。然后应
用基于微分几何法和线性二次型最优控制相结合

的单输入单输出非线性系统控制器的设计方法，对

刹车系统进行分岔控制，推迟刹车系统出现自激振

动的临界速度，尽可能地避免刹车啸叫现象。 

1  摩擦力模型 

在摩擦动力学研究中，摩擦力具有 Stribeck 特
性、时间依赖性和记忆特性等。LuGre 动态摩擦模
型不仅考虑了粘性摩擦、库仑摩擦，而且考虑了静

态摩擦以及 Stribeck 效应，能充分反映摩擦运动机
理，是目前较完善的摩擦模型之一[10]。 

LuGre 模型认为接触面在微观上是粗糙、不规
则的，只有部分接触，即可以假设成弹性鬃毛之间

的接触，如图 1，z为鬃毛的平均变形量： 
0

( )
r

r
r

vz v z
g v
σ

= −&              (1) 

摩擦力由鬃毛的挠曲产生，可以描述为： 

0 1 2
0

( )r
NF z z v
N

σ σ σ= + +&         (2) 

其中：vr为系统的相对速度；N 为相对于参考状态
N0的法向载荷；N0为单位力；σ0、σ1和 σ2分别为鬃

毛刚度、微观阻尼器系数和粘性摩擦系数。函数 
g(vr)描述了 Stribeck效应： 

2( / )( ) ( )e r sv v
r c s cg v F F F −= + −       (3) 

式中：Fc为库仑摩擦力；Fs是最大静摩擦力；vs为

Stribeck 速度。当鬃毛的平均变形处于稳态滑动，
并且忽略粘性摩擦项时， 0z =& ，σ2=0，稳态情况下
的摩擦力为： 

0
( )r

NF g v
N

=              (4) 

稳态滑动时，摩擦力为相对速度的函数，如  
图 2， 2( )g v vσ+ 为 LuGre摩擦力， 21 vσ+ 和 ( )g v
分别为 LuGre 摩擦力中的粘性摩擦和 Stribeck 效
应。从图 2中可以看出，稳态滑动时的 LuGre摩擦
力在低速时具有负斜率，即 Stribeck效应。 

 
图 1  LuGre摩擦力模型 

Fig.1  LuGre friction model 

 
图 2  稳态滑动的摩擦力 

Fig.2  Friction force vs. steady sliding speed 

2  刹车系统动力学分析 

2.1  动力学模型 
盘式刹车系统动力学模型如图 3，将刹车系统

简化为一个两自由度模型，即考虑其面内运动(y方
向)和面外运动(x 方向)，两个方向运动通过摩擦盘
和摩擦块之间的摩擦面倾角 θ耦合。 

 
图 3  刹车系统模型 
Fig.3  Braking model 

运动微分方程： 

2 2
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式中：F 为摩擦力；N 为摩擦盘和摩擦块之间的法
向压力。面内和面外运动之间的几何约束为： 

tanx y θ=               (6) 
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θ 为小量，则 sin tanθ θ θ≈ ≈ 和 cos 1θ ≈ 。考

虑稳态滑动下的 LuGre摩擦力，由式(5)可得到： 
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式中： 

1y y= ； 2y y= & ； 3y z= ；
2
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2.2  平衡点稳定性 
式(7)的平衡点对应一个稳定的相对滑动速度，

可以令 1 2 3 0y y y= = =& & & ，得到系统的平衡点： 

10 0y = , 20 0y = , 30
0

( )g vy
σ

=  

令 
T T

1 2 3 1 10 2 20 3 30( , , ) ( , , )x x x y y y y y y= = − − −x  

在平衡点处将式(7)中的第3式进行泰勒级数展
开，得到： 
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式中： 
1 1 2( ( ))a k k g v′ ′= − + ； 2 1 2( ( ))a c c g v′ ′= − + ；

3 2 0a k σ′= − ； 4 2 0a c σ′= − ； 1
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( )
vg vb
g v

′
= − ；
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式(8)的 Jacobi矩阵的特征值满足下列特征方程： 
3 2

2 1 0 0λ α λ α λ α+ + + =           (9) 
式中： 2 2 2( )a bα = − + ； 1 2 2 1a b aα = − ； 0 1 2a bα = 。 

平衡点的稳定性由特征方程式(9)的特征根决
定，由于 0 1 2 0a bα = > ，在满足条件式(10)时，式(9)

存在一对纯虚特征根为 1,2 1i i aλ Ω= ± = ± 。 

0 1 2 0α α α− = ， 1 0α > ， 2 0α >      (10) 
此时的另外一个特征根 3 2 0bλ = < 。由式(10)

的等式解出摩擦盘的临界速度 cv v= ，由 Routh 定
理可知，在 cv v= 时刻，平衡点处于临界稳定状态。

当 cv v> 时，平衡点处于稳定状态；当 cv v≤ 时，摩

擦块的平衡点将失稳。结合式(10)，可以推导出 Hopf
分岔的条件[11]： 

1 2 1 2

2

( ) 0, ( ) 0
1d(Re( ( ))) / d ( ) 0
2

c c

c c

c c g v k k g v

c v v c g vλ

′ ′ ′ ′+ = + >

 ′ ′= = − ≠

 (11) 

若系统满足条件式(11)，则当 cv v≤ 时，平衡点

转变一个极限环，产生摩擦自激振动，也就是刹车

啸叫。 

3  Hopf 分岔控制 

3.1  控制器设计 
单输入单输出的受控非线性系统为： 

( ) ( )
( )

u
hξ

= +
 =

x f x g x
x

&
          (12) 

式中：u为控制量；ξ为系统输出；其他表达式： 
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1 2( )f x=x ， 3 1 2 2 3( )f b x b x= +x ， ( ) 1h xξ = =x ，

2 1 1 2 2 3 1 3 4 2 3( )f a x a x a x x a x x= + + +x 。 

应用微分几何法，通过非线性状态反馈和坐标

变换，将非线性系统精确线性化： 

1 2
*

2

2 1 2 2 1( 1 )
v

b b

µ µ

µ
ψ µ µ ψ µ

=


=
 = + + − + −

&

&

&

   (13) 

式中： T T
1 2 1 2[ ] [ ]x xµ µ= =μ ； *v 为待定输入；

ψ 为系统零动态状态变量。 
系统的零动态 2 ( 1 )bψ ψ= − +& ，由于 2 0b < ，可

知零动态渐进稳定，因此精确线性化系统式(13)满
足二次型最优控制的控制率为： 

* * * * *
1 2 0 1 1 2 0 1v k k k x k xµ µ= − − = − −      (14) 

对应原系统的控制率为[12]： 
* *

2 1 2 0 1u x k x k x= − − −&           (15) 

受控系统为： 

1 2
* *

2 1 0 1 2 1 2 3 1 3 4 2 3

3 1 2 2 3

0.5[( ) ( ) ]

x x

x a k x a k x a x x a x x
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&
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&

(16) 
基于二次型最优控制，系统的状态反馈矩阵 

满足： 
* 1 T * ( ) ( )v R P t t−= − = − *B μ K μ        (17) 
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P∗为满足 Riccati方程的解： 
T 1 T 0P PA PBR P−+ − + =A B Q     (18) 

式中：Q、R 分别为状态量的权矩阵和控制量的权
系数，Q=diag(Q1，Q2)；B为系统式(13)对应的控制
矩阵 B=[0 1]T；最优反馈增益矩阵 K*=[k0

*  k1
*]。 

3.2  控制结果 
系统参数为： m=0.01kg， c1=10N· s/m，

c2=1N·s/m，k1=1×105N/m，k2=2×105N/m，θ=0.1rad，
Fc=1N ， Fs=1.5N ， vs=1m/s ， σ0=1×105N/m ，
σ2=0.01N·s/m。 

未受控和受控系统响应的模拟计算中，初始条

件取为：x10=10−4m，x20=0.1m/s，x30=10−8m，结果
见图 4、图 5。由图 4可见，v=0.8m/s< vc=0.9006m/s
时，系统产生超临界 Hopf 分岔，响应是一个较大
的 极 限 环 。 对 于 受 控 系 统 ， 取 v=0.8m/s> 
v*

c=0.7654m/s，虽然未受控系统已经失稳并产生极
限环运动，但受控系统的平衡点仍为渐进稳定的，

如图 5所示。从这个意义来说，通过控制器的作用，
原来的颤振得到了抑制。 

 
图 4  未控系统动力学响应 

Fig.4  Dynamic response of un-controlled system 

 
图 5  控制系统动力学响应 

Fig.5  Dynamic response of controlled system 

由前面的分析可见，通过改变状态权矩阵 Q和
控制权系数 R，可以改变状态反馈矩阵中的系数 *

1k
和 *

2k ，进一步推迟分岔点，减少啸叫现象。图 6显

示临界速度与 Q、R 和系统阻尼比值的关系，表明

增大 Q，减小 R和增大系统阻尼比值，均能降低分
岔临界速度。当阻尼比达到一定的值时，分岔临界

速度甚至减小到 0，避免了颤振啸叫的发生。 

 
图 6  分岔临界速度与控制和结构参数 

Fig.6  Bifurcation critical speed vs. control and structural parameters 
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4  结论 

研究两自由度盘式刹车系统的干摩擦自激振

动，应用基于微分几何法和二次型最优控制相结合

的方法，设计了 Hopf分岔控制器。研究结果表明： 
(1) 刹车系统的干摩擦自激振动是由 Hopf 分

岔引起的。当摩擦盘转速小于临界速度时，平衡点

失稳，产生摩擦自激振动，引起刹车啸叫。 
(2) 基于微分几何法和二次型最优控制相结合

的非线性控制器，不会改变系统 Hopf 分岔的性质
(亚临界、超临界)，但可以减小系统的分岔临界速
度，从而减少减速型刹车过程的啸叫现象。 

(3) 控制中的状态权矩阵、状态权系数和系统
阻尼比对临界速度均有影响。而通过增大系统阻尼

比，甚至可以降低分岔临界速度至 0，理论上能避
免颤振啸叫的发生。 
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