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考虑桩 土 锤相互影响的基桩瞬态动力响应
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摘  要：考虑桩-土-锤的相互作用，采用瞬态波特征函数展开法，研究端承桩或嵌岩桩在打桩过程中的瞬态动力响

应和次撞击现象。该文基于一维杆波动理论，根据系统的初边值条件，分别给出了打桩过程桩-土-锤结构的瞬态响

应解和分离过程基桩的瞬态响应解。根据合理的撞击与分离过程转换条件，实现对次撞击问题的分析。通过算例，

给出了基桩系统在打桩过程和分离过程的频率变化；考虑撞击激发的高频响应，分析不同模态截断项对结构响应的影

响；研究了瞬态应力波的传播特性和次撞击现象。研究结果可为基桩设计以及基桩长期运作的安全评估提供参考。 
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TRANSIENT DYNAMIC RESPONSE OF PILE FOUNDATION 
CONSIDERING THE EFFECT OF PILE-SOIL-HAMMER 

TIAN A-li1 , YIN Xiao-chun2 

(1. School of Naval Architecture & Ocean Engineering, Jiangsu University of Science and Technology, Zhenjiang 212003, China; 

2. Department of Mechanics and Engineering Science, Nanjing University of Science and Technology, Nanjing 210094, China) 

Abstract:  The transient wave eigenfunction method has been proposed to solve the problem of the transient 
dynamic response of a pile foundation with the consideration of a pile-soil-hammer interaction. Based on 
one-dimensional wave theory and initial-boundary conditions, analytical solutions of transient responses during 
impact and separation processes were obtained, respectively. The conditions of the processes that occurred 
alternatively were established to research on the sub-impact phenomenon. The frequencies of a pile in a numerical 
example were investigated during the impact process and separation process. Considering the high-frequency 
response excited by impact, a proper wave truncation number was suggested to choose for transient dynamic 
responses. Meanwhile, the propagation of transient stress waves along the pile and time history of an impact force 
including sub-impact process has been analyzed. The present study can provide a reference method for the pile 
foundation design, the selection of a hammer and the safety assessment of a system in long-term operation. 
Key words:  solid mechanics; transient response; wave theory; pile; stress wave 
 
基桩础以其承载力大、稳定性好、沉降小、能

适应各种地质条件和载荷等特点，在高层建筑、桥

梁、海上平台和核电站等工程中得到广泛应用。 
基桩础主要用于承受竖向载荷，如机器动力载

荷、地震载荷、波浪反复载荷等。大多数打桩动力

研究中，重点分析基桩本身[1―2]。随着对基桩研究

的发展，许多学者考虑了土体的影响。Zhou 等[3]

研究了半空间饱和土中基桩受竖向载荷的瞬态动

力响应。阙仁波[4]考虑土体波动效应，对弹性变截

面桩在任意激振力作用下的纵向振动特性进行了

研究。胡春林等[5]考虑桩的非线性弹性和土体的线

性粘弹性，用多时间尺度法分析了一端固定、一端

自由的基桩非线性轴向振动特性。丁科等[6]考虑桩

侧土体对基桩的阻力作用，研究一维粘弹性基桩在
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瞬态激振力作用下的动态响应特性。孙昱等人将桩

周围的土对桩的作用以标准线性固体模型来表示，

研究了土对基桩的动力作用[7]。文献[8]采用连续模
型，分析了打桩过程中，桩-土结构的动力响应和桩
中瞬态波的传播特性。 
实际工程中，肉眼看来的一次简单碰撞，可能

包含了多次快速的次碰撞过程[9―10]。直到 1996年，
结构连续次碰撞问题才引起科学界的注意。在肉眼

观察到的撞锤一次打桩过程中，可能也存在这样集

簇发生的次撞击现象，影响基桩瞬态应力波的传播

特性和动力响应。 
本文考虑基桩周围土体和撞锤对结构的作用，

研究基桩结构的瞬态波传播特性和动力响应，分析

集簇发生的次撞击现象对系统动力响应的影响。通

过工程实例计算，分析瞬态波在基桩中的传播过

程，比较撞锤和阻尼对基桩响应频率随波数变化的

影响，分析集簇发生的次撞击现象及其对结构动力

响应的影响。 

1  力学模型 
由于桩长一般远大于桩径，可以将桩体简化为

一维问题进行研究(桩长大于 5 倍~10 倍的桩径)。
本文将端承基桩视为材料均匀的一维弹性杆，将桩

侧土体与桩之间的相互作用处理为与速度有关的

阻尼器以平行的方式耦合。打桩过程中，撞锤与基

桩接触形成桩-锤系统，考虑撞锤对基桩瞬态响应的
影响，建立桩-土-锤系统动力控制方程。为简化计
算，将撞锤也视为材料均匀的一维短杆，因此，撞

锤打击基桩的力学模型，可简化为考虑阻尼效应的

短杆(撞锤)打击弹性杆(基桩)系统，如图 1 所示。短 

 
图 1  考虑阻尼效应的桩-锤系统 

Fig.1  Illustration of hammer impact against pile considering 
the damping effect 

杆 2(撞锤)在外部激励 ( )F t 作用下，以初始速度 0v
撞击一端固支弹性杆 1(基桩)。模型的力学参数分别
为：弹性模量 1E 、 2E ，密度 1ρ 、 2ρ ，横截面积 1A 、

2A ，轴向长 1l 、 2l ，粘性阻尼系数为 f 。 

利用 St.Venant 杆理论，不计体力时，得到撞
锤与基桩杆的波动方程为： 

2f ′′+ =&& &u u C u               (1) 

式中：
1

2

0
0
c

c
 

=  
 

C ； 1c 、 2c 分别为撞锤和基桩的

无旋波速； T
1 2[ ]u u=u 为撞锤和基桩的位移列向

量；u&&、 ′′u 分别表示对时间和物理坐标的二阶偏导
数。首次打击接触时刻， 0t = 。 
在打桩过程中，端承桩-锤系统边界条件为： 

1(0, ) 0u t = , 2 2 2( , ) ( ) /l t F t Aσ = −    (2a) 

撞击接触界面处，满足位移和力连续性条件： 
1 1 1 2 2( , ) (0, )A l t A tσ σ= , 1 1 2( , ) (0, )u l t u t=  (2b) 

打桩过程中特征频率为桩-锤系统固有频率，满
足超越频率方程： 

1 1 2 1 1 2 2 2 2 1 1 1 2 2cos( )cos( ) sin( )sin( )n n n nA E c k l k l A E c k l k l=
/in n ik cω=  ,  1,2i =             (3) 

分离过程，撞锤与基桩相互独立，边界条件为： 
1(0, ) 0u t = , 1 1( , ) 0l tσ = , 

2(0, ) 0tσ = , 2 2 2( , ) ( ) /l t F t Aσ = −      (4) 

由边界条件式(4)得到基桩固有频率： 
1 1 1 1 1(2 1)π /m mk c m c lω = = +         (5) 

在频率方程式(3)和式(5)中， 1nk 、 1mk 分别为打

桩过程和分离过程中基桩振动对应频率的波数。 

2  瞬态响应解 
采用瞬态波函数特征值展开法求解偏微分方

程式(1)，位移流场 ( , )tu x 是时间和空间的函数，分

为准静态解 ( , )s tu x 和动态解 ( , )d tu x 两部分： 
),(),(),( ttt ds xuxuxu +=          (6) 

位移解满足桩-锤控制方程，真实的边界条件、
界面连续条件和初始条件。一次打桩过程结束后，

桩锤分离，在外力(激励载荷或重力)影响下，发生
后续冲击。由于应力波的持续效应，一次打桩结束

后的基桩中的瞬态应力波，对后续的响应会产生显

著影响。 
2.1  撞击过程动态位移解 
2.1.1  波模态函数 
撞击过程中，两杆接触，形成桩-锤系统以共同

的特征频率振动，动态位移解可采用特征函数展
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开 为： 
*

1
( , ) ( ) ( )id i in i n

n
u x t x q tφ

∞

=

= ∑          (7) 

式中： 1,2i = ； *
2mt t t= − 为第m次撞击过程的过

程时间变量； 2mt 为第m次撞击开始时刻。根据波
动控制方程，计算得到特征值问题的波模态函数

满 足： 
2 2 2 2d ( ) / d ( ) 0i i i i n i ic x x xφ ω φ+ =        (8) 

其通解为： 
( ) cos( ) sin( )in i in in i in in ix A k x B k xφ = +     (9) 

式中， inA 、 inB 可通过齐次边界条件和正交化条件： 
2

0
1

dil
in im i i i mn

i
A xφ φ ρ δ

=

⋅ =∑∫         (10) 

计算得到，式中， mnδ 为 Kronecker函数。 

2.1.2  时间函数 
将准静态位移解与动态位移解代入波动控制

方程式(1)，利用正交归一化条件得到撞击过程的时
间函数方程： 

* * 2 * 2 2( ) ( ) ( ) d ( )/d d ( ) /dn n n n n nq t f q t q t Q t t f Q t tω+ + = +&& &  

(11) 

式中，
2

0
1

( ) ( ) ( , )dil
n i i in i is i i

i
Q t A x u x t xρ φ

=

= − ⋅∑∫ ，通过

Laplace变换求解得： 
* * *( ) (0) ( , ) (0) ( , )n n nq t q J t q I tω ω= ⋅ + ⋅ +&

 2 *
1e ( , )mt
n n nb A D tα ω−             (12) 

其中： 
2 2 / 4n fω ω= − , 

* ** /2 *0
2

( )( , ) e e cos( )
( )

t f t
n

n

F fD t t
f

αα α
ω ω

ω α α
− −−

= − ⋅ ++ − 
 

*/ 2 *2 e sin( )
2

f tf tα
ω

ω
−− ⋅ 

, 

** /2 * *( , ) e cos( ) sin( ) / (2 )f tJ t t f tω ω ω ω−= + , 
* /2 *( , ) e sin( ) /ftI t tω ω ω−= , 

2
1 2 1 1

1 2
2 2

( ) ( ) sin1
2 2 cos

n
n

n

Al Al k lb
k l

ρ ρ
= + , 

1 1
2

2 2

1 sin( )
cos( )

n
n

nn

k lA
k lω

= , 

(0)nq 、 (0)nq& 可通过初始条件确定。 

重复打桩过程的一个特点，是打桩过程和分离

过程不断交替出现，从而造成了各打桩接触与分离

过程的初始条件不断变化。打桩过程的初始位移、

速度分布，为前一次分离过程结束时的位移和速度

状态。分离过程的初始位移、速度分布，为前一次

打桩过程结束时的位移和速度状态。因此，第m次
打桩过程初始条件为： 

2 2( , ) ( , )m mt t+ −=u x u x , 

2 2( ) ( , )m mt t+ −=u x, u x& &            (13) 

式中：m标志第m次打桩过程；2m标志打桩与分
离总次数。初始时刻( 0m = )，  

( ,0) 0=u x ， T
0( ,0) [0, ]v=u x&       (14) 

2.2  分离过程动态位移解 
2.2.1  波模态函数 
分离过程，杆 1和杆 2分离，以各自固有的特

征频率作动态响应。两杆的动态位移分别可表示

为： 
*

1 1 1 1 1
1

( , ) ( ) ( )d m m
m

u x t x q tφ
∞

=

= ∑         (15) 

*
2 2 2 2 2

0
( , ) ( ) ( )d m m

m
u x t x q tφ

∞

=

= ∑        (16) 

其中： *
2 1mt t t += − 为分离过程的过程时间变量；

2 1mt + 为分离过程开始时刻。将动态位移解代入波动

控制方程，由变量分离方法和正交归一化条件，计

算得到两杆各自独立的波模态函数解分别为： 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

( ) 2/ sin( )

( ) 2/ cos( )
m m

m m

x l k x

x l k x

φ

φ

 =


=
       (17) 

式中， 1mk 和 2mk 为分离过程中杆 1和杆 2的波数。 

2.2.2  时间函数 
将分离过程的准静态位移解和动态位移解代

入控制方程，利用正交归一化条件得到分离过程杆

1的时间方程为： 
* * 2 *

1 1 1 1( ) ( ) ( ) 0m m m mq t f q t q tω+ + =&& &     (18) 

Laplace变换解得： 
* * *

1 1 1 1 1( ) ( , ) (0) ( , ) (0)m m mq t J t q I t qω ω= + &   (19) 

其中： 2 2
1 1 /4m fω ω= − ， 

** /2 * *
1 1 1 1( , ) e (cos( ) sin( ) / (2 ))f tJ t t f tω ω ω ω−= + ， 

** /2 *
1 1 1( , ) e sin( ) /ftI t tω ω ω−= 。 

杆 2的时间方程为： 
* * 2 *

2 2 2 2( ) ( ) ( )m m m mq t f q t q tω+ + =&& &  
2 2

2 2 2 2 2 20
( )( )d

l
m s sx c u u fu xψ ′′ − −∫ && &    (20) 

Laplace变换解得： 
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* * *
2 2 2 2 2( ) ( , ) (0) ( , ) (0)m m mq t J t q I t qω ω= + +&  

2 1 *
2 2( 1) e ( , )mtm

m mH D tα ω+−−        (21) 

其中： 2 2
2 2 /4m fω ω= − , 

** /2 * *
2 2 2 2( , ) e (cos( ) sin( )/ (2 ))f tJ t t f tω ω ω ω−= + ， 

** /2 *
2 2 2( , ) e sin( ) /f tI t tω ω ω−= ， 

* ** /2 *
2 2( , ) e e cos( )t ft

mD t F tαω ω− −
= − ⋅ +


 

*/2 *
2

2

2 e sin( )
2

ftf tα
ω

ω
− −

⋅ 

， 

2
2 2

2 2 2

m
m

m

H
K E A

α
= ,  0

2
2

( )
( )m

F fF
f

α α
ω α α

⋅ −
=

+ −
。 

1 (0)mq 、 1 (0)mq& 、 2 (0)mq 及 2 (0)mq& 分别由各杆

的分离过程初始条件确定： 

2 1 2 1( , ) ( , )m mt t+ −
+ +=u x u x , 

2 1 2 1( ) ( , )m mt t+ −
+ +=u x, u x& &           (22) 

2.3  过程转换条件 
重复撞击问题中，撞击过程与分离过程交替出

现时，过程切换条件，是分析重复撞击问题的一个

重点。 
两杆由撞击过程进入分离过程，通过两杆接触

界面力 ( )p t 的变化确定。当接触力由压力变为拉力
时，认为两杆撞击过程结束，进入分离阶段。分离

条件为： 
( ) 0p t � ,  d ( ) / d 0p t t �          (23) 

两杆由分离过程进入撞击过程，通过两杆碰撞

接触面的相对位移确定。当杆 2左端面的位移等于
或小于杆 1自由端面的位移时，两杆分离过程结束，
进入撞击阶段。撞击条件为： 

2 2 1 1 2 (0, ) ( , ) 0m mU u t u l t∆ = − � ， 
/ 0U t∂∆ ∂ �               (24) 

通过瞬态波函数效应法准确计算重复撞击力[11―12]，

避免求解撞击力与运动耦合的强非线性方程。 

3  算例与分析 
考虑基桩周边土体的影响，以钢质圆截面短杆

(参数为： 3 3
2 7.8 10 kg/mρ = × ， 2 210GPaE = ，

2 0.5ml = ， 2 0.5md = )重复打击基桩的工程实际问

题 为 例 ， 进 行 计 算 分 析 。 基 桩 参 数 ：
3 3

1 2.5 10 kg/mρ = × ， 1 30.7GPaE = ， 1 5ml = ，

1 0.5md = ；撞锤打击初始速度 0 4.2v = ；阻尼系数

为粘土在自然状态下的值： 0.620；引入无量纲时

间参数 1 1/t c lτ = 。 

图 2给出了打桩过程和基桩自由过程的频散曲
线。从图 2中可以看出，分离过程的频散曲线斜率
为应力波基桩中传播的轴向速度，而打桩过程，由

于撞锤、阻尼效应的影响，当无量纲波数小于 15
时，基桩响应频率大于自由基桩频率。随着波数的

增加，受迫基桩频率发生漂移，逐渐小于自由基桩

频率。打桩瞬态过程，是撞锤打击基桩，激发基桩

高频响应，且撞锤也参与其中，影响基桩响应频率。 

 
图 2  频散曲线 

Fig.2  Dispersion curves 

理论上，弹性体的模态项应为无穷，但在实际

数值计算过程中，不可避免的需要选取一定的模态

截断项进行分析，而忽略无穷高阶项的弱小影响。

但强间断载荷(如撞击、分离)会激发弹性结构的高
阶响应，不同于稳态问题的主模态分析，这也是撞

击瞬态问题的特点之一。图 3给出了 0.5t τ= 时刻，

不同模态下基桩中的动能分布。如仅考虑基桩的低

阶模态(前 5阶)，基桩中动能呈现类正余弦曲线， 

 
图 3  不同模态下基桩能量分布(0.5τ ) 

Fig.3  Energy distribution along the pile with different modes 
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能量幅值较小。随着模态截断项的增加，计算结果

精度越高，越趋近理论计算结果。但更高阶的模态

选取，需要更多的计算时间，而对结果影响逐渐减

小，直至微弱，即超高阶模态对结构瞬态响应影响

非常微小，可以忽略。通过比较计算，选取前 100
阶模态，进行瞬态响应分析较为合理。 
弹性基桩在撞锤打击下，产生强间断的瞬态应

力波，沿基桩轴向传播。图 4给出了撞击过程中，
应力波在基桩中的传播过程。 0.8t τ= 时，波前从

撞击接触面传播至基桩 4/5 处，并沿轴向向固支端
传播。被挠动区内的阶跃变化，由撞锤中瞬态波传

播到撞击接触面时产生的消减效应引起。当 1.0t τ=
时，应力波波前到达基桩端承面。应力波在边界处

发生反射，产生向右传播的反射波，与左行波叠加。

打桩过程结束时，撞锤与基桩分离，产生强间断卸

载波。强间断卸载波与基桩中撞击过程中的残余波

发生内撞击，激发新生波传播，并在自由端面和固

定端面处反射。由于应力波在弹性体中传播的持续

性，对结构的后续响应和长期动力学行为，均产生

显著影响，甚至会造成系统复杂的非线性行为。 

 
图 4  应力波传播 

Fig.4  Propagation of the stress wave along the pile 

撞击力是撞击问题中一个重要的参量，撞击力

的变化和强度，对结构安全设计十分重要。图 5给
出了单次打桩过程撞击力时间历程。一次撞击过程

十分短暂，约为瞬态波在基桩中传播 3次所需的时
间。但在此过程中，瞬态波发生了多次反射、透射

和波的叠加、消减以及内撞击的应力波效应。从图 5

中可以看出，单次撞击过程中，存在撞击力消减趋

于零的过程。观察撞击力为零时，桩-锤接触面位移
连续，即两杆并没有分离，此现象为“掠撞击”。

当 2.0t τ= 时，即基桩中反射波波前到达撞击接触

面时，撞击力发生阶跃，约为 271kN，大于首次撞
击力幅值(166kN)。 

 
图 5  单次撞击力 

Fig.5  Single impact force 

通过计算，在肉眼看到的一次打桩过程中，确

实存在集簇发生的次撞击过程。图 6给出了打桩过
程中撞锤与基桩之间的撞击力时间历程。从图 6中
一次撞击过程的撞击力放大图中可以看出，一次撞

击过程，实际集簇发生了三次撞击。次撞击现象的

发生，使得结构中的瞬态波传播更加复杂，从而影

响结构的后续动力响应，尤其是在高频振动打桩问

题中，影响会更突出。 

 
图 6  撞击力时间历程 

Fig.6  Multiple-impact force 

4  结论 

本文考虑打桩过程中撞锤对基桩瞬态响应的
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影响，给出了考虑基桩周围土体阻尼效应的基桩瞬

态动力响应解。分别给出了撞锤与基桩打击接触过

程和分离过程的瞬态响应解，实现对次撞击现象的

分析。通过算例计算，分析了基桩瞬态动力响应、

基桩中瞬态波的持续传播特性以及集簇发生的次

撞击现象。主要结论包括： 
(1) 基桩动测法的分析基础之一，是打桩产生

的强间断波沿基桩的轴向传播特性。由于瞬态应力

波受边界效应的影响和应力波传播的延续性，使得

基桩的动力响应随时间的变化趋于复杂。 
(2) 打桩会激发基桩高阶瞬态响应。研究基桩

瞬态动力响应问题，不能随意忽略模态高阶项的影

响。通过计算，模态截断项选取越高，计算精度越

好，但耗时越长。本文通过一系列计算比较，建议

选择前 100阶模态，进行瞬态动力响应分析。 
(3) 次撞击现象的发生，使得基桩中的应力波

传播更加复杂，从而影响结构后续动力响应。 
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