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基于非局部弹性理论的

充液双壁碳纳米管振动特性分析

杨智春，邓庆田 

(西北工业大学航空学院，陕西，西安 710072) 

摘  要：基于非局部弹性理论和 Flügge壳理论，建立了充液双壁碳纳米管振动方程，计算了简支边界条件下碳纳

米管的振动固有频率。用数值计算方法，分析了波数、几何参数和材料参数对振动频率的影响，并对比了局部和

非局部弹性理论对结果的影响。结果表明，随着碳纳米管长度和半径的增大，振动频率逐渐减小；且随着小尺度

参数的增大，频率也呈下降趋势。 
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NONLOCAL ELASTIC THEORY FOR VIBRATION OF FLUID-FILLED  
DOUBLE-WALLED CARBON NANOTUBES 

YANG Zhi-chun , DENG Qing-tian 

(School of Aeronautics, Northwestern Polytechnical University, Xi’an, Shaanxi 710072, China) 

Abstract:  The vibration characteristics of fluid-filled double-walled carbon nanotubes are investigated and 
vibrational equations are established based on the nonlocal elastic theory and Flügge shell theory in this paper. By 
considering simple supported boundary conditions, the fundamental frequency of carbon nanotubes is obtained. In 
the numerical calculation, the effects of wave numbers, geometric and material parameters on vibration frequency 
are analyzed, while effects of local and nonlocal elastic theories are also discussed. The results showed that the 
frequency decreased with the increase of the diameter, the length of nanotubes and the value of small scaling 
parameters.  
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碳纳米管因其优异的力学性能已经成为目前

众多学者关注的焦点之一。对碳纳米管进行理论研

究的方法主要集中在连续介质模型、多尺度模型和

原子模型。经典连续介质模型能够用较简单的公式

有效地分析碳纳米管的力学性能，因此被大多数学

者采纳，但其对碳纳米管力学行为中小尺度效应的

判别能力却值得商榷。经典和局部连续介质模型在

小尺度问题分析中的局限性的原因之一在于经典

模型认为本征尺寸并不依赖于夹杂和不均匀介质

的弹性解。而非局部弹性连续介质模型在分析大尺

度纳米材料问题时能够将尺度效应考虑其中。纳米

尺度水平时一般会有比较显著的尺寸效应，对这些

效应的分析在纳米技术领域也逐渐引起人们的  
关注。 

Xie 等[1]应用非局部弹性理论，对碳纳米管振

动特性和波动特性进行了分析，讨论了小尺寸效应

的影响。Narendar 和 Gopalakrishnan[2]基于非局部

Timoshenko梁模型，讨论了太赫兹波在充液单壁碳
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纳米管中传播时非局部尺度参数的影响。He等[3―4]

将多壁碳纳米管中每层纳米管用连续圆柱壳模型

进行描述，推导了多壁碳纳米管相邻壁间 van der 
Waals (vdW)接触力的显式计算公式，以及尺度效应
对 vdW 接触力的影响。Hu 等[5]基于非局部壳模型

分析了横波和扭转波在单壁和双壁碳纳米管中的

传播，讨论了碳纳米管微结构对波频散关系的影

响。Reddy 等[6]讨论了充液单壁碳纳米管自由振动

和不稳定性问题中液体对振动频率和基础模态振

型的影响。Chang和 Lee[7]基于 Timoshenko梁模型，
在考虑转动惯量和横向剪切效应时分析了充液单

壁碳纳米管弯曲振动问题并讨论了液体速度和管

长与直径比对振动频率和模态振型的影响。Yan  
等[8]基于圆柱壳模型和势流理论分析了简支充液多

壁碳纳米管的非共轴振动问题，讨论了纳米管流体

耦合系统中内部流体效应。 
本文在 Flügge圆柱壳理论的基础上，结合非局

部弹性理论，对充液双壁碳纳米管的振动特性进行

了分析，讨论了尺度效应以及碳纳米管几何参数和

材料参数对振动频率的影响。 

1  非局部弹性理论 

Eringen[9]在其非局部弹性理论中认为，弹性体

内某一参考点处的应力状态不仅与该点处的应变

状态有关，而且与弹性体内每个点处的应变状态也

相关，这种描述与点阵动力学中的原子理论以及实

验中观察到的声子频散现象相符合。 
, 0,kj j =σ  

( ) (| |, ) ( )d ( ), ,kj kjil ilV
x x x x V x x Vα ξ ε′ ′ ′= − ∀ ∈∫σ C  

, ,
1 ( )
2kj k j j k= +ε u u 。                       (1) 

其中： kjσ 和 kjε 为应力张量和应变张量； kjilC 为传

统各向同性弹性体的弹性模量张量； ku 为位移矢
量； (| |, )x xα ξ′− 为非局部模量或本构方程中因非局

部效应引入的衰减函数； | |x x′− 为欧几里得距离，

且 0 /e a lξ = ，a为内部长度参数， l为外部长度参
数， 0e 为非局部弹性理论中重要的小尺度参数。 

对于均匀各向同性弹性体，非局部弹性理论表

述的本构方程为： 
2 2

0 0(1 ( ) ) :e a− ∇ =σ C ε            (2) 
其中： 0C 为传统各向同性弹性体的弹性刚度矩阵；
σ为 x点处的非局部应力张量； ε为弹性体任意点
x′处的应变张量。 

2  充液双壁碳纳米管振动模型 
将 Flügge 壳理论引入到非局部弹性圆柱壳理

论，可得到充液双壁碳纳米管的振动控制方程为： 
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其中： ku 、 kv 、 kw 为第 k 层碳纳米管在轴向 x、
环向θ 和径向 r的位移分量； kR 为第 k层碳纳米管
的半径； h为管壁厚度；D为纳米管的弯曲刚度；
E为弹性模量；ρ为纳米管的质量密度；ν 为泊松
比； 1.42Aa =

o
为碳-碳键的长度。 

本文考虑双壁碳纳米管，如图 1 所示，取
1,2k = 。式(3)中的算子 2 2 2 2 2 2/ /( )k kx R θ∇ = ∂ ∂ + ∂ ∂ 。

kF 为作用于第 k层碳纳米管的径向压力。对于内层
纳米管 ( 1)k = ： 

1 1F p f= +                 (4) 

 
图 1  充液双壁碳纳米管模型 

Fig.1  Model of fluid-filled double-walled carbon nanotube 
其中： 1p 是作用于第 1 层和第 2 层纳米管之间的

R1 
R2 
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van der Waals (vdW)力； f 为流体压力[10]： 

1 12 1 2( )p c w w= −                  (5) 
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其中： 12c 为第 1层和第 2层纳米管的 vdW接触系
数； fρ 为流体的质量密度；L为纳米管的长度； nI

为一阶修正 Bessel函数。 
对于外层纳米管，即第 2层 ( 2)k = ，仅存在第

1层纳米管作用的 vdW力 2p ： 

2 2F p=                       (7) 

1
2 12 1 2

2
( )Rp c w w

R
= − −           (8) 

接触系数 12c 为[5]： 
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这里 3.407 Aσ =
o
和 2.968meVε = 分别为 Lennard- 

Jones 势能中的 vdW 半径和壁厚 (depth of the 
potential well)。 
考虑简支碳纳米管，满足： 
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则满足简支条件的双壁碳纳米管振动解可以表  
达为： 
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其中： 1kA 、 2kA 、 3kA 为第 k 层纳米管的振幅；
1,2,m = L为轴向半波波数； 0,1,2,n = L为环向波

数；ω为固有振动频率。 
将振动解表达式代入控制方程，得到： 
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将式(14)写成矩阵形式，得： 
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式(15)中系数 ( 1, ,6; 1, ,6)ija i j= =L L 的具体

表达式可由式(14)得到，系数矩阵为波数m、波数
n、频率ω、小尺度参数 0e 的函数。 
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。 

由式(15)中的矩阵行列式为零，得到： 

11 12 13

21 22 23

31 32 33 36

44 45 46

54 55 56

63 64 65 66

0 0 0
0 0 0
0 0

det 0
0 0 0
0 0 0
0 0

a a a
a a a
a a a a

a a a
a a a

a a a a

 
 
 
 

= 
 
 
 
  

  (16) 

给定波数m、波数 n，求解式(16)可以得到系
统固有频率。下面将通过算例分别讨论波数m、波
数 n以及碳纳米管几何参数和材料参数对碳纳米管
振动频率的影响。 

3  数值算例 
在数值算例中，取内层(即第一层)纳米管半径

R1=0.5nm，双壁纳米管管壁初始间距为 0.34nm，纳
米管长度 L=5nm、10nm、15nm，纳米管壁厚 h= 
0.34nm，质量密度 ρ = 2300kg/m3，弯曲刚度

D=1.275×10−19J，弹性模量E=1TPa，泊松比ν = 0.19，
e0=0.39，管内流体质量密度 fρ = 1000kg/m3。 
图 2和图 3给出了碳纳米管振动基频与环向波

数 n和轴向半波数m的关系。可以看出，随着 n值
的增大，振动基频增大且随着纳米管长度的增大略

有降低；而随着m值的增大，振动基频略有增大且
随着纳米管长度的增大也略有降低。 

 
图 2  频率与环向波数 n的关系 

Fig.2  Frequency via circumferential wavenumber n 

 
图 3  频率与轴向半波数 m的关系 

Fig.3  Frequency via half axial wave number m 

从图 4可以看出，随着 R1值的增大，碳纳米管

振动的基频会减小，且当 R1 值大于某一临界值以

后，碳纳米管振动的基频降低到最小值并基本保持

定值。同时可以看到，随着 L值的增大，振动基频
也降低。在图 5中，随着 L值的增大，碳纳米管振
动基频减小，且随着 R1值的增大，振动基频也降低。 

图 6给出了基于局部弹性理论和非局部弹性理
论得到的双壁碳纳米管频散特性，其中 m=6、
R1=0.5nm、L=10nm。可以看出非局部弹性理论考
虑的小尺度效应对频散关系的影响随着波数的增

加越来越明显。图 7考虑了碳纳米管壁厚 h和弹性
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模量 E 对频散特性的影响，其中纳米管壁厚
h=0.066nm，弹性模量 E=5.5TPa[11]。 

 
图 4  频率与碳纳米管半径 R1的关系 

Fig.4  Frequency via radius of carbon nanotubes 

 
图 5  频率与碳纳米管长度 L的关系 

Fig.5  Frequency via length of carbon nanotubes 
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图 6  局部和非局部弹性理论比较 

Fig.6  Local via nonlocal elastic theory 
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图 7  不同材料参数比较 

Fig.7  Variation of material parameters with frequency 

小尺度参数 e0 是非局部弹性理论中的关键参

数，但在非局部弹性理论中对如何判定 e0的大小还

没有能够被完全理解，目前主要通过试验手段以及

原子晶格动力学模型进行确定。图 8给出了小尺度
参数 e0的变化对频散关系的影响，可以看出随着小

尺度参数 e0值的增大，频散关系呈现出下降趋势，

其中 n=3、m=6、R1=0.5nm、L=10nm。 
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图 8  小尺度参数 e0对频散关系的影响 

Fig.8  Variation of scale coefficient e0 with frequency 

4  结论 
本文基于非局部弹性理论和 Flügge壳理论，分

析了简支边界条件下充液双壁碳纳米管的振动特

性。通过求解纳米管振动方程，得到了碳纳米管振

动的固有频率。根据数值计算结果讨论了环向波数

和轴向半波数，以及纳米管长度、半径、材料参数

的变化对固有频率的影响。通过对比分别采用局部

和非局部弹性理论计算得到的结果，发现考虑小尺

度效应的非局部理论计算的结果要更为精确，且小

尺度参数的增大使得频率呈现出下降趋势。 
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可分析在突发地震情况下风力发电机结构动力学。 
(2) 算例分析表明，本文采用的数值计算方法

分析风力机在气动和地震载荷作用下的动力响应，

可为风力机结构动力学分析及载荷计算提供可行

的分析手段。 
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