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基于共旋坐标法的带刚臂平面梁元非线性分析
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摘  要：为解决平面梁元在相交处可能存在的刚性连接问题，根据带刚臂平面梁元在受力后的运动和变形特点，

该文基于共旋坐标法推导出两端带任意刚臂的平面梁元的切线刚度矩阵显式表达式，给出了不平衡力的精确全量

算法，并提供了详细的计算步骤。利用该文的研究成果编制了程序，对无刚臂和有刚臂的平面梁结构进行了几何

非线性分析。计算结果表明：这种非线性单元列式的正确性和非线性求解过程的收敛性，实用价值较强。 
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CO-ROTATIONAL FORMULATION FOR NONLINEAR ANALYSIS OF 
PLANE BEAM ELEMENT WITH RIGID ARMS 
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Abstract:  In order to solve the problem of rigid anchor connection when using plane beam element, an exact 
expression of non-linear tangent stiffness matrix is derived for the plane beam element with rigid arms by using 
co-rotational procedure and variational method and considering the characteristic movement and deformation 
under forces. The precise algorithm of unbalanced forces is proposed, the detailed calculation procedure is 
presented, and a computer program is developed. Geometric nonlinear analyses for plane beam structures with 
and without rigid arms are carried out to verify the reliability and computational efficiency of the proposed 
element formulation. The new element can be used in plane beam structures. 
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在用有限元法对结构进行分析时，经常会碰到

单元在相交处存在的刚性连接问题，此问题在杆单

元、梁单元、索单元组成的结构中均存在；为了使

理论计算图式尽可能仿真实际结构，工程上常采用

杆件与节点由受力后不变形的刚臂相连接的方式

来处理[1]。对于索单元，文献[2―3]考虑了索单元
中刚臂存在对单元刚度矩阵的非线性影响；在梁单

元、杆单元方面，文献[4]按推导带刚臂平面梁单元
刚度矩阵的思路，推导出了带刚臂空间梁单元刚度

矩阵，文献[5]采用有限元法分析了带刚臂高层建筑
结构中不同的刚臂型式对结构所产生的不同效应，

在此基础上提出了刚臂形式优化的建议，但上述研

究都是基于线性分析的基础上；对于平面梁、空间

梁及杆的几何非线性分析，尽管研究成果非常   
多[6―10]，但都忽视了刚臂效应对切线单元刚度矩阵

的影响；工程上为了解决此类结构的几何非线性分

析，常采用将刚臂划分为独立的单元，取其刚度为

正常单元的数十倍甚至上百倍的方法，此方法不仅
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由于增加单元和节点数而导致计算量增大，而且有

可能由于刚臂单元的刚度取值不当导致非线性计

算收敛困难甚至不收敛；本文在参考上述研究文献

的基础上，根据带刚臂平面梁元在受力后的运动和

变形特点, 基于共旋坐标法准确的导出考虑刚臂效
应的带刚臂平面梁元几何非线性切线刚度矩阵显

式表达式，给出了不平衡力的精确全量算法，并对

无刚臂和有刚臂的平面梁结构进行了几何非线性

分析，算例表明本文中的有限元列式和算法是完全

正确的。 

1  带刚臂平面梁单元几何非线性 
切线刚度矩阵 

如图 1 所示带刚臂平面梁单元， a、b为带刚
臂平面梁单元节点号， i、 j是刚臂与直杆的连接
点，图 1(a)中给出初始时刻未变形的带刚臂平面梁
单元，它在变形之后任意时刻 t 的位置与形状如  
图 1(b)所示；为描述单元的几何位置和变形，建立
了如图 1中所示的 3套坐标系，其中 0 0x y 为固定不
变的结构坐标系，建立非线性平衡方程组所需的总

体刚度矩阵、不平衡力及求得的各阶段增量位移均

为该结构坐标系下的值，描述初始时刻的节点坐标

及节点荷载也是基于该坐标系； 1 1x y 为相对于结构
坐标系 0 0x y 的局部坐标系(随转坐标系)，该坐标系
是随 a节点、b节点移动而转动的，它始终以 a节
点为原点，以 a节点到b节点的连线方向为 1x 轴，
由 1x 轴逆时针转 90o为 1y 轴，该坐标系就是在结构
坐标系 0 0x y 与局部坐标系 2 2x y 之间为变量传递和
转化起中介作用； 2 2x y 为相对于局部坐标系 1 1x y 的
局部坐标系(随转坐标系)，该坐标系是随直杆 ij移
动而转动的，它始终以 i点为原点，以 i点到 j点的
连线方向为 2x 轴，由 2x 轴逆时针转 90o 为 2y 轴，
描述扣除刚体平动和转动后的 i点、 j点位移就是
基于该坐标系；设初始时刻 a节点、b节点和 i点、 
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初始时刻           变形后任意时刻 
图 1  变形前后带刚臂平面梁单元 

Fig.1  plane beam element with rigid arm before and after 
deformation 

j点在结构坐标系 0 0x y 里的坐标分别为 0 0( , )a ax y 、
0 0( , )b bx y 、 0 0( , )i ix y 和 0 0( , )j jx y ，局部坐标系 1 1x y 与

结构坐标系 0 0x y 的夹角 0α 、局部坐标系 2 2x y 与局
部坐标系 1 1x y 的夹角 0β 计算如下： 

0 0

0 0 0

0 0

0 00 0

arctan

arctan

b a
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j i

j i

y y
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y y
x x
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β α

  −
=  
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 − = −   − 

       (1) 

设 a节点、b节点在结构坐标系 0 0x y 中的位移
向量为 0 0 0 0 0 0 0 T[ ]a a a b b bu v u vθ θ=d ，由刚臂

受力后的运动特点得出 i点、 j点在结构坐标系

0 0x y 中的位移向量分别为： 
0 0 0

0 0 0

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

(cos( ) cos( ))

(sin( ) sin( ))

(cos( ) cos( ))

(sin( ) sin( ))

i a ai ai a ai
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 (2) 

式中： ail 、 bjl 为刚臂 ai和 bj的长度； aiφ 、 bjφ 为
初始时刻刚臂 ai、bj与结构坐标系 0x 轴的夹角，
其计算式如下： 
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i a
ai

i a

j b
bj

j b

l x x y y

l x x y y

y y
x x

y y
x x

φ

φ

 = − + −

 = − + −
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变形后任意时刻 t 时 a节点、b节点在结构坐
标系 0 0x y 中的坐标为 0 0 0 0( , )a a a ax u y v+ + 和 0 0( ,b bx u+         

0 0 )b by v+ ，i点、 j点在结构坐标系 0 0x y 下的坐标为
0 0( ,i ix u+ 0 0 )i iy v+ 和 0 0 0 0( , )j j j jx u y v+ + ，可计算出变

形后任意时刻 t局部坐标系 1 1x y 与结构坐标系 0 0x y
的夹角α 及局部坐标系 2 2x y 与局部坐标系 1 1x y 的
夹角 β 如下： 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

arctan

arctan

b b a a

b b a a

j j i i

j j i i

y v y v
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  + − −
=  

+ − − 


 + − − = −   + − − 

     (4) 

设变形后 a节点、b节点和 i点、 j点在局部坐标系
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1 1x y 里的坐标分别为 ( , )a ax y 、 ( , )b bx y 、 ( , )i ix y 和

( , )j jx y ，则有： 

0a a bx y y= = = ， 
0 0 0 0 2 0 0 0 0 2( ) ( )b b b a a b b a ax x u x u y v y v= + − − + + − − ， 

0 0 0 0

0 0 0 0

cos sin
sin cos )

i i i a a

i i i a a

x x u x u
y y v y v

α α
α α

 + − −     = ⋅    − + − −     
， 

0 0 0 0

0 0 0 0

cos sin
sin cos )

j j j a a

j j j a a

x x u x u
y y v y v

α α
α α

 + − −      = ⋅    − + − −       
  (5) 

设 i点、 j点在局部坐标系 2 2x y 中的位移向    
量为 T[ ]i i i j j ju v u vθ θ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′=d ，由图 1 可知   
恒有： 

0

0
0 0

0
0 0

0

( )

( )

i i j

j ij ij

i i

j j

u v v

u l l

θ θ α β α β

θ θ α β α β

′ ′ ′= = =


′ ′= −


′ = − + − −
 ′ = − + − −

     (6) 

其中： 0
ijl 为 ij杆的初始长度； ijl′为变形后 ij杆的长

度，其具体计算公式为： 
0 0 0 2 0 0 2

0 0 0 0 2 0 0 0 0 2

( ) ( )

( ) ( )

ij j i j i

ij j i j i j i j i

l x x y y

l x x u u y y v v

 = − + −


′ = − + − + − + −

(7) 

对式 (4)的两式进行变分得到 δα 与 δβ 用
0δ =d 0 0 0 0 0 0 T[ δ δ δ δ δ ]a a a b b bu v u vδ θ ϑ 表示为： 

1δ
abl

α = ⋅
′

 

0[sin cos 0 sin cos 0] δα α α α− − ⋅ d  
1δ
ijl

β = ⋅
′

 

[sin cos sin cos ]a bl lγ γ γ γ− − ⋅  
0δ δα−d                              (8) 

式中： 
γ α β= + ， 

0cos( )a ai ai al l γ φ θ= − ⋅ − − ， 
0cos( )b bj bj bl l γ φ θ= ⋅ − − 。 

    由于 iu′、 iv′、 jv′恒为 0，对式(6)的最后三项变分，
并结合前面各式，可得到 i点、 j点在局部坐标系

2 2x y 下的非零位移变分 Tδ [δ δ δ ]i j juθ θ′ ′ ′ ′=d 用

a节点、b在结构坐标系 0 0x y 下的位移变分 0δd 表
达形式： 

0δ δ′ =d T d               (9) 
其中： 

0
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设单元 a节点、b节点在结构坐标系 0 0x y 下的节点
力向量为 0 0 0 0 0 0 0 T[ ]a a a b b bX Y M X Y M=F ， ij杆
在 局 部 坐 标 系 2 2x y 下 的 节 点 力 向 量 为

T[ ]i i i j j jN Q M N Q M′ ′ ′ ′ ′ ′ ′=q ，为导出两者的

关系，可做如下推导：先由小应变假设，可得到 ′q
与 δ ′d 的关系为： 

0
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 (10) 

式中，EA、EI 分别为 ij杆的抗压刚度和抗弯刚度，
由虚功原理可以求得在局部坐标系 1 1x y 下 a节点、
b节点上的杆端力 T[ ]a a a b b bN Q M N Q M=F 与

ij杆在局部坐标系 2 2x y 下的节点力向量 ′q 之间的
关系为： 
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cos sin 0 0 0 0
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0 0 0 cos sin 0
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(11) 
式中： 

cos sin

sin cos

cos sin

sin cos

ai y x

ai y x

bj y x

bj y x

A AI AI
B AI AI

A BJ BJ
B BJ BJ

β β

β β

β β

β β

= − ⋅ + ⋅


= ⋅ + ⋅
 = − ⋅ + ⋅
 = ⋅ + ⋅

     (12) 

其中， xAI 、 yAI 及 xBJ 、 yBJ 分别为刚臂 ai和bj
在 1x 轴和 1y 轴上的投影长度，其计算式为： 

;
;

x i y i

x j b y j

AI x AI y
BJ x x BJ y

= =
 = − =

       (13) 

带刚臂平面梁单元 a节点、b节点在结构坐标系下
的节点力向量 0F 与局部坐标系 1 1x y 下的节点力向
量 F 的关系可通过不考虑单元局部变形的静力学
关系导出为： 
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(14) 
因此，通过式(14)和式(11)获得了带刚臂平面梁

单元 a节点、b节点在结构坐标系下的节点力向量
0F 与 ij杆在局部坐标系 2 2x y 下的节点力向量 ′q 的

关系为： 
0 ′= ⋅F t q             (15) 

式中： 

cos sin 0 0 0 0
sin cos 0 0 0 0

1 0 0 0
0 0 0 cos sin 0
0 0 0 sin cos 0
0 0 0 1

ai ai

bj bj

A B

A B

γ γ
γ γ

γ γ
γ γ

− 
 
 
 

=  − 
 
 
  

t  (16) 

将式(15)两边微分，可得： 
0δ δ δ′ ′= +F tq t q          (17) 

为得到用 a节点、b节点在结构坐标系 0 0x y 下的位
移变分 0δd 表达 a节点、b节点在结构坐标系下的
节点力变分 0δF 的关系式，可将 δ ′tq 与 δ ′t q 分别写
成 0δn ⋅K d 和 0δl ⋅K d 的形式，即有： 

0 0 0δ ( ) δ δn l t= + ⋅ = ⋅F K K d K d   (18) 

tK 即为所求的带刚臂平面梁单元几何非线性切线
刚度矩阵，其中 nK 与 lK 的计算如下。 
设 abl′ 为变形后 a节点、b节点间的长度，则有： 

0 0 0 0 2 0 0 0 0 2( ) ( )ab b b a a b b a al y v y v x u x u′ = + − − + + − −  

(19) 
对式(13)的 aiA 、 aiB 、 bjA 、 bjB 进行变分有： 

δ δ cos δ sinai y xA AI AIβ β= − ⋅ + ⋅ +  

( sin cos ) δy xAI AIβ β β+ ⋅ ⋅ ， 

δ δ sin δ cosai y xB AI AIβ β= ⋅ + ⋅ +  

( cos sin ) δy xAI AIβ β β− ⋅ ⋅ ， 

δ δ cos δ sinbj y xA BJ BJβ β= − ⋅ + ⋅ +  

( sin cos ) δy xBJ BJβ β β+ ⋅ ⋅ ， 

δ δ sin δ cosbj y xB BJ BJβ β= ⋅ + ⋅ +  

( cos sin ) δy xBJ BJβ β β− ⋅ ⋅        (20) 

结合式(5)对式(12)进行变分有： 
0

1 1δ δ δy aAI a bα θ= ⋅ + ⋅ ， 
0

1 1δ δ δx aAI c dα θ= ⋅ + ⋅ ， 
0 0

2δ δ sin (δ δ ) cosy a bBJ a u uα α α= ⋅ + ⋅ − − ⋅  
0 0 0 0(δ δ ) cos( ) δa b bj bj b bv v l α φ θ θ− + ⋅ − − ⋅ ， 

0
2 2δ δ δx bBJ c dα θ= ⋅ + ⋅           (21) 

式中： 
0 0 0 0

1 [cos ( )i i a aa x u x uα= − ⋅ + − − +  
0 0 0 0sin ( )]i i a ay v y vα ⋅ + − − ， 

0
1 cos( )ai ai ab l α φ θ= ⋅ − − ， 

0 0 0 0
1 [ sin ( )i i a ac x u x uα= − ⋅ + − − +  

0 0 0 0cos ( )]i i a ay v y vα ⋅ + − − ， 
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0
1 sin( )ai ai ad l α φ θ= ⋅ − − ， 

0 0 0 0
2 [cos ( )j j a aa x u x uα= − ⋅ + − − +  

0 0 0 0sin ( )]j j a ay v y vα ⋅ + − − ， 
0 0 0 0

2 [ sin ( )j j a ac x u x uα= − ⋅ + − − +  
0 0 0 0cos ( )]j j a ay v y vα ⋅ + − − ， 

0
2 sin( )bj bj bd l α φ θ= ⋅ − − 。 

通过式(20)并结合式(21)、式(8)得到 δ aiA 、δ aiB 、

δ bjA 与 δ bjB 用 0δd 的表达式为： 
0

1 2 3 1 2 4
0

1 2 3 1 2 4
0

1 2 3 1 2 4
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1 2 3 1 2 4

δ [ ] δ

δ [ ] δ

δ [ ] δ

δ [ ] δ
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A A A A A A A

B B B B B B B
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B D D D D D D
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= − − ⋅


= − − ⋅
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d

d

d

d

 

(22) 
式中， 1 4A AL 的值为： 

1 1 1
1 ( cos sin
ab

A a c
l

β β= − ⋅ + ⋅ −
′

 

sin cos ) siny xI AIβ β α⋅ − ⋅ ⋅ +  

1 ( sin cos ) siny x
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l
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′
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2 1 1
1 ( cos sin
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A a c
l

β β= − ⋅ + ⋅ −
′

 

sin cos ) ( cos )y xAI AIβ β α⋅ − ⋅ ⋅ − +  

1 ( sin cos ) ( cos )y x
ij

AI AI
l

β β γ⋅ + ⋅ ⋅ −
′

， 

3 1 1cos sinA b dβ β= − ⋅ + ⋅ +  
1 ( sin cos )y x a
ij

AI AI l
l

β β⋅ + ⋅ ⋅
′

， 

4
1 ( sin cos )y x b
ij

A AI AI l
l

β β= ⋅ + ⋅ ⋅
′

。 

1 4B BL 的值为： 

1 1 1
1 ( sin cos
ab

B a c
l

β β= ⋅ + ⋅ −
′

 

cos sin ) siny xAI AIβ β α⋅ + ⋅ ⋅ +  

1 ( cos sin ) siny x
ij

AI AI
l

β β γ⋅ − ⋅ ⋅
′

， 

2 1 1
1 ( sin cos
ab

B a c
l

β β= ⋅ + ⋅ −
′

 

cos sin ) ( cos )y xAI AIβ β α⋅ + ⋅ ⋅ − +  

1 ( cos sin ) ( cos )y x
ij

AI AI
l

β β γ⋅ − ⋅ ⋅ −
′

， 

3 1 1sin cosB b dβ β= ⋅ + ⋅ +  
1 ( cos sin )y x a
ij

AI AI l
l

β β⋅ − ⋅ ⋅
′

， 

4
1 ( cos sin )y x b
ij

B AI AI l
l

β β= ⋅ − ⋅ ⋅
′

。 

1 4C CL 的值为： 

1 2 2
1 ( cos sin y
ab

C a c BJ
l

β β= − ⋅ + ⋅ − ⋅
′

 

1sin cos ) sin (x y
ij

BJ BJ
l

β β α− ⋅ ⋅ + ⋅
′

 

sin cos ) sin sin cosxBJβ β γ α β+ ⋅ ⋅ − ⋅ ， 

2 2 2
1 ( cos sin y
ab

C a c BJ
l

β β= − ⋅ + ⋅ − ⋅
′

 

1sin cos ) ( cos ) (x y
ij

BJ BJ
l

β β α− ⋅ ⋅ − + ⋅
′

 

sin cos ) ( cos ) cos cosxBJβ β γ α β+ ⋅ ⋅ − + ⋅ ， 

3
1 ( sin cos )y x a
ij

C BJ BJ l
l

β β= ⋅ + ⋅ ⋅
′

， 

4 2
1sin ( siny x
ij

C d BJ BJ
l

β β= ⋅ + ⋅ + ⋅
′

 

0cos ) cos( ) cosb bj bj bl lβ α φ θ β⋅ − ⋅ − − ⋅ 。 

1 4D DL 的值为： 

1 2 2
1 ( sin cos y
ab

D a c BJ
l

β β= ⋅ + ⋅ − ⋅
′

 

1cos sin ) sin ( cosx y
ij

BJ BJ
l

β β α β+ ⋅ ⋅ + ⋅ −
′

 

sin ) sin sin sinxBJ β γ α β⋅ ⋅ + ⋅ ， 

2 2 2
1 ( sin cos y
ab

D a c BJ
l

β β= ⋅ + ⋅ − ⋅
′

 

1cos sin ) ( cos ) (x y
ij

BJ BJ
l

β β α+ ⋅ ⋅ − + ⋅
′

 

cos sin ) ( cos ) cos sinxBJβ β γ α β− ⋅ ⋅ − − ⋅ ， 

3
1 ( cos sin )y x a
ij

D BJ BJ l
l

β β= ⋅ − ⋅ ⋅
′

， 

4 2
1cos ( cosy x
ij

D d BJ BJ
l

β β= ⋅ + ⋅ − ⋅
′

 

0sin ) cos( ) sinb bj bj bl lβ α φ θ β⋅ + ⋅ − − ⋅ 。 

对式(16)进行变分并结合式(8)、式(21)可得到
0δ δnt ′ = ⋅q K d 中 nK 的具体表达式为： 
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1 2 3 1 2 4

5 6 7 5 6 8

9 10 11 9 10 12

13 14 15 13 14 16

17 18 19 17 18 20

21 22 23 21 22 24

n

n n n n n n
n n n n n n
n n n n n n

K
n n n n n n
n n n n n n
n n n n n n

− − 
 − − 
 − −

=  − − 
 − −
 

− −  

  (23) 

其中： 

1
(sin cos ) sini i

ij

N Qn
l

γ γ γ′ ′− ⋅ + ⋅ ⋅
=

′
， 

2
(sin cos ) cosi i

ij

N Qn
l

γ γ γ′ ′⋅ + ⋅ ⋅
=

′
， 

3
(sin cos )i i a

ij

N Q ln
l

γ γ′ ′− ⋅ + ⋅ ⋅
=

′
， 

4
(sin cos )i i b

ij

N Q ln
l

γ γ′ ′− ⋅ + ⋅ ⋅
=

′
， 

5
(cos sin ) sini i

ij

N Qn
l

γ γ γ′ ′⋅ − ⋅ ⋅
=

′
， 

6
(cos sin ) cosi i

ij

N Qn
l

γ γ γ′ ′− ⋅ − ⋅ ⋅
=

′
， 

7
(cos sin )i i a

ij

N Q ln
l

γ γ′ ′⋅ − ⋅ ⋅
=

′
， 

8
(cos sin )i i b

ij

N Q ln
l

γ γ′ ′⋅ − ⋅ ⋅
=

′
， 

9 1 1i in A N B Q′ ′= ⋅ + ⋅ ， 

10 2 2i in A N B Q′ ′= ⋅ + ⋅ ， 

11 3 3i in A N B Q′ ′= ⋅ + ⋅ ， 

12 4 4i in A N B Q′ ′= ⋅ + ⋅ ， 

13

(sin cos ) sinj j

ij

N Q
n

l
γ γ γ′ ′− ⋅ + ⋅ ⋅

=
′

， 

14

(sin cos ) cosj j

ij

N Q
n

l
γ γ γ′ ′⋅ + ⋅ ⋅

=
′

， 

15

(sin cos )j j a

ij

N Q l
n

l
γ γ′ ′− ⋅ + ⋅ ⋅

=
′

， 

16

(sin cos )j j b

ij

N Q l
n

l
γ γ′ ′− ⋅ + ⋅ ⋅

=
′

， 

17

(cos sin ) sinj j

ij

N Q
n

l
γ γ γ′ ′⋅ − ⋅ ⋅

=
′

， 

18

(cos sin ) cosj j

ij

N Q
n

l
γ γ γ′ ′− ⋅ − ⋅ ⋅

=
′

， 

19

(cos sin )j j a

ij

N Q l
n

l
γ γ′ ′⋅ − ⋅ ⋅

=
′

， 

20

(cos sin )j j b

ij

N Q l
n

l
γ γ′ ′⋅ − ⋅ ⋅

=
′

， 

21 1 1j jn C N D Q′ ′= ⋅ + ⋅ ， 

22 2 2j jn C N D Q′ ′= ⋅ + ⋅ ， 

23 3 3j jn C N D Q′ ′= ⋅ + ⋅ ， 

24 4 4j jn C N D Q′ ′= ⋅ + ⋅ 。 

对式(10)进行变分并结合式(16)和式(9)，得到
0δ δl′ = ⋅t q K d 中 lK 的表达式为： 

1 2 3 1 2 4

2 5 6 2 5 7

8 9 10 8 9 11

1 2 3 1 2 4

2 5 6 2 5 7

12 13 14 12 13 15

l

l l l l l l
l l l l l l
l l l l l l
l l l l l l
l l l l l l

l l l l l l

− − 
 − − 
 − −

=  − − − − 
 − − − −
 

− −  

K   (24) 

其中： 
2 2

1 0 0 0
12 sin cos

ij ij ij ij

EI EAl
l l l l

γ γ⋅
= +

′ ⋅ ⋅
， 

2 0 0 0
12 sin cos sin cos

ij ij ij ij

EI EAl
l l l l

γ γ γ γ− ⋅ ⋅ ⋅
= +

′ ⋅ ⋅
， 

3 0 0 0 0
12 sin6 sin a

ij ij ij ij ij

EI lEIl
l l l l l

γγ ⋅ ⋅−
= + −

′⋅ ⋅ ⋅
 

0

0
cos sin( )ai ai a

ij

EA L
l

γ φ θ γ⋅ ⋅ ⋅ + −
， 

4 0 0 0 0
12 sin6 sin b

ij ij ij ij ij

EI lEIl
l l l l l

γγ ⋅ ⋅−
= + +

′⋅ ⋅ ⋅
 

0

0

cos sin( )bj bj b

ij

EA L
l

γ φ θ γ⋅ ⋅ ⋅ + −
， 

2 2

5 0 0 0
12 cos sin

ij ij ij ij

EI EAl
l l l l

γ γ⋅
= +

′ ⋅ ⋅
， 

6 0 0 0 0
12 cos6 cos a

ij ij ij ij ij

EI lEIl
l l l l l

γγ ⋅ ⋅
= − −

′⋅ ⋅ ⋅
 

0

0
sin sin( )ai ai a

ij

EA L
l

γ φ θ γ⋅ ⋅ ⋅ + −
， 

7 0 0 0 0
12 cos6 cos b

ij ij ij ij ij

EI lEIl
l l l l l

γγ ⋅ ⋅
= − +

′⋅ ⋅ ⋅
 

0

0

sin sin( )bj bj b

ij

EA L
l

γ φ θ γ⋅ ⋅ ⋅ + −
， 

8 0 0 0
12 sin 6 sinai

ij ij ij ij ij

EI B EIl
l l l l l

γ γ− ⋅ ⋅ ⋅
= − +

′ ′⋅ ⋅ ⋅
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0
cosai

ij

EA A
l

γ⋅ ⋅
， 

9 0 0 0
12 cos 6 cosai

ij ij ij ij ij

EI B EIl
l l l l l

γ γ⋅ ⋅ ⋅
= + +

′ ′⋅ ⋅ ⋅
 

0
sinai

ij

EA A
l

γ⋅ ⋅
， 

10 0 0 0 0 0
6 124ai a ai

ij ij ij ij ij ij

EI B EI l BEIl
l l l l l l

⋅ ⋅ ⋅
= + − −

′⋅ ⋅ ⋅
 

0

0 0
6 sin( )a ai ai ai a

ij ij ij

EI l EA L A
l l l

φ θ γ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + −
−

′⋅
， 

11 0 0 0 0 0
6 122ai b ai

ij ij ij ij ij ij

EI B EI l BEIl
l l l l l l

⋅ ⋅ ⋅
= + − −

′⋅ ⋅ ⋅
 

0

0 0

sin( )6 bj ai bj bb

ij ij ij

EA L AEI l
l l l

φ θ γ⋅ ⋅ ⋅ + −⋅
+

′⋅
， 

12 0 0 0

12 sin 6 sinbj

ij ij ij ij ij

EI B EIl
l l l l l

γ γ⋅ ⋅ ⋅
= − −

′ ′⋅ ⋅ ⋅
 

0

cosbj

ij

EA A
l

γ⋅ ⋅
， 

13 0 0 0

12 cos 6 cosbj

ij ij ij ij ij

EI B EIl
l l l l l

γ γ− ⋅ ⋅ ⋅
= + −

′ ′⋅ ⋅ ⋅
 

0

sinbj

ij

EA A
l

γ⋅ ⋅
， 

14 0 0 0 0 0

6 122bj a bj

ij ij ij ij ij ij

EI B EI l BEIl
l l l l l l

− ⋅ ⋅ ⋅
= + + −

′⋅ ⋅ ⋅
 

0

0 0

sin( )6 ai bj ai aa

ij ij ij

EA L AEI l
l l l

φ θ γ⋅ ⋅ ⋅ + −⋅
+

′⋅
， 

15 0 0 0 0 0

6 124bj b bj

ij ij ij ij ij ij

EI B EI l BEIl
l l l l l l

− ⋅ ⋅ ⋅
= + + −

′⋅ ⋅ ⋅
 

0

0 0

sin( )6 bj bj bj bb

ij ij ij

EA L AEI l
l l l

φ θ γ⋅ ⋅ ⋅ + −⋅
−

′⋅
。 

2  不平衡力算法及迭代步骤 

不平衡力的计算是非线性分析程序中的关键，

在本文中不平衡力是完全基于全量平衡计算的，具

体方法为：基于单元 a节点、b节点在截止到计算
阶段的迭代步所得的总位移，利用式(2)求出 i点、j
点在结构坐标系 0 0x y 中的位移，利用式(6)求出 i
点、 j点在局部坐标系 2 2x y 下的位移向量，利用式
(10)求出点 i、点 j在局部坐标系 2 2x y 下的力向量，
利用式(11)和式(14)获得带刚臂平面杆单元 a节点、

b节点在结构坐标系下的节点力向量，再叠加形成
结构的抗力矩阵，截止到计算阶段已施加到结构上

的荷载矩阵与抗力矩阵之差就形成不平衡力矩阵。 
综上所述，第 i阶段的迭代步骤为： 
1) 根据结构坐标系下的总位移向量 δ确定单

元左右 a节点、b节点在结构坐标系下的位移向量
0d ，利用式(2)求出 i点、 j点在结构坐标系 0 0x y 中
的位移 0

id 和 0
jd ，利用式(6)求出 i点、 j点在局部坐

标系 2 2x y 下的位移向量 j′u 。 

2) 通过位移向量 j′u 由式(10)形成单元在局部

坐标系下的力向量 ′q ，再由结构当前构形的几何参
数由式(23)形成 nk 。 

3) 结合式(16)、式(10)、式(9)由式(24)形成 lk ，
与 nk 相加形成单元切线刚度矩阵 tk ，计算涉及到的
几何参数都是结构当前构形下的值。 

4) 将 i点、 j点在局部坐标系下的力向量 ′q 由
式(11)和式(14)转换到结构坐标系得到 0F 。 

5) 对所有单元重复步骤 1)~步骤 4)，生成结构
切线刚度矩阵 t=∑k k 和节点合力 =F 0∑F ； 

6) 计算不平衡力∆ = −R P F ，其中 P为截止
到第 i阶段施加的总外荷载的等效节点力； 

7) 求解结构方程 ∆ = ∆K δ R，得到节点位移
增量∆δ，并将其叠加到总位移向量 δ中。 

8) 收敛判断，如收敛，则转到第 i+1阶段计算，
如不收敛，则返回步骤 1)，进行下一次迭代计算。 

3  算例分析 

以下算例的解析解均见文献[11]。 
例 1.  如图 2(a)所示为方框架在对边中点受一对集
中拉力 2P作用，框架每条边长为 2L、弯曲刚度
为 EI 、框架对边受荷点垂直位移为 w、框架另对 

u

0θ
w

L

L

PL 2P L

2P

L

L

 
 (a)                (b) 

图 2  对边受集中拉力作用时的方形框架 
Fig.2  Square frame under a pare of opposite concentrated 

tension in opposite edges 
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边中点水平位移为 u、框架结点转角为 0θ 。根据

荷载及结构对称的特点，取 1/4 结构进行计算，如
图 2(b)所示，每杆划分成 10 个单元， 共分成 20
个单元，所得计算结果见表 1。 

表 1  方形框架受集中拉力作用时的变形 
Table 1  Deformation of square frame under a pare of opposite 

concentrated tension 

/w L  /u L  0θ  2PL
EI

 
解析解 本文解 解析解 本文解 解析解 本文解 

1.0 0.17889 0.17897 0.11699 0.11699 0.21082 0.21090 
2.0 0.30833 0.30860 0.21453 0.21453 0.35658 0.35685 
3.0 0.40287 0．40337 0.29298 0.29298 0.45752 0.45797 
4.0 0.47375 0.47450 0.35581 0.35581 0.52892 0.52954 

 

例 2.  如图 3(a)所示为铰接方棱形框架在对角点受
一对拉力 2P作用，框架每条边长为 L、弯曲刚度
为 EI 、框架受力角点垂直位移为w、不受力角点
水平位移为u、框架边与水平方向的夹角为 0θ 。根
据荷载及结构对称的特点，取 1/4 结构进行计算，
如图 3(b)所示，划分成 10个单元，采用荷载增量法，
迭代容许误差限定为 10−5，所得计算结果见表 2。 

 
(a)             (b) 

图 3  对角点受拉力作用时的铰接方棱形框架 
Fig.3  Diamond-shaped frame under a pare of opposite 

concentrated tensions in opposite angles 

表 2  铰接方棱形框架受拉力作用时的变形 
Table 2  Deformation of diamond-shaped frame under a pare 

of opposite concentrated compression 

/w L  /u L  0θ  2PL
EI

 
解析解 本文解 解析解 本文解 解析解 本文解 

1.0 0.11252 0.11256 0.13960 0.13959 1.05144 1.05151 
2.0 0.16429 0.16444 0.23184 0.23190 1.20263 1.20290 
3.0 0.19183 0.19206 0.29447 0.29461 1.29613 1.29656 
5.0 0.21931 0.21967 0.37322 0.37353 1.40209 1.40275 

10.0 0.24380 0.24435 0.46601 0.46658 1.50351 1.50432 

例 3.  如图 4所示为悬臂端承受集中荷载 P的大挠
度变刚度悬臂梁，梁跨为 L、左半跨抗压和抗弯刚
度分别为 EA和 EI 、右半跨抗压和抗弯刚度为 1 1E A

和 1 1E I ，梁端水平位移为u、垂直位移为w、转角
为 0θ ，为验证考虑刚臂效应情况下本文推导的平面

梁元切线刚度矩阵，对本算例按以下两种方法进行

计算： 
方法 1) 按无刚臂的平面梁元进行计算，将梁均

匀划分成 20 个单元， 1 1E A 、 1 1E I 与 EA、 EI 的比
值(通过调整弹性模量 E实现)分别取 1、2、5、10、
100、200、300、500进行计算，从计算结果发现，
计算结果开始对比值反应较敏感，但在大于 100以
后基本上就没有变化了，将比值等于 200时的计算
结果列入表 3，此种情况下可以认为右半跨近似为
刚臂了。 

 
图 4  集中荷载作用下的大挠度变刚度悬臂梁 

Fig.4  Cantilever of large deflection under concentrated load 

方法 2) 将左半跨梁从左至右均匀划分成 20个
单元，将右半跨梁作为其相邻单元的刚臂，用本文

推导的带刚臂的平面梁元刚度矩阵进行计算。 
两种方法所得的计算结果如表 3所示，作为比

较，还将比值为 1(即沿梁全长刚度相同)时 /w L的
解析解也列于表 3最右列。 
表 3  变刚度悬臂梁承受集中荷载时的大挠度变形 

Table 3  Cantilever’s deformation under concentrated load 

/w L  /u L  0θ  /w L  2PL
EI

 
方法 1 方法 2 方法 1 方法 2 方法 1 方法 2 解析解 

1.0 0.27190 0.27154 0.43605 0.43501 0.35577 0.35495 0.30172 
2.0 0.46340 0.46317 0.13362 0.13352 0.62802 0.62710 0.49346 
3.0 0.58269 0.58245 0.22339 0.22325 0.81882 0.81770 0.60325 
4.0 0.65796 0.65769 0.29912 0.29894 0.95403 0.95272 0.66996 
5.0 0.70829 0.70765 0.36134 0.36060 1.05430 1.05199 0.71379 
6.0 0.74276 0.74253 0.41095 0.41081 1.12876 1.12743 0.74457 

从表 3可看出：方法 1与方法 2的计算结果是
非常接近的；在 2 /PL EI 值较小时，两种方法的计
算结果与沿梁全长刚度相同时的解析解相差较大。

以 /w L 为例，在 2 / 1PL EI = 时，两者相差

(0.30172 0.27154) / 0.27154 11.2%− = ， 但 在

2 / 6PL EI = 时，两者相差 (0.74457 0.74253) /−  

0.74253 0.27%= ，显然这也是符合实际情况的。 
 

以上算例表明：本文推导的两端带任意刚臂的

平面梁元的切线刚度矩阵表达式是正确的，可用于

L 
L/2 L/2 

EA, EI 
E1A1, E1I1 

P w 

u θ0 

45° 

P 
2P 

θ0 
L L 

L 

w 

2P 

u 
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有刚臂、无刚臂的平面梁结构几何非线性分析。 

4  结论 

本文根据带刚臂平面梁元在受力后的运动和

变形特点，基于共旋坐标法推导出两端带任意刚臂

的平面梁元，较好解决了平面梁元在相交处可能存

在的刚性连接问题；这种非线性单元具有列式清

晰、力学概念明确的优点，相应程序可用于无刚臂

和有刚臂的平面梁结构几何非线性分析。 
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