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变刚度变轴力 Timoshenko悬臂柱的弯矩放大系数 

赵  钦，*童根树 
(浙江大学建筑工程学院，杭州 310058) 

摘  要：该文由简到繁，分析了等截面到变截面，同时考虑剪切变形和弯曲变形的 Timoshenko 悬臂柱的弯矩放

大系数。通过求解等截面悬臂柱集中力下的基本微分方程，得到弯矩放大系数的表达式。并在此基础上，研究了

悬臂柱的轴力、截面的弯曲刚度和剪切刚度均沿高度线性变化的情况。通过研究获得了弯矩放大系数及其沿高度

的变化规律，并拟合成与等截面柱具有相似形式的表达式。与 ANSYS有限元结果的对比表明，模拟 Timoshenko

悬臂柱弯矩放大系数的拟合公式均具有良好的精度。 
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MOMENT AMPLIFICATION FACTORS OF CANTILEVERS WITH 
VARIABLE AXIAL FORCES AND SECTIONAL RIGIDITIES 

ZHAO Qin, *TONG Gen-shu 
(Department of Civil Engineering, Zhejiang University, Hangzhou 310058, China) 

Abstract:  From constant to variable, the moment amplification factors of cantilevers with different 
cross-sections were studied in this paper, while both shear and flexural deformations were considered 
simultaneously. A moment amplification factor formula for the cantilever with a constant cross-section was 
obtained by solving differential equations. By taking further research on cantilevers with linearly changing axial 
forces, the bending stiffness and shear stiffness, the variation of the moment amplification factors along the height 
of the cantilever can be described by the proposed approximate formula. The factors were also calculated by the 
finite element method, and the comparison shows that the accuracy of the given formula is suitable. 
Key words:  stability; second order effect; moment amplification factor; column; bending; shear  
 
高层建筑结构体系在多高层建筑中的应用非

常广泛，很多高层结构体系可以简化为考虑整体弯

曲变形和剪切变形的悬臂柱。这种结构体系的二阶

效应，可以通过二阶的有限元分析来掌握。对剪切

型框架结构进行分析后发现[1―3]，结构各层的二阶

效应可采用如下公式计算： 
1

1 i i
mi

i i

VA
Q h

δ
−

 
= − 

 
            (1) 

式中：  i iV Q、 分别是第 i层总的竖向力和总的水平
力；  i ih δ、 是第 i 层的层高和总水平力作用下的   

位移。 
对弯曲型悬臂结构，二阶效应系数可以采用二

阶分析的方法加以确定，等截面等轴力的杆件的弯

矩放大系数，稳定理论教科书[4―5]中大多已经有介

绍，书中一般只关注最大值的放大系数沿杆长的变

化，可以参考现有的推导获得[1―3]。应用于高层的

结构，因为涉及到变截面以及变轴力，问题变得更

为复杂，但是通过研究，得到类似于式(1)的公式，
仍然是受欢迎的。 
本文取几种情况，研究变截面变轴力悬臂柱的
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弯矩二阶效应系数，以得到一些规律性的认识。 

1  悬臂构件算例模型 

如图 1中所示底端固接 5种情况的轴心受压悬
臂柱，同时考虑弯曲变形和剪切变形，计算代表二

阶效应大小的弯矩放大系数。其中 Case 1的等截面
等轴力的悬臂柱，可以获得解析解，而 Case 2~  
Case 5的轴力或/和截面性质沿高度线性变化，只能
采用数值方法求解。 

 
(a) Case 1   (b) Case 2   (c) Case 3   (d) Case 4   (e) Case 5 

图 1  弯剪型悬臂柱的 5种计算模型 
Fig.1  Five models for shear-flexural cantilevers 

1.1  Case 1的弯矩放大系数 
压力 P作用下 Timoshenko梁屈曲平衡方程是： 

(4) ( ) 0b b sEIy P y y′′ ′′+ + =           (2) 
式中： by 是弯曲挠度； sy 是剪切挠度。两者间有
关系： 

b sEIy Sy′′′ ′− =                (3) 

消去式(2)中的 sy ，并记 2

(1 / )
Pk

EI P S
=

−
，得

到： 
(4) 2 0b by k y′′+ =               (4) 

其通解为： 
3 4 1 2cos sinby C C x C kx C kx= + − −  

边界条件 (0) 0by = ， (0) 0by′ = ， ( ) 0by H′′ = 和

( ) |b b s x HEIy P y y Q=′′′ ′ ′+ + = − 得( u kH= )： 

3
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k EI P S
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−
    (5) 

[sin tan (1 cos )]
( )s

Q kx u kxy
k S P
+ −
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−

          (6) 

则考虑 P − ∆后悬臂柱任意截面的弯矩为： 

II
sec sin( )

(1 / )b
Q u u kxM EIy

k P S
−′′= − =

−
      (7) 

一阶弯矩为 I ( )M Q H x= − ，柱顶承受水平力

Q和竖向压力 P时，考虑二阶效应的柱子各部位的 

弯矩放大系数为： 
 

II

I

sec sin[ (1 / )]
(1 / ) (1 / )m

M u u x HA
M P S u x H

−
= =

− ⋅ −
     (8) 

其中：
E

π
2 (1 / )

Pu kH
P P S

= =
−

；H 是柱高；x是

离底部距离；
2

E 2
π
4

EIP
H

= 。对式(8)各项进行级数展

开，相乘并保留前面两项得到弯矩放大系数近似

式： 
1

1
E E

1 1 1m
P P P PA
P S P S

α
−    = + − − −    

     
  (9) 

其中，

2

1 0.25 0.41 1 x
H

α  = − − 
 

为高度变化系数。 

下面进行有限元验证。模型基本信息：如图

1(a)，底端固接的轴心受压悬臂柱，分为十层计算
各高度弯矩放大系数，层高 4mh = ，总高 40mH = ；

柱截面为1m 1m× ， 10 48.33 10 mmI = × ；材料弹性

模量 2206kN/mmE = 。 
采用 ANSYS 对结构整体进行一阶和二阶弹性

分析，得到悬臂柱的弯矩放大系数，并与式(9)作比
较。采用 BEAM189单元建模，本算例中，悬臂柱
为等截面，只在柱顶有水平荷载和竖向荷载作用。 

为了考虑弯曲变形与剪切变形占总变形的比

例不同时公式的精度，分别计算各类型的算例，记
2

2
π

1.2
EI

H S
γ = ： 0.1γ ≤ 时剪切变形的影响在10%以

内，弯曲变形为主导；0.1 10γ≤ ≤ 时受弯曲变形和

剪切变形两方面的影响； 10γ ≥ 时弯曲变形的影响

在10%以内，剪切变形为主导[6]。算例如表 1所示，
柱顶作用竖向力 cr0.2P P= ，水平力 0.1Q P= 。 

表 1 Case 1算例列表 
Table 1  Subcases for Case 1 

编号 /NS  cr /NP  γ  结构形式 

(a) 88.83 10×  72.57 10×  0.1 弯曲型 

(b) 81.32 10×  72.20 10×  0.67 弯剪型，弯曲为主 

(c) 71.32 10×  68.80 10×  6.7 弯剪型，剪切为主 

(d) 66.69 10×  65.34 10×  13.2 剪切型 
 

各算例计算和比较结果如图 2和表 2所示。 
以上有限元计算表明，通过平衡微分方程得到

的弯矩放大系数式(9)，无论在剪切型、弯曲型、弯
剪型算例中，误差都小于 1%，具有很高的精度。 

Q Q QP 

q q p  p  p  p 
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数
 
A m

γ =6.70,有限元
γ =6.70,式(9)

γ =13.2,有限元
γ =13.2,式(9)

γ =0.10 有限元
γ =0.10 式(9)

γ =0.67 有限元
γ =0.67 式(9)

 
图 2  Case 1弯矩放大系数 

Fig.2  Moment amplification factors for Case 1 

表 2 Case 1弯矩放大系数 
Table 2  Moment amplification factors for Case 1 

0.1γ =  0.67γ =  
x
H

 位移 
放大系数 

FEM弯矩 
放大系数 

式(9) 
位移 
放大系数 

FEM弯矩 
放大系数 

式(9) 

0 - 1.206 1.211 - 1.211 1.216 
0.1 1.176 1.225 1.23 1.118 1.228 1.232 
0.2 1.2 1.242 1.247 1.157 1.243 1.247 
0.3 1.212 1.257 1.262 1.181 1.256 1.261 
0.4 1.22 1.271 1.275 1.197 1.268 1.272 
0.5 1.227 1.282 1.286 1.209 1.278 1.282 
0.6 1.232 1.291 1.295 1.218 1.286 1.29 
0.7 1.236 1.299 1.302 1.225 1.293 1.296 
0.8 1.24 1.304 1.307 1.231 1.297 1.3 
0.9 1.242 1.307 1.31 1.236 1.3 1.303 

6.7γ =  13.2γ =  
x
H

 位移 
放大系数 

FEM弯矩 
放大系数 

式(9) 
位移 
放大系数 

FEM弯矩 
放大系数 

式(9) 

0 − 1.233 1.235 − 1.239 1.24 
0.1 1.169 1.24 1.242 1.198 1.244 1.245 
0.2 1.182 1.247 1.249 1.206 1.248 1.249 
0.3 1.193 1.253 1.255 1.212 1.252 1.253 
0.4 1.203 1.258 1.26 1.218 1.255 1.256 
0.5 1.211 1.262 1.264 1.224 1.258 1.259 
0.6 1.218 1.266 1.268 1.228 1.26 1.261 
0.7 1.224 1.269 1.27 1.232 1.262 1.263 
0.8 1.229 1.271 1.272 1.236 1.263 1.264 
0.9 1.234 1.272 1.274 1.238 1.264 1.265 

 

1.2  Case 2~Case 5的弯矩放大系数公式 
图 1(b)~图 1(e)的模型相对于图 1(a)的变化如 

表 3所示。 
表 3 算例主要信息 

Table 3  Cases information  

算例 EI 、 S  竖向荷载 水平荷载 

Case 1 无变化 顶部集中荷载 顶部集中荷载 

Case 2 无变化 沿高度均布 顶部集中荷载 

Case 3 沿高度线性变化 沿高度均布 顶部集中荷载 

Case 4 无变化 沿高度均布 沿高度均布 

Case 5 沿高度线性变化 沿高度均布 沿高度均布 

Case 3、Case 5变截面算例中，保持截面高度
不变，只逐层减少宽度，以模拟刚度沿高度的线性

变化[7]。柱顶截面为 0.5m×1m，柱底、柱顶截面刚
度比 0 0 2 1t tEI EI S S= =∶ ∶ ∶ 。通过修正式(9)得到各
算例的弯矩放大系数公式，通过有限元计算对各种

变形形式时放大系数进行比较。 
1.2.1  Case 2 
此时截面刚度沿高度不变，但轴力沿高度线性

变化，柱顶作用集中力。与 Case 1相比，Case 2结
构形式上没有变化，只是改变了荷载施加方式。借

用式(9)的形式，经过大量计算，发现下式可以较好
地拟合数值计算获得的弯矩放大系数： 

1
0.7

2
E

0.7 E

( )1 1

1 ( )m

P P x
P SA

P P P x S

α
−

 + − 
 =

− −
       (10) 

其中：

2
E E E

2 0.2 0.4 1.6P P Px
H SS S

α  = − − 
 

； 0.7P 是

离底部 0.7 H 处截面的轴力。式(10)与有限元计算
结果对比的算例如表 4所示，柱身作用均布竖向荷
载 p，其中 p的选择是使得弯矩放大系数处在 1.2

左右，这样得到的结果不会因为放大系数太小而显

示不出公式的精度来，又不至于使弯矩放大系数太

大而偏离实际，因为实际的弯矩放大系数很少会超

过 1.15。柱顶作用集中水平力 / 60Q pH= (弯矩放

大系数与水平力大小无关，但与水平力分布形式有

关)。比较结果如图 3所示。 
表 4  Case 2算例列表 

Table 4  Subcases for Case 2 

编号 /NS  /(N/mm)p  γ  结构形式 

(a) 81.32 10×  250 0.67 弯剪型，弯曲为主 

(b) 71.32 10×  75 6.7 弯剪型，剪切为主 

(c) 66.69 10×  50 13.2 剪切型 
 

弯
矩
放
大
系
数

 
A m

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
1.00

1.05

1.10

1.15

1.20

1.25

1.30

1.35
γ =0.67,有限元
γ =0.67,式(10)

γ =6.70,有限元
γ =6.70,式(10)

γ =13.2,有限元
γ =13.2,式(10)

相对坐标 x/H  
图 3  Case 2弯矩放大系数 

Fig.3  Moment amplification factors for Case 2 

1.2.2  Case 3 
此时截面刚度和轴力均沿高度线性变化，柱顶

作用集中力。经计算，发现采用如下与式(9)相似的
公式可以较好地拟合数值计算获得的弯矩放大系
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数： 
1

0.7
3

E0.3

0.7 E0.3

( )1 1
( )

1 ( ) ( )m

P P x
P S x

A
P P P x S x

α
−

 
+ − 

 =
− −

      (11) 

其中：

2
E0.3 E0.3 E0.3

3
0.30.3 0.3

0.2 0.4 1.6P P Px
H SS S

α
 

= − − 
 

；

2
0.3

E0.3 2
π
4
EIP
H

= 是离地 0.3H处的截面抗弯刚度计算

的临界荷载； 0.3S 是离地 0.3H处截面的剪切刚度，
2

0.3
0.3 2

0.3

π
1.2

EI
H S

γ = 。对比算例见表 5，顶部与底部抗

剪刚度比 0/ 0.5tS S = ，柱身均布竖向荷载 p，柱顶
集中水平力 / 60Q pH= 。计算和比较结果如图 4

所示。 
表 5 Case 3算例列表(1) 

Table 5  Subcases for Case 3(1) 

编号 0 /NS  /(N/mm)p  γ  结构形式 

(a) 81.32 10×  250 0.67 弯剪型，弯曲为主 

(b) 71.32 10×  75 6.7 弯剪型，剪切为主 

(c) 66.69 10×  50 13.2 剪切型 

1.05

1.10

1.15

1.20

1.25

1.30

1.35

弯
矩
放
大
系
数
 
A m

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
1.00

1.05

1.10

1.15

1.20

1.25

1.30

γ0.3=13.2,有限元

γ0.3=13.2,式(11)

x

m

γ0.3=0.67,有限元

γ0.3=0.67,式(11)

γ0.3=6.70,有限元

γ0.3=6.70,式(11)

 
 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

相对坐标 x/H  
图 4  Case 3弯矩放大系数(1) 

Fig.4  Moment amplification factors for Case 3(1) 

为了考察其他刚度变化时公式的精度，改变刚

度沿高度线性变化的大小，柱顶、柱底截面刚度比

0 0/ / 0.3t tEI EI S S= = 。比较式(11)与 ANSYS 有限

元结果，对比的算例数据与表 5所示一致。计算和
比较结果如图 5所示。 
对抗弯刚度与剪切刚度沿高度线性变化比例

不同的情况，式(11)的精度通过下面算例进行验证。
顶底截面刚度比 0/ 0.5tEI EI = ， 0/tS S =0.3，其余同
Case 3 (1)。比较式(11)与有限元结果，算例如表 6
所示，底部截面抗弯刚度 0EI = 161.72 10× N·mm2， 

均布竖向荷载 p，柱顶集中水平力 / 60Q pH= ，

计算和比较结果如图 6。 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.05

1.10

1.15

1.20

1.25

1.30

1.35

γ0.3=13.2,有限元

γ0.3=13.2,式(11)

相对坐标 x/H

弯
矩
放
大
系
数

 
A m

γ0.3=0.67,有限元

γ0.3=0.67,式(11)

γ0.3=6.70,有限元

γ0.3=6.70,式(11)

 
图 5  Case 3弯矩放大系数(2) 

Fig.5  Moment amplification factors for Case 3(2) 

表 6 Case 3算例列表(2) 
Table 6  Subcases for Case 3(2) 

编号 0 /NS  /(N/mm)p  γ  结构形式 

(a) 81.32 10×  250 0.73 弯剪型，弯曲为主 

(b) 71.32 10×  75 7.28 弯剪型，剪切为主 

(c) 66.69 10×  50 14.35 剪切型 

1.05

1.10

1.15

1.20

1.25

1.30

1.35

弯
矩
放
大
系
数
 
A m

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
1.00

1.05

1.10

1.15

1.20

1.25

1.30

1.35

γ0.3=14.35,有限元

γ0.3=14.35,式(11)

γ0.3=0.73,有限元

γ0.3=0.73,式(11)

γ0.3=7.28,有限元

γ0.3=7.28,式(11)

 
 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

相对坐标 x/H  
图 6  Case 3弯矩放大系数(3) 

Fig.6  Moment amplification factors for Case 3(3) 

1.2.3  Case 4 
此时截面刚度沿高度不变，轴力沿高度线性变

化，作用有沿高度均布的水平力。经计算，发现采

用下式可以较好地拟合数值计算获得的弯矩放大

系数： 
1

0.7
4

E

0.7 E

( )1 1

1 ( )m

P P x
P SA

P P P x S

α
−

 + − 
 =

− −
        (12) 

其中：

2

4
E

0.15 0.9 1.1S x
P H

α  = − − 
 

。算例如表 7，

均布竖向荷载 p，均布水平荷载 0.5q p= ，结果如

图 7所示。 
 
 



 工    程    力    学 5 

 

表 7 Case 4算例列表 
Table 7  Subcases for Case 4 

编号 /NS  /(N/mm)p  γ  结构形式 

(a) 81.32 10×  250 0.67 弯剪型，弯曲为主 

(b) 71.32 10×  62.5 6.7 弯剪型，剪切为主 

(c) 66.69 10×  37.5 13.2 剪切型 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
1.00

1.05

1.10

1.15

1.20

1.25

1.30

γ=13.2,有限元
γ=13.2,式(12)

相对坐标 x/H

弯
矩
放
大
系
数
 
A m

γ=0.67,有限元
γ=0.67,式(12)

γ=6.70,有限元
γ=6.70,式(12)

 
图 7  Case 4弯矩放大系数 

Fig.7  Moment amplification factors for Case 4 

1.2.4  Case 5 
此时截面刚度和轴力沿高度线性变化，承担沿

高度均布水平荷载。经计算，发现采用下式可以较

好地拟合数值计算获得的弯矩放大系数： 
1

0.7
5

E0.3

0.7 E0.3

( )1 1
( )

1 ( ) ( )m

P P x
P S x

A
P P P x S x

α
−

 
+ − 

 =
− −

        (13) 

其中：

2
0.3

5
E0.3

0.15 0.9 1.1S x
P H

α  = − − 
 

。验证算例如

表 8所示，顶部与底部抗剪刚度比 0/ 0.5tS S = ，柱

身作用均布竖向荷载 p，均布水平荷载 0.5q p= 。

计算和比较结果如图 8所示。 
表 8 Case 5算例列表(1) 

Table 8  Subcases for Case 5(1) 

编号 /NS  /(N/mm)p  γ  结构形式 

(a) 81.32 10×  200 0.67 弯剪型，弯曲为主 

(b) 71.32 10×  50 6.7 弯剪型，剪切为主 

(c) 66.69 10×  25 13.2 剪切型 
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γ0.3=0.67,式(13)

γ0.3=6.70,有限元

γ0.3=6.70,式(13)

 
图 8  CASE 5弯矩放大系数(1) 

Fig.8  Moment amplification factors for CASE 5(1) 

为了考察其他刚度变化时公式的精度，改变刚

度沿高度线性变化的大小，柱顶、柱底截面刚度比

0 0/ / 0.3t tEI EI S S= = 。比较式(11)与 ANSYS 有限

元结果，对比的算例数据与表 8所示一致。计算和
比较结果如图 9所示。 
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γ0.3=6.70,式(13)

 
图 9  Case 5弯矩放大系数(2) 

Fig.9  Moment amplification factors for Case 5(2) 

对抗弯刚度与剪切刚度沿高度变化比例不同

时，式(11)的精度通过下面算例验证。设柱顶、柱
底截面刚度比 0/ 0.5tEI EI = ， 0/ 0.3tS S = ，其余同

Case 5(1)。算例见表 9，底部截面抗弯刚度 0EI =     
161.72 10× N·mm2，柱身作用均布竖向荷载 p，均

布水平荷载 0.5q p= ，比较结果如图 10所示。 

表 9  Case 5算例列表(2) 
Table 9  Subcases for Case 5(2) 

编号 /NS  /(N/mm)p  γ  结构形式 

(a) 81.32 10×  200 0.73 弯剪型，弯曲为主 

(b) 71.32 10×  50 7.28 弯剪型，剪切为主 

(c) 66.69 10×  25 14.35 剪切型 
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γ0.3=14.35,式(13)

x H

γ0.3=0.73,有限元

γ0.3=0.73,式(13)
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γ0.3=7.28,式(13)

 
  

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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图 10  Case 5弯矩放大系数(3) 

Fig.10  Moment amplification factors for Case 5(3) 

2  结论 

本文通过求解平衡微分方程得到等截面悬臂

构件在顶部集中荷载作用下的弯矩放大系数公式。

并在其基础上，通过有限元计算，拟合出变截面构

件在多种荷载下的弯矩放大系数表达式： 
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1
eq eq

E,eq E,eq
1 1 1x x

m
x x

P PP PA
P S P S

α
−    

 = + − − −         
(14) 

其中： eqP 为轴力代表值，轴力沿高度线性变化时，

取离底部 0.7H 处截面的轴力； E,eqP 为构件等效临

界荷载，

2
eq

E,eq 2

π
4

EI
P

H
= ，截面抗弯刚度沿高度变化

时，取离底部 0.3H 处截面的抗弯刚度进行计算； xP
为计算高度截面的轴压力； xS 为计算高度截面的剪
切刚度；α为高度变化系数。如上文所述，根据不
同荷载类型、不同截面类型有不同取值。 
各类模型的有限元建模分析并与式(14)的计算

结果的对比表明，同时考虑弯剪变形的弯矩放大系

数式(14)在剪切型、弯曲型、弯剪型构件的计算中
都有较好的精度。 
通过式(14)这类公式，变截面、变轴力悬臂构

件的二阶效应得到了更好的认识[8―10]。 
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