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双模量面板泡沫铝芯夹层圆板的非线性弯曲 
*吴  晓，杨立军 

(湖南文理学院，湖南，常德，415000) 

 

摘  要：采用弹性理论建立了双模量面板泡沫铝芯圆形夹层板在均布载荷作用下的静力平衡方程，利用静力平衡

方程确定了夹层板的中性面位置。在考虑剪切变形影响的基础上，采用能量法研究了双模量面板泡沫铝芯圆形夹

层板的轴对称非线性弯曲问题，求得了夹层板中心挠度与均布载荷的关系式，并把该方法计算结果与有限元计算

结果进行了比较，验证了该方法是可靠的。算例分析表明，研究双模量面板泡沫铝芯圆形夹层板的非线性弯曲，

不宜采用相同弹性模量弹性理论，而应该采用拉压弹性模量不同的弹性理论。 
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NONLINEAR BENDING OF BIMODULOUS PANEL ALUMINUM FOAM 
CORE CIRCULAR LAMINATED PLATE 

*WU Xiao , YANG Li-jun 
(Hunan University of Arts and Science, Changde, Hunan 415000, China) 

Abstract:  The static equilibrium equation of a bimodulus panel aluminum foam core circular laminated plate 
under a uniformly distributed load was established by using elastic mechanics theory. The location of the neutral 
plane in the bimodulus panel aluminum foam core circular laminated plate was determined by utilization of the 
static equilibrium equation. Taking shear deformation into consideration, it was studied that the axisymmetric 
nonlinear bending of bimodulous panel aluminum foam core circular laminated plate with energy method, and the 
relation expression between the central deflection of the circular laminated plate and a uniformly distributed load 
was obtained. Through the FEM analysis of a circular laminated plate, the correctness of the method was verified. 
The numerical example shows that the nonlinear bending calculation of a bimodulus panel aluminum foam core 
circular laminated plate may as well not apply classical elastic theory with same elastic modulus, and that it 
should use elastic theory with different elastic moduli in tension and compression.  
Key words:  energy method; bimodulus; aluminum foam; nonlinearity; bending 

 
由于超轻型金属结构具有轻质[1]、高强度比，

隔声与隔热兼容，吸声、隔热及阻燃性兼容等特性，

因而正成为现在研究热点之一。高技术的需求使得

具有更高强度比、刚度比的泡沫铝夹层板成为工业

应用发展的重点[2―6]，泡沫铝芯夹层板在仪表、汽

车、航天航空等领域有着广泛应用前景。传统的蜂

窝铝芯与面板需要胶粘，但胶粘部分存在不耐高

温、易老化等缺陷，因而其应用范围受到一定限制。

为此有必要发展一种金属面板与泡沫铝芯冶金结

合的制备技术。近年来，德国弗朗霍夫研究所采用

独特粉末冶金发泡技术制备了泡沫铝芯夹层板结

构，夹层板面板可用铝、铁、金属合金等材料，面
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板与泡沫铝芯实现冶金结合。当夹层板面板为双模

量金属合金材料时[7―9]，夹层板在外载荷作用下，

双模量面板泡沫铝芯圆形夹层板将相当于三种不

同材料组成的夹层板，而不能作为由两种材料组成

的夹层板。本文把受拉面板、泡沫铝芯、受压面板

看成三种材料，利用静力平衡方程确定了双模量面

板泡沫铝芯圆形夹层板的中性面位置，采用能量法

研究了双模量面板泡沫铝芯圆形夹层板的非线性

弯曲问题。 

1  夹层板的内力方程 

对于图 1所示双模量面板泡沫铝芯夹层板的弯
曲，中性面不再位于板厚的正中央，而是形成了拉

伸区和压缩区。由弹性理论可知双模量面板泡沫铝

芯夹层板弯曲时的应力表达式为： 
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式中： 1i = 时为受拉面板， 2i = 时为泡沫铝芯， 3i =
时为受压面板； 1E 、 1µ 为面板受拉弹性模量及泊
松比， 2 2E µ、 为泡沫铝芯弹性模量及泊松比， 3E 、

3µ 为面板受压弹性模量及泊松比。 

由弹性理论可知双模量面板泡沫铝芯夹层板

弯曲时横截面内力应满足以下关系： 

0 1

0

0 3

0 1

0

0 3

0 1

0

2 2
1

12 2 2
1

2 2
2

22 2 2
2

2 2
3

32 2 2
3

2 2
1

12 2 2
1

2

2

d
1

       d
1

       d 0
1

d
1

      
1

z h h

z h

z h

z h h

z

z h

z h h

z h

E w w z z
x y

E w w z z
x y

E w w z z
x y

E w w z z
y x

E

µ
µ

µ
µ

µ
µ

µ
µ

µ

+ −

−

−

+ −

−

+ −

−

 ∂ ∂
+ + 

− ∂ ∂ 
 ∂ ∂

+ + 
− ∂ ∂ 

 ∂ ∂
+ = 

− ∂ ∂ 
 ∂ ∂

+ + 
− ∂ ∂ 

−

∫

∫

∫

∫
0 3

0 1

0

0 3

2 2

22 2 2

2 2
3

32 2 2
3

d

      d 0
1

z h

z h h

z

z h

w w z z
y x

E w w z z
y x

µ

µ
µ

−

+ −

−















  ∂ ∂

+ +  
∂ ∂  


 ∂ ∂ + =  − ∂ ∂ 

∫

∫

  (2) 

把式(2)中二分式相加可得： 
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由式(3)可以求得中性面的位置为： 
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式中， 1
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利用式(1)~式(4)可以得到夹层板的弯矩、扭矩
表达式为： 
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图 1  层合板截面模型 

Fig.1  Laminated plate section model 

2  夹层板非线性弯曲近似解 

双模量面板泡沫铝芯圆形夹层板发生轴对称
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非线性弯曲变形时，由弯矩、扭矩引起的形变势能

为： 
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把式(5)代人式(6)中且引入极坐标可以得到： 
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由于 r rN hσ= ，N hθ θσ= 为横向荷载引起的中

面拉力，所以中面拉力 rN 、 Nθ的表达式为： 
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在双模量面板泡沫铝芯圆形夹层板轴对称非

线性弯曲问题中，其中面力的形变势能为： 

2 ( ) d d
2 r r
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板中面上的径向应变及环向应变分别为： 
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式中，u为板中面各点的径向位移。 
把式(8)、式(10)代入式(9)中可得： 
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双模量面板泡沫铝芯圆形夹层板在横向均布

荷载作用下势能为： 
2π dV qwr r= − ∫               (12) 

由于双模量面板泡沫铝芯圆形夹层板芯材的

刚度很低，且面板的厚度远小于芯材的厚度，所以

芯材的剪切变形是不能忽略的。芯材剪切变形的势

能为： 
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； xϕ 、 yϕ 为剪切角。 

由于假设双模量面板泡沫铝芯圆形夹层板在

均布荷载作用下发生轴对称弯曲，所以可把式(13)
化为： 
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 ∫             (14) 

所以，轴对称非线性弯曲圆形夹层板总势能

为： 

1 2 3 2π dU U U U qwr r= + + − ∫        (15) 

假设周边固支圆形夹层板在均布荷载 0q 作用
下，即其边界条件为 ( ) 0u a = ， ( ) 0w a = 。则可设

径向位移函数、挠度函数、剪切角函数为： 
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把式(16)、式(17)和式(18)代入式(15)中可以得
到： 
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把式(19)分别对 0A 、 1A 、 0C 求偏导可得： 

0
0U

A
∂

=
∂

，
1

0U
A

∂
=

∂
，

0
0U

C
∂

=
∂

       (20) 



 工    程    力    学 15 

 

由式(20)的第一分式、第二分式中可求得： 
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把式(21)代入式(20)的第三分式中可得： 
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当不考虑剪切变形时，即剪切刚度C → ∞，  
式(22)退化为： 

4
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        ( 23) 

利用式(22)即可以计算双模量面板泡沫铝芯圆
形夹层板轴对称非线性弯曲时板中心的挠度。 
当均布荷载 0q 作用在圆形夹层板上，且

1 2 3E E E E= = = ， 1 2 3 0.3µ µ µ µ= = = = ，剪切刚

度C → ∞时，式(22)即退化为： 
3 4

0 0 0
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31.10464 C C q a
h Dhh

+ =           (24) 

弹性理论专著中给出的经典公式为： 
3 4

0 0 0
3

31.16364 C C q a
h Dhh

+ =          (25) 

分别取 0C
h
等于 1、1.2、1.4、1.6、1.8、2.0时，

式(20)与式(21)的计算结果误差分别为 1.00%、
1.26%、1.50%、1.71%、1.89%、2.04%，而且本文
的计算结果与文献[10―11]方法计算结果也接近，
以上计算验证了本文方法是可靠的。 

3  算例分析 

为分析双模量面板泡沫铝芯圆形夹层板的非

线性弯曲，假设面板为硅铝合金，面板受拉时 1E =  
66.93GPa， 1 0.34µ = ，面板受压时 3 73.43GPaE = ，

3 0.39µ = 。泡沫铝芯 2 24GPaE = ， 2 0.34µ = 。为

了验证本文计算方法正确性，考虑模量相同时，分

别取 1 3 66.93GPaE E= = 和 1 3 74.43GPaE E= = 两

种情况。分别用 ANSYS和本文方法式(22)、式(23)
计算了均布载荷作用下双模量面板泡沫铝芯周边

固支圆形夹层板中心挠度 0C 。圆板半径 a= 

1000mm，板厚 h=100mm。模型由三层圆板组成，
其中下层圆板板厚 10mm，材料模型 mat1； 1E =  
66.93GPa， 1 0.34µ = 。中间层圆板板厚 80mm，
材料模型 mat2， 2 24GPaE = ， 2 0.34µ = ，上层圆

板板厚 10mm，材料模型 mat3， 3 73.43GPaE = ，

3 0.39µ = 。单元最大边长尺寸，厚度方向为 5mm，

环向为 10mm。单元为 8节点 SOLID185单元，采
用 Large displacement static analysis进行求解。本文
计算结果与有限元结果比较如表 1、表 2、表 3 所
示，其中括号中的数值为不考虑剪切变形影响的  
式(23)的计算结果。 

表 1  本文结果与 ANSYS结果比较 
Table 1  The results comparison of qa4/h4 between this paper 

and ANSYS 

qa4/h4/(×1010) 5 10 15 20 25 30 

本文方法/mm 
18.0 

(17.7) 
34.2 

(33.7) 
49.3 

(48.6) 
62.9 

(62.1) 
75.1 

(74.1) 
86.0 

(84.7) 

ANSYS/mm 18.1 34.5 49.9 63.7 76.3 87.6 

误差/(%) −0.5 −0.9 −1.2 −1.3 −1.6 −1.8 

表 2  本文结果与 ANSYS结果比较( 1 3 66.93GPaE E= = ) 

Table 2  The results comparison of qa4/h4 between this paper 
and ANSYS 

qa4/h4/(×1010) 5 10 15 20 25 30 

本文方法/mm 19.0 34.2 50.5 64.3 75.1 86.2 

ANSYS/mm 19.3 36.8 53.1 68.0 81.1 92.8 

表 3  本文结果与 ANSYS结果比较( 1 3 74.43GPaE E= = ) 

Table 3  The results comparison of qa4/h4 between this paper 
and ANSYS 

qa4/h4/(×1010) 5 10 15 20 25 30 

本文方法/mm  16.2 29.5 43.5 55.9 66.3 75.2 

ANSYS/mm 16.6 31.0 45.1 58.7 70.2 80.1 

由表 1结果可以看出，采用有限元方法研究双
模量面板泡沫铝芯圆形夹层板的非线性弯曲和采

用本文方法研究双模量面板泡沫铝芯圆形夹层板

的非线性弯曲，两种方法的计算结果非常相近、吻

合得非常好，充分验证了本文方法的可靠性。不考

虑剪切变形时的本文方法计算结果与有限元法计

算结果的最大误差为 3.31%，考虑剪切变形时的本
文方法计算结果与有限元法计算结果的最大误差

为 1.8%。这说明对于双模量面板泡沫铝芯圆形夹层
板非线性弯曲的计算，应该考虑芯材的剪切变形对

其的影响。 
对表 2、表 3 的计算结果进行分析可知，在载

荷 4 4/ 200GPaqa h = 且当双模量面板泡沫铝芯圆

形夹层板的上下面板弹性模量分别取 1 3E E= =     
66.93GPa或 1 3 74.43GPaE E= = 时，采用相同弹性

模量弹性理论计算的双模量面板泡沫铝芯圆形夹

层板中心挠度与有限元法计算结果的误差都超过

或接近 5%。这说明对于双模量面板泡沫铝芯圆形
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夹层板的非线性弯曲变形的计算，不考虑拉压弹性

模量相异时其计算结果相差较大，超过了工程上所

允许的计算误差。 
从表 1、表 2、表 3 还可以看出，本文计算结

果比有限元法的计算结果要偏小，这主要是本文没

有考虑面板剪切变形的缘故，而 ANSYS 软件则考
虑了面板剪切变形的影响。但是，采用有限元方法

计算的结果和本文方法计算的结果还是非常相近。 

4  结论 

由以上分析可以得到以下结论： 
(1) 采用有限元方法和本文方法计算的结果非

常相近，两种方法的计算结果吻合的非常好，充分

验证了本文方法的可靠性。对于双模量面板泡沫铝

芯圆形夹层板非线性弯曲的计算，不能忽略芯材的

剪切变形对其的影响。 
(2) 算例分析表明，双模量面板泡沫铝芯圆形

夹层板的非线性弯曲的计算，不宜采用相同弹性模

量弹性理论，而应该采用拉压弹性模量不同的弹性

理论。 
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