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随机缺陷模态法在弦支穹顶稳定性计算中的应用 
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(1. 上海海事大学海洋环境与工程学院，上海 200135；2. 浙江大学空间结构研究中心，浙江，杭州 310027) 

摘  要：初始几何缺陷对弦支穹顶的稳定性能有较大的影响。在结构整体稳定性计算中，利用随机缺陷模态法为

结构施加合理的初始几何缺陷是该文的主要研究目的。首先采用一致缺陷模态法，在不同初始几何缺陷下，对肋

环 2型弦支穹顶结构进行稳定性能分析，然后讨论随机缺陷模态中方差的取值方法，并利用该方法对肋环 2型弦

支穹顶结构进行了 210种不同初始几何缺陷下的稳定性能分析，两种分析方法所施加缺陷的最大值均为结构跨度

的 1/300。分析结果表明：结构的初始几何缺陷对结构的稳定性能影响较大，考虑初始几何缺陷后结构稳定性能

为完善结构的 50%左右，且采用一致缺陷模态法时也需通过考虑不同缺陷分布形式的多次计算才能合理评估结构

的稳定性能，建议在跨度较大、较为复杂的结构中采用随机模态法来考虑初始几何缺陷对结构稳定性能的影响。 
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APPLICATION OF RANDOM IMPERFECTION MODE METHOD IN 
STABILITY CALCULATION OF SUSPEN-DOME 

*GUO Jia-min1 , DONG Shi-lin2 , YUAN Xing-fei2 
(1. College of Ocean Environment and Engineering, Shanghai Maritime University, Shanghai 200135, China; 

2. Space Structures Research Center, Zhejiang University, Hangzhou, Zhejiang 310027, China) 

Abstract:  Initial geometrical imperfections affect the stability of a suspending-dome obviously. To apply the 
proper initial geometrical imperfections to a suspen-dome through a random imperfection mode method during 
calculating structural stability is the main purpose of this paper. Firstly, the overall stability of a rib type 2 
suspen-dome, considering different initial geometrical imperfections, was analysed through the consistent 
imperfection mode method. Then, how to select the variance value in the random imperfection mode method was 
discussed, and at the same time, the overall stability of the rib 2 type suspen-dome considering 210 types of initial 
geometrical imperfections were analysed through the random imperfection mode method, the magnitude of the 
imperfection considered is all 1/300 span. Results show that the structural stability is sensitive to initial 
geometrical imperfections, the stability factor considering initial geometrical imperfections is about fifty percent 
of perfect structure. When the consistent imperfection mode method is selected during calculating structural 
stability, the structural stability is probable to estimate by some times of calculations considering different initial 
geometrical imperfection distributions. Thus it is proposed that the random imperfection mode method could be 
adopted to calculate structural stability according to the initial geometrical imperfections when the structure has a 
large span and a complicated form. 
Key words:  suspen-dome; initial geometrical imperfection; random imperfect modes; stability; 6σ  
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弦支穹顶是由日本的川口卫等人[1]基于张拉整

体结构和单层球面网壳结构组合而提出的一种新

型空间杂交结构，并在实际工程中得到了应用。在

国内已建成的弦支穹顶有 2008年奥运会羽毛球馆、
常州市体育馆与济南奥体中心体育馆等。弦支穹顶

虽较单层网壳有更好的稳定性[2―4]，但稳定性能验

算仍是这种结构设计中的重要问题。当前对弦支穹

顶结构的稳定性研究尚不成熟，仍需借鉴网壳的稳

定性研究成果对其进行稳定性计算。 
由张拉整体结构和单层球面网壳相互结合而

得到的弦支穹顶，同时也继承了两种结构的缺陷类

型。对于结构上部的单层网壳，其缺陷包括：节点

位置的安装偏差、杆件的初弯曲、杆件对节点的偏

心等，后面两项是与杆件有关的缺陷。在分析网壳

稳定性时有一个前提，即在强度设计阶段网壳所有

杆件都已经通过设计计算保证了强度和稳定性，这

样，与杆件有关的缺陷对网壳总体稳定性(包括局部
网壳失稳问题)的影响就自然地被限制在了一定范
围内，而且在相当程度上可以由关于网壳初始几何

缺陷(节点位置偏差)的讨论来覆盖[5]。对于结构下

部的弦支部分，其初始缺陷类型除了具有上部单层

网壳结构所具有的初始缺陷外，还包括索与杆中初

始预应力的偏差，如浙江台州某索杆网格结构工程

的部分拉索实测值与理论值的最大差别高达

22.7%[6]。这些初始缺陷可以使得良态的结构变得局

部病态甚至奇异，这时即使一个微小的荷载扰动，

也可使结构发生很大的形状改变，极大的削弱了结

构的承载力[7]。对结构的整体稳定性来说，曲面形

状的安装偏差，即各节点位置的偏差影响最大。考

虑初始缺陷的方法有：一致缺陷模态法、随机缺陷

模态法[5]和缺陷影响函数法[8]。考虑到便捷，在当

前结构整体稳定性计算中一般采用一致缺陷模态

法。而其他缺陷的施加方法由于不够便捷所以一直

处于研究状态而没有在实际结构的设计过程中得

到推广应用。 
结构的初始安装误差受各种因素的影响，如施

工程序、安装设备、测量技术、工人的熟练程度等。

结构的安装误差是随机的，其大小及分布形式无法

事先预测。因此，采用一致缺陷模态法对结构进行

整体稳定性计算时，以结构的最低阶屈曲模态作为

结构的初始几何缺陷分布模态，这种缺陷分布形式

未必符合实际情况。而从概率统计观点来看，无论

结构的缺陷分布如何复杂，每个节点的安装误差应

该近似地符合正态分布，文献[5]基于这一观点，提
出了模拟结构初始几何缺陷的“随机缺陷模态法”，

文献[8]提出了“改进随机缺陷法”。显然，在工程
设计时，随机缺陷方法能够较为真实地反映实际结

构，与确定性方法相比较为科学，所求得的临界荷

载结果更能客观地反映所设计结构的情况，但由于

需对不同缺陷分布进行多次非线性计算，因此计算

工作量比较大。这是随机缺陷法目前应用的最大障

碍，但这种方法在理论研究上，可以对其他计算方

法得到的计算结果进行分析与评定，且随着计算手

段与计算方法的改进，计算工作量也可大幅降低。

为了能够较为真实地反映实际结构的工作性能，做

到设计不过度也不保守，本文就随机缺陷模态法在

弦支穹顶结构中的应用进行研究探讨。 

1  计算理论 

结构的稳定性可以从其荷载-位移全过程分析
中得到完整的概念。随着计算机的广泛应用和非线

性有限元分析方法的发展，利用结构的荷载-位移全
过程曲线分析结构的稳定性已完全可以实现。在以

前无法利用有限元对结构进行非线性分析时，人们

不得不求助于连续化理论(拟壳法)将网壳转化为连
续壳体结构，然后通过某些非线性解析方法来求出

壳体结构的稳定承载力。1945 年荷兰学者柯以特
(Koiter)提出的柯以特理论[7]，至今仍被视为屈曲分

析理论中的经典。 
下面仅针对结构稳定性能分析中常用的非线

性有限元法做进一步的说明。 
结构的稳定性可以按几何非线性有限元法(荷

载-位移全过程分析)进行计算，分析中可假定材料
保持为线弹性。全过程分析采用的迭代方程为： 

1i i
t t t t t

−
+∆ +∆∆ = −U K F N            (1) 

式中： tK 为 t时刻结构切线刚度矩阵； i∆U 为当前
位移的迭代增量； t t+∆F 和 1i

t t
−
+∆N 分别为 t t+ ∆ 时刻

外部所施加的节点荷载向量与相应的杆件节点内

力向量。 
对式(1)的求解，多年来各国学者进行了大量的

研究，相继提出了一些很有价值的方法，如位移增

量法、弧长法、能量平衡技术、功增量法与最小残

余位移法等。应该说明的是，熟知的牛顿-拉斐逊法
仍是一种基本方法；由 Riks和 Wempner同时分别
提出的弧长法是跟踪非线性平衡路径的一种有效

方法。 
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2  一致缺陷模态法 

利用一致缺陷模态法考虑结构的初始几何缺

陷来对结构进行非线性有限元计算时，首先需对结

构进行特征屈曲分析。特征屈曲分析可预测一个理

想线性结构的理论屈曲强度，可为非线性屈曲分析

提供可参考的上限荷载值和缺陷分析所需的屈曲

模态。其控制方程为： 
([ ] [ ]){ } 0e gλ+ =K K ψ           (2) 

式中：λ为特征值，即通常意义上的荷载因子；{ }ψ
为特征位移向量；[ ]eK 为结构的线弹性刚度矩阵；

[ ]gK 为结构的几何刚度矩阵。 

一致缺陷模态法的具体计算步骤如下： 
1) 对结构进行特征屈曲分析，得到结构的屈曲

模态和特征值。 
2) 以最低阶屈曲模态作为结构初始几何缺陷

的分布模态，初始几何缺陷的最大值取跨度的

1/300。 
3) 根据式(1)，采用牛顿-拉斐逊法或弧长法对

结构进行非线性分析。 
下面以肋环 2型弦支穹顶为计算模型，施加大

小为 1.3kN/m2的满跨荷载，分别以结构的前几阶屈

曲模态作为结构初始几何缺陷的分布模态，来研究

结构的整体稳定性能。 
计算模型如图 1所示，下部索杆中各类构件的

具体截面特性见表 1。上部单层网壳中的杆件均采
用φ377×12 的圆管。各圈撑杆由内向外的高度分别
为 G3(9.7993m)、G2(9.9636m)、G1(10.2187m)，单
层网壳中构件和索杆系统中撑杆的弹性模量为

2.06×1011N/m2，密度为 7.85×103kg/m3；索杆系统 

 
(a) 结构上部单层网壳         (b) 肋环 2型 
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(c) 结构立面图 

图 1  结构计算简图 
Fig.1  Structural calculation diagram 

表 1  构件截面面积 
Table 1  Section areas of components 

构件 截面积/m2 构件 截面积/m2 构件 截面积/m2 

Hs1 0.01124 Xs1 0.00562 G1 0.00466 
Hs2 0.0057 Xs2 0.00285 G2 0.00466 
Hs3 0.00285 Xs3 0.00285 G3 0.00466 

中索的弹性模量为 1.9×1011N/m2，密度为 6.55× 
103kg/m3。下部索杆的预应力分布为 1∶0.31∶0.08，
最外圈环索的预应力取为 2000kN。 
采用一致缺陷模态法，将肋环 2型弦支穹顶的

前几阶屈曲模态作为结构的初始几何缺陷分布模

态，对其进行整体稳定性计算。第 1步进行结构特
征值屈曲分析，提取结构前 13 阶屈曲模态，由于
结构与荷载的对称性，部分模态成对出现，故可将

这 13 阶屈曲模态归并为 8 类，这 8 类屈曲模态的
模态图见表 2。依次采用这 8 类屈曲模态作为结构
初始几何缺陷的分布模态，并且在其最大计算值为

跨度 1/300 的前提下，利用非线性有限元法分别对
结构进行稳定性计算。在计算结果中，采用位移最

大的节点来绘制荷载-位移曲线见图 2。施加不同初
始缺陷后，结构的稳定性计算结果见表 2。 
由图 2可以看出，当以结构的第 3类屈曲模态

作为初始几何缺陷分布模态时，计算出的整体稳定

性系数最小，而以结构的第 1类屈曲模态作为初始 

表 2  特征屈曲模态与整体稳定系数 
Table 2  Eigenvalue buckling modes and stability factor  

类型 屈曲模态 类型 屈曲模态 

1 

 
稳定系数=5.1(1阶) 

5 

 
稳定系数=2.9(8阶、9阶) 

2 

 
稳定系数=3.4 (2阶、3阶) 

6 

 
稳定系数=4.6 (10阶) 

3 

 
稳定系数=2.0 (4阶、5阶) 

7 

 
稳定系数=4.4 (11阶) 

4 

 
稳定系数=3.4 (6阶、7阶) 

8 

 
稳定系数=2.7 (12阶、13阶) 
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图 2  荷载-位移曲线 

Fig.2  Load-deflection curves  

几何缺陷分布模态后算得的整体稳定性系数为 5.1，
是这几种计算结果中的最大值。第 1类屈曲模态具
有中间上凸的对称性，第 3类模态具有反对称性，
且在所有反对称模态中第 3类模态的阶数最低。由
图 2可以看出按结构的第 3类屈曲模态作为结构的
初始缺陷分布模态后，结构的刚度也表现得最差。

由上述计算结果可以看出，结构对初始几何缺陷较

为敏感，施加不同的初始缺陷会有不同的计算结

果，同时也可以看出，按一致缺陷模态法施加的第

1 类屈曲模态并非结构的最不利初始缺陷。由此可
见一致缺陷模态法，虽有计算便捷的优势，但对于

这种复杂的空间结构来说，为了找到最不利的初始

缺陷，也需施加结构的前几阶，甚至前几十阶的屈

曲模态作为初始缺陷进行比较计算，才能安全、可

靠地评估结构的稳定性能。 

3  随机缺陷模态法 

在工程设计时，随机缺陷方法能够较为真实地

反映结构的实际情况，与确定性方法相比较为科

学，所求得的临界荷载结果更能客观地反映所设计

结构的情况。由于结构节点的安装误差符合正态分

布[9]，所以结构各节点在 3 个方向上的坐标值也符
合以各节点理论坐标值为均值，以待求值σ 为方差
的正态分布。 
假定结构各节点的安装误差最大值为±R，各

节点的实际坐标值为 X1，理论坐标值为 X0，正态分

布的均值为 µ，方差为σ 。 

那么符合正态分布的各节点坐标可以写为如

下方程式： 
2 2

1 1 0
2 2

( ) ( )
2 2

1
1 1( ) e e

2π 2π

x x x

f x
µ

σ σ

σ σ

− −
− −

= =    (3) 

各节点的实际坐标、理论坐标与安装误差之间

的关系可以写为如下表达式： 

1 0| |X X R− ≤               (4) 

由文献[9]可知实际结构节点坐标满足式(4)的
概率可以表示为： 

{ }0 1 0

0 0 1 0 0 0

P X R X X R

X R X X X X R XP
σ σ σ

− < + =

− − − + − < = 
 

≤

≤
 

R R
Φ Φ

σ σ
   
   
   

- -                        (5) 

由文献[9]可知当
R
σ

=2 时，节点坐标位于误差

范围内的概率为 95.44%；当
R
σ

=3时，节点坐标位

于误差范围内的概率为 99.74%，这也就是人们所说

的“3西格玛”法则；当
R
σ

=6时，节点坐标位于误

差范围内的概率为 99.99966%，这也就是在管理领
域应用较多的“6 西格玛”法则[10]。那么将上述各

等式进行简单的变换后即可求出正态分布的另一

指标σ 。 
/R nσ = ，n=2―6           (6) 

σ 越小则表明结构的实际节点坐标超出误差范围
的机率越小。就 4 西格玛而言，相当于每一百万   
个节点里，有 6210 个会超出误差，当达到 6 西格
玛的程度，节点坐标就接近于完全位于给出的误差

范围内，在一百万个节点里，只有 3.4 个会超出   
误差。 
下面利用随机缺陷模态法对上述的肋环 2型弦

支穹顶进行稳定性分析，为了与一致缺陷模态法进

行比较，节点坐标误差的最大值也取结构跨度的

1/300，依据 3 西格玛法则确定满足正态分布的误  
差方差值σ =122/900后，对结构进行 210次考虑初
始缺陷的稳定性分析。图 3中列出了其中 2种考虑
随机缺陷后上部网壳的几何构形，并于图 4 中列   
出了结构上部网壳中中心节点在 210次计算过程中
的位置变化(无安装误差时，结构上部网壳中中心  
节点的坐标为(0, 0, 12.2))。结构每次计算后得出的
相应稳定系数见表 3，为便于后续分析，其中也给
出了不考虑初始几何缺陷下结构的整体稳定系  
数值。 
由图 3可以看出，与一致缺陷模态法中的初始

几何缺陷相比较，图 3中结构的初始缺陷无规律可
寻，但每个节点的安装误差是符合正态分布的，这

其实更加符合实际情况。  

位移/m 
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(a) 几何构形 1            (b) 几何构形 2 

图 3  考虑随机缺陷后上部网壳的几何构形 
Fig.3  Geometry configuration of upper dome with random 

imperfection 
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图 4  跨中节点位置分布 

Fig.4  Distribution of node in midspan 

表 3  随机几何缺陷下的稳定系数 
Table 3  Stability factor under random initial geometry 

imperfections 
稳定系数值 

4.8 4.3 3.4  3.8  4.8  4.6  5.5  4.9  4.8  4.6  
5.2 5.3 5.4  4.7  4.6  4.8  4.3  3.8  4.1  4.5  
4.2 4.5 4.3  4.3  4.6  4.8  4.5  4.4  4.7  4.4  
4.7 4.8 4.3  3.9  4.5  4.2  3.8  4.2  3.5  4.3  
3.9 4.6 4.5  4.3  5.3  4.1  5.1  4.2  3.9  3.7  
4.5 4.8 4.2  4.7  5.3  4.5  4.8  4.0  3.8  4.7  
4.0 5.0 4.9  4.4  5.0  4.1  3.8  4.8  4.0  4.6  
4.9 4.0 3.9  4.9  4.0  4.3  5.0  4.8  5.1  4.9  
5.1 4.8 4.8  4.0  4.1  5.1  4.6  3.8  4.4  5.2  
3.5 3.7 4.9  4.6  5.5  5.0  3.8  3.7  4.5  5.0  
5.4 4.8 4.7  4.8  4.3  4.5  4.9  3.7  4.0  4.5  
4.3 4.3 4.6  4.8  4.5  5.4  4.3  5.0  4.9  4.3  
4.3 3.9 4.5  4.2  3.8  5.3  4.1  4.8  5.1  4.2  
4.6 4.3 5.3  4.1  5.1  5.0  4.7  4.3  5.3  4.6  
4.2 4.7 5.3  4.6  4.8  4.9  3.9  4.5  5.2  5.1  
5.1 4.6 4.8  3.8  3.7  3.7  4.9  3.7  4.7  4.5  
5.2 3.9 5.1  4.4  4.5  4.0  4.9  5.1  4.9  4.0  
4.5 4.9 4.9  5.2  5.0  4.5  4.3  4.6  4.8  4.7  
5.4 4.3 4.5  3.7  5.1  4.6  4.7  4.6  4.7  5.0  
5.3 4.1 5.2  4.7  4.8  4.8  4.7  4.7  4.0  4.5  
5.0 4.7 5.1  4.5  4.0  4.7  5.0  4.8  4.6  4.8  

不考虑初始几何缺陷：Pcr=8.6；最小值：Pcr=3.4；最大值：Pcr=5.5； 
平均值： crp =4.56；样本标准差的无偏估计 S=0.466577 

由图 4可以看出，每次计算过程中同一节点都
会有不同的位置，但其与理想位置之差是符合正态

分布的。 
由表 3可以看出，所有计算结果中的最小值为

3.4，为不考虑初始缺陷条件下计算结果的 39.5%。
稳定系数的最大值为 5.5，为无初始缺陷下计算结
果的 63.95%。算术平均值为无初始缺陷下计算结果
的 53.02%。这也说明了结构对初始几何缺陷较为敏
感，考虑大小为跨度 1/300 的初始几何缺陷后结构
的稳定系数较不考虑初始几何缺陷条件下的计算

值降低 50%左右。 
当有 95%的保证率时 crP = crP −1.645S=4.33，利

用上述计算结果对一致缺陷模态法计算得到的 8个
稳定系数 5.1、3.4、2.0、3.4、2.9、4.6、4.4 与 2.7
进行概率可靠度分析，结果见表 4。 

表 4  各稳定系数的概率可靠度 
Table 4  Probability confidence level of each stability factor 

模态 第 1类 第 2类 第 3类 第 4类 

稳定系数 5.1 3.4 2 3.4 
概率可靠度/(%) 12.36 98.85 99.99 98.85 

模态 第 5类 第 6类 第 7类 第 8类 

稳定系数 2.9 4.6 4.4 2.7 
概率可靠度/(%) 99.99 46.5 63.42 99.99 

由表 4可以看出对于本结构来说，最低阶屈曲
模态并不是其初始几何缺陷的最不利分布模态，利

用一致缺陷模态法采用结构最低阶屈曲模态作为

结构初始几何缺陷分布模态后计算出的整体稳定

系数，其概率可靠度只有 12.36%，如施加这样的初
始缺陷，则结构的设计将有较大的安全隐患。当结

构以最低阶反对称屈曲模态作为其初始缺陷的分

布模态后计算的整体稳定性系数的可靠度为

99.99%，且较上述 210种计算结果中的最小值还低。
这说明在一致缺陷模态法中，利用结构的最低阶反

对称屈曲模态作为结构的初始几何缺陷分布模态

时，计算出的整体稳定系数可以安全、可靠地评估

结构的稳定性能，但结构却存在设计过度的可能。 
一致缺陷模态法希望通过一次计算即能够求

出临界荷载的最小值，极大地降低结构的计算量，

这是它的显著优点，但对于跨度较大，且较为复杂

的结构来说，采用一致缺陷模态法施加初始几何缺

陷时，初始几何缺陷的分布与大小都需进行分析对

比，才能做到更加安全合理，因此计算量也会增加。

那么采用随机缺陷模态法进行初始缺陷的考虑时，

计算量较大，但缺陷的形式更加符合实际情况。所
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以目前在进行结构稳定计算时，如何合理、可靠地

考虑结构的初始几何缺陷，使计算出的结果，既能

够安全地评估结构的稳定性能，又能做到不浪费材

料，有效地避免设计过度或设计不足仍是一个难

题，在寻求合理化计算方法的同时，进一步提高实

际施工中的加工制作精度，也会明显改善建成后结

构的稳定性能。 

4  结论 

(1) 弦支穹顶结构上部网壳采用结构的最低阶
屈曲模态作为初始几何缺陷分布模态后，求得结构

的稳定性承载力不一定是最不利值。 
(2) 在全跨荷载作用下，弦支穹顶结构中上部

网壳的初始缺陷采用结构最低阶的反对称屈曲模

态较采用最低阶屈曲模态计算出的结构稳定性系

数更低。 
(3) 结构的稳定性能对初始几何缺陷较为敏

感，考虑大小为跨度 1/300 的初始几何缺陷后结构
的稳定系数为完善结构稳定系数的 50%左右。 

(4) 结构的初始缺陷施加不当会造成结构设计
不足或设计过度，所以采用计算量较大的随机模态

法对跨度较大、结构较为复杂的空间结构进行稳定

分析可更加安全合理地评估其稳定性能。 
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