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电 力耦合效应对三维导电弹性体表面失稳的影响
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摘  要：该文研究了电-力耦合效应对三维弹性导电体表面失稳的影响。利用线性摄动理论，对扩散调控的弹性固

体表面在受到单向均匀远场应力和电场的作用下进行了分析，给出了摄动增长率随扰动波数的变化曲线。在该文

的分析中，考虑了弹性应变能、表面能和静电能的共同作用。分析结果表明，表面能总是抑制表面失稳，弹性应

变能总是促进表面失稳，而静电能也是利于表面失稳。表面失稳的触发与泊松比以及电场强度和与拉应力的相对

大小有关。通过这种机械应力和电应力调控的表面自组装可以生成周期性纳米结构，从而为纳电设备的制造提供

模板。 
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THE SURFACE INSTABILITY OF A THREE-DIMENSIONAL 
CONDUCTIVE ELASTIC BODY SUBJECTED TO 

ELECTRO-MECHANICAL COUPLING FIELD 
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Abstract:  This paper studied the effect of electro-mechanical coupling on the surface instability of a 
three-dimensional elastic conductive body. By adopting the linear perturbation theory, the diffusion-mediated 
surface instability of the elastic solid subjected to a uniaxial uniform far-field stress in an electric eld has been 
analyzed. The curve of the perburbation growth rate versus the disturbance wavenumber is plotted. The elastic 
strain energy, the surface energy and the electrostatic energy are considered in the analysis. The results indicate 
that the surface energy always stabilizes the solid surface, the elastic strain energy always promotes the instability 
and the electrostatic energy destabilizes the surface. The conditions for the onset of instability depend on the 
Poisson’s ratio, the relative value of the electric field intensity and the pre-stress. The periodic nanostructures can 
be formed by the mechanical stress and the electric stress-controlled surface self-assembly which is desirable for 
making the template for nanoelectronic devices. 
Key words:  nanostructures; the linear perturbation theory; electro-mechanical coupling; surface instability; 

self-assembly; surface diffusion; pre-stress 
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制造可控形状、尺寸和间距的纳米尺度有序图

案在纳米科学和工程中扮演着越来越重要的角色。

图案质量直接影响纳米设备的性能和可靠性，由于

固体表面形态失稳对纳米结构自组装生长起关键

性作用，因此受到了广泛研究[1―7]。自组装的过程

是由于不同类型的能量的相互作用进而使得系统

总自由能趋于最小的结果。 
近十年中，静电场诱导的表面失稳已经被观察

和分析，表面形态改变机制主要分为两类：一类是

电介质的体流动[8―9]，其中高聚物电介质层受到电

场的作用，高于玻璃态转化温度时，经历表面失稳

进而演化成岛；一类是导电材料的表面扩散[7,10―11]，

其中满足表面扩散方程。利用电场控制纳米岛自组

装进而制造纳米结构不仅方便[10]，而且在调节纳米

岛尺寸、形状和位置上卓有成效[8,12]。前述研究只

考虑了静电场的作用，本文考虑导电介质在应力场

和静电场联合作用下的表面形态失稳。 
当弹性模量的大小与电应力相当时，电应力的

影响显得重要。本文中，我们考虑了电-力耦合场下
弹性导电体表面的形态失稳，利用线性摄动分析，

我们得到了临界失稳波长，解释了电场和泊松比对

表面稳定性的影响。 

1  基本方程 
考虑一受电场力和单向均匀远场拉应力 0σ 的

弹性导电体，电场方向与弹性体初始平表面垂直，

如图 1所示。 

x3

x2

x1

0 0/E V h= V

0σ

0σ

 
图 1  电场下三维导电应力弹性体示意图 

Fig.1  The diagram of 3D conductive stressed elastic body 
subjected to electric field 

导电弹性体，在 1x 方向无限延伸，在 2x 方向为
有限长度，初始占据 3 0x−∞≤ ≤ 区域。弹性体表

面固定电势V ，另一端电极电势为零， 0h 为电极和
弹性体初始未扰动表面之间的距离。 
弹性体表面和电极之间的区域无自由电荷，电

场强度 E 满足Maxwell方程： 
 0∇× =E  ， ( ) 0ε∇ ⋅ =E        (1) 

其中： 1 1 2 2 3 3ˆ ˆ ˆE x E x E x= + +E ， 1E 、 2E 和 3E 是是
电场在 1x ， 2x ， 3x 方向的分量；ε 为真空电介质常

数。在电极处，电场的边界条件为： 
1 20, 0E E= =  在 3 0x h=           (2) 

真空与固体界面处，电场的切向分量连续要求   
满足： 

0× =n E  在  3 0x =           (3) 

其中，n为固体表面单位外法向向量。 
由于弹性平衡的建立比表面扩散快得多，因此

可以认为静力平衡时时成立。采用线弹性理论，平

衡方程为： 
, 0, , 1,2,3ij j i jσ = =           (4) 

其中：重复下标表示求和；(,)表示对 jx 的求导； ijσ

为应力张量分量。对各向同性材料，本构关系为： 

1 1 2ij ij ij kk
Y ν

σ ε δ ε
ν ν

 = + + − 
       (5) 

其中：Y 为弹性模量；ν 为泊松比， ijδ 为Kronecker’s 

delta； , ,( ) / 2ij i j j iu uε = + 为应变张量分量； iu 为位

移分量。 
远场单向均匀拉应力场 0σ 为： 

11 0σ σ=   当 1| |x → ∞         (6) 

3x 方向位移边界条件为： 

3 1 2( , , ) 0u x x −∞ =            (7) 

固体表面边界条件为： 
0ij j in tσ =          在 3 0x =      (8) 

2| | /2ij j in nσ ε= E   在 3 0x =      (9) 

其中： in 为单位法向量 n的分量； it 为单位切向量 t
的分量。 
在无蒸气沉积的情况下，表面扩散方程由表面

化学势 µ控制写为： 

2s
s

Dh
t RT

Ωδ
µ

∂
= ∇

∂
          (10) 

其中： sD 为表面扩散系数；Ω 为偏摩尔体积；δ 为

表面扩散层厚度； R为气体常数；T 为绝对温度，
2
s∇ 为表面拉普拉斯算符。电场下固体表面化学势表

达为[13]： 
0 e eU Uµ µ γΩκ Ω Ω= − + −      (11) 

其中： 0µ 为无应力平表面的化学势；γ 为固体表面
能；κ 为平均曲率； eU 为弹性应变能密度； eU 为

电场能密度。 
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2  线性稳定性分析 
无扰动平表面时，电场强度和弹性体中的应

力为： 

3 0 0 11 0
2

22 33 0

/ , ,

0 ,    / 2

E E V h

E

σ σ

σ σ ε

= = =

= =
      (12) 

其中 ( )− 代表基态，现在以下面方式扰动基态解： 

1 1 2 2 0exp(i i ),h H k x k x t H hω= + + <<       (13)  

1 1 3 1 1 2 2( )exp(i i )E E x k x k x tω= + +%           (14) 

2 2 3 1 1 2 2( )exp(i i )E E x k x k x tω= + +%          (15) 

3 0 3 3 1 1 2 2( )exp(i i )E E E x k x k x tω= + + +%      (16) 

1 1 3 1 1 2 2( )exp(i i )u U x k x k x tω= + +           (17) 

2 2 3 1 1 2 2( )exp(i i )u U x k x k x tω= + +          (18) 

3 3 3 1 1 2 2( )exp(i i )u U x k x k x tω= + +          (19) 
其中：ω为增长率； 1k 和 2k 分别为 x方向和 y方向
的扰动波数。我们假定扰动幅度远小于空间波长，

即 1kH << ，这里 2 2 1/ 2
1 2( )k k k= + 。固体表面单位法

向量和切向量为： 
2 1/2

1 2( , , , ,1) / (1 | | )h h h= − − + ∇n        (20) 

1 1(1,0, ),n= −t   2 2(0,1, )n= −t         (21) 

将式(14)~式(16)代入式(1)，并结合边界条件式(2)~
式(3)，可以得到： 

1 0
1 3 0 1 1 2 2

0

i sinh ( )exp(i i ),
sinh
k HEE k x h k x k x t

kh
ω= − + +  

2 0
2 3 0 1 1 2 2

0

i sinh ( )exp(i i ),
sinh
k HEE k x h k x k x t

kh
ω= − + +  

(23) 
0

3 0 3 0
0

cosh ( )
sinh
kHEE E k x h

kh
= + − ⋅  

1 1 2 2exp(i i )k x k x tω+ +                  (24) 

此时，固体表面静电能密度近似到一阶为： 
2

e
| |
2

U ε
= =

E
 

2
0

0 1 1 2 2(1 2 coth exp(i i ))
2
E kH kh k x k x tε

ω+ + + (25) 

将式(17) ~式(19)代入式(4)，并使用边界条件式(7) ~
式(9)，可以得到近似到一阶的位移扰动场为： 

1 1 1 3 3( i / )exp( )U k x k kxα β= −            (26) 

2 2 2 3 3( i / )exp( )U k x k kxα β= −           (27) 

3 3 3 3( )exp( )U x kxα β= −                (28) 

1 0
1 3

2i (1 )cschk H kh
k Y
ν

α
+

= − ⋅   

2
20

0(1 2 )cosh
2
E k khε

ν
 − +


 

2
2 2 20

1 0 0(1 ) ( ) sinh
2
E k k k khε

ν ν σ
 

− − −    
  (29) 

2 0
2 3

2i (1 )cschk H kh
k Y

ν
α

+
= − ⋅  

2
20

0(1 2 )cosh
2
E k khε

ν
 − +


 

2
2 20

1 0 0(1 sinh
2
E k k khε

ν νσ
 

− +    
        (30) 

2
2 20

3 1 02
(1 ) (1 2 )

2
EH k k

k Y
εν

α ν σ
  +

= − − − −  
 

 

2 2
0 02 (1 )cothk E khε ν


− 


                (31) 

1 1 2 2 3(i i ) / (3 4 )k k kβ α α α ν= + + −            (32) 

此时，固体表面应变能密度近似到一阶为： 
2 2 2 2
0 0 0 0

e 3
4 4 ( ) 2(1 )

8
E E HU

Y k Y
σ ε νσ ε ν− + +

= + ⋅  

2 2
2 2 20 0

1 0 0(1 2 ) coth
2 2
E Ek k k khε ε

ν σ
  

− + +  
  

 

2 2 2
2 2 4 2 2 2 20 0

0 1 1 1 0
( ) ( )

2 4
E Ek k k k k kε ε

σ ν ν σ
 

− + − ⋅  
 

1 1 2 2exp(i i )k x k x tω+ +                    (33) 

对表面扰动方程式(13)，平均曲率为： 
2 2
1 22 2 11 1 2 12

2 3/2
(1 , ) , (1 , ) , 2 , , ,

(1 | | )
h h h h h h h

h
κ

+ + + −
=

+ ∇
    (34) 

最后，固体表面演化方程式(10)可以整理为： 
2 5

2 2 2 2
1 1 0

2(1 ) ( )
2(1 )

sD k Y k k k
RT kY
Ω δ ν γ

ω ν σ
ν

+
= − + − + +

 

2 2 2
2 2 40 0

0 1
( )

2 4
E Ek k kε ε

σ ρ φ− −  

2
40

0coth
2 (1 )
E Y k khε

ν

+ 

                 (35) 

其中： 
0

0

1 (1 2 )coth ,
(1 2 )coth

kh
kh

ρ ν
ϕ ν ν

= + −

= − −
          (36) 

3  失稳模式和讨论 
引入特征长度尺度 L和特征时间尺度τ ，定

义为： 
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/ ,L Eγ=
)

  
2

4 sDL
RT
Ω δ

τ γ
 

=  
 

    (37) 

其中 2
0 / 2E Eε=

)
为基态电应力。 

采用以下无量纲化方式： 
* * *
1 1 2 2
* *

0 0

, , ,

, /

k k L k k L k kL

h h Lω ωτ

= = =

= =
       (38) 

式(35)重新写为： 
* *3 * *

0
*2 *
1 0

*3 2 *4

[2 coth /

2 (1 ) / ]

[2 (1 ) / ]

k L k h

k k L Y E

k L Y E k

ω γ

σ ρ ν γ

φ ν γ

= −

+ +

+ − +

)

)
 

*2 * *2 * 2
1 1 02 ( / ) (1 )k k k k L Yσ ν γ− +      (39) 

其中： 
* *

0
* *

0

1 (1 2 )coth ,

(1 2 )coth

k h

k h

ρ ν

φ ν ν

= + −

= − −
           (40) 

从式(35)或式(39)，可以看出表面能总是抑制表面失
稳。当 2

0 / 1E Yε << ，进而忽略与此相关的项时，式

(39)退化为： 
* *3 * * *4

0[2 coth / ]k L k h E kω γ= − +
)

 
*2 * *2 * 2
1 1 02 ( / ) (1 ) /k k k k L Yν σ ν γ− +    (41) 

如果 0 0σ = ，那么结果与 Du[7]吻合，这表明电场促

进固体表面失稳。考虑电应力效应，式(39)变为： 
* *3 * *

0[2 coth / ]k L k h Eω γ= +
)

 
*3 2 *4[2 (1 ) / ]k L Y E kφ ν γ+ −

)
         (42) 

我们给出了α单调增长时，增长率与扰动波数

的曲线图，如图 2和图 3所示，其中
2(1 )

Y
E

α
ν

=
+

)

为剪切弹性模量与电应力之比。从图中看出，随着

α的增大，结果逐渐趋近与不考虑电-力耦合效应时
的弹性表面失稳，此时电场促使表面形成量子点结

构，这验证了对于大多数高弹性模量材料，忽略电

应力对其影响的合理性，而当α较小时，则电-力耦
合效应会比较显著。图 2和图 3的区别在于两者从
不同的方向趋近于 Du[7]的结果，这是由泊松比影响

所致。式(42)中φ 的符号能影响最快增长率和相应

波长。 
如果 0E =

)
，式(39)变为： 

* *4 *2 * *2 * 2
1 1 02 ( / ) (1 ) /k k k k k L Yω ν σ ν γ= − + − +  (43) 
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图 2  扰动增长率 *ω 与波数 *k 关系， 0.3ν =  
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Fig.2  The relationship of the disturbance growth  

rate *ω  versus wave number *k  ( 0.3ν = ) 
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图 3  扰动增长率 *ω 与波数 *k 关系， 0.45ν =  

2( / (2(1 ) ), 1 J / m , 2.0MPa,Y E Eα ν γ= + = =
) )

 
*
0/ , 0.2)L E hγ= =

)
 

Fig.3  The relationship of the disturbance growth 
 rate *ω  versus wave number *k  ( 0.45ν = ) 

这就成为 ATG失稳[1―3]，此时应变能促使弹性

表面失稳，在这种情况下，固体表面优先在 x方向
失稳，从而形成量子点结构，这是应力驱动下的结

果。从图 4可以看出，电场强度越大，表面失稳越
快；而随着电场强度减小，结果趋于 ATG 失稳，
这种情况下，单向均匀拉应力 0σ 和弹性模量Y 通常
远大于电应力 E

)
，此时不论φ 的符号如何，电场促

进固体表面失稳。应变能和静电能促使弹性体表面

失稳，表面能抑制表面失稳，当三种能量相互竞争

最后趋于能量最低时形成周期性纳米结构，进而，

利用电场或机械应力场来控制调控弹性体表面微

结构的演化形态。 
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图 4  扰动增长率 *ω 与波数 *

1k 关系 
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)

 
*

0 0/ , 0.2, 26GPa)L E h Yσ= = =
)

 
Fig.4  The relationship of the disturbance growth  

rate *ω  versus wave number *
1k  

4  结论 
本文使用线性摄动理论研究了电场作用下一

受单向均匀远场拉应力的弹性导电体表面失稳现

象。分析中，假定表面原子扩散为表面演化的主要

扩散机制。文中考虑了应变能、表面能和静电能的

相互作用，得到了电应力对表面形态失稳的影响，

同时验证了对于高弹性模量材料可以忽略电应力

的合理性。当电应力的量级与弹性模量相当时，电

应力的影响是重要的；当电应力远小于弹性模量的

大小时，可以忽略电应力的影响。利用这种失稳机

制，可以控制生成优先方向周期性自组装图案，为

工业应用提供理论指导和参考。 
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