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双特征参数法与最优模态法在弹性直杆

动力屈曲问题中解的一致性

毛柳伟，王安稳，邓  磊，韩大伟 
(海军工程大学理学院，武汉 430033) 

摘  要：采用求解最优模态的方法，分别对弹性压应力波作用下受载端夹支和简支两种边界条件直杆的动力屈曲

问题进行了探讨，研究中所设的屈曲模态不仅满足边界条件，而且满足文献所得的波前附加约束条件。研究发现

屈曲模态中放大最快的模态所对应的临界力参数和惯性项的指数参数与双特征参数法所得的结果是一致的，即用

双特征参数法求解所得屈曲模态就是最优模态。另外，计算表明，最低阶动力屈曲载荷远高于静力屈曲载荷，确

定动力屈曲载荷时应计及横向惯性。 
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THE IDENTICALNESS OF THE DYNAMIC BUCKLING RESULTS OF 
ELASTIC BARS BETWEEN THE TWIN-CHARACTERISTIC-PARAMETER 

SOLUTION AND THE PREFERRED MODE SOLUTION 

MAO Liu-wei , WANG An-wen , DENG Lei , HAN Da-wei 
(College of Science, Naval University of Engineering, Wuhan 430033, China) 

Abstract:  By use of the method of the preferred mode, theoretical analyses of dynamic buckling for elastic bars 
subjected to axial compression, with the loaded end clamped but movable in axial direction or simply supported, 
were performed. The supposed buckling modes fulfill not only the boundary condition, but also the supplementary 
restraint equation given in literatures. Research shows that the critical-load parameter and the dynamic 
characteristic parameter of the most amplified mode are in accordance with the results given by the 
Twin-characteristic-parameter solution. That is to say, the dynamic buckling modes given by the 
Twin-characteristic-parameter solution are also the preferred mode of buckling. Calculation results shows that the 
first order of the critical load of dynamic buckling is much higher than the static critical load with the same 
boundary condition. So the transverse inertia should be considered in the calculation of the critical load of 
dynamic buckling. 
Key words:  dynamic buckling; stress wave; twin-characteristic-parameter solution; preferred mode; elastic bar 
 
直杆在轴向冲击下的动力屈曲问题已为国内

外众多学者所研究，部分研究工作可见文[1―9]。
早期的研究大多采用放大函数法，寻求任意初始位

移缺陷和初始速度缺陷发展最快时所对应的屈曲

模态，称其为最优模态。经典的放大函数法要求结

构具有某种初始缺陷，如果杆是理想无缺陷的，则
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无论轴向冲击载荷多大，杆中不会有屈曲产生。另

外，放大函数法假定屈曲发生时杆中各截面处于均

匀的轴向受力状态，对于高速撞击下杆的局部动力

屈曲，该方法不再适用。屈曲是受压直杆的内在本

质特性，在研究中引入初始缺陷在某种程度上掩盖

了分叉问题的物理本质。文[4―5]研究了考虑应力

波传播时理想直杆的动力屈曲问题，给出了不同屈

曲时间的临界载荷值。文[6]指出考虑横向惯性力的

作用必将增强结构反抗屈曲的能力。文[7]将动力屈

曲中的临界应力参数和动力屈曲控制方程中惯性

项的指数参数作为一对耦合特征参数进行求解，称

之为双特征参数法。通过能量守恒定律推导了动力

屈曲发生瞬间的能量转换和守恒准则，根据该准则

得出了压缩波前屈曲变形的补充约束方程，由此导

出求解两个特征参数和动力屈曲模态的完备定解

条件，建立了求解直杆动力屈曲的较严密的理论方

法，指出考虑惯性效应所得临界应力值是忽略惯性

效应计算值的 2.5 倍。文[8]的实验证实了以上理论

结果。 

总结现有文献可以看出：以往用最优模态法进

行的直杆动力屈曲的研究中，所设屈曲模态一般只

满足杆的边界条件，如两边固支杆应满足杆的两端

位移和转角为零，两端简支杆应满足杆的两端位移

和曲率为零。然而，在考虑应力波作用下直杆的局

部动力屈曲研究中，所设模态函数满足受载端的边

界条件和应力波波阵面处的边界条件似乎更为合

理。本文采用求解最优模态的方法，分别对弹性压

应力波作用下受载端夹支和简支两种边界条件直

杆的动力屈曲问题进行了探讨，研究中所设的屈曲

模态不仅满足边界条件，而且满足文[7]所得波前附

加约束条件。研究发现屈曲模态中放大最快的模态

所对应的临界力参数和惯性项的指数参数与双特

征参数法所得的结果是一致的，即用双特征参数法

求解所得屈曲模态就是最优模态。另外，计算表明，

最低阶动力屈曲载荷约为相同边界条件下静力屈

曲载荷的 2.5 倍，远高于静力屈曲载荷，确定动力

屈曲载荷时应计及横向惯性。 

1  动力屈曲控制方程 

如图 1 所示为一右端固定的等截面直杆，直杆

以 ox为原始平衡位形，其长度 L，截面积 A，材料

密度 ，材料弹性模量为E，截面惯性矩 I。设在 0t 

时刻，从左端开始作用一恒值为 N 的阶跃载荷，t 时

刻压应力波阵面离开受载端传播的距离为： 

l ct , /c E      /t L c≤      (1) 

 

图 1  压应力波作用下杆中的轴向力(应力波未反射) 

Fig.1  Axial force in bar before reflection of compression wave 

c 为弹性压应力波在杆中的传播速度。根据屈

曲时杆的能量转换关系，屈曲控制方程可以表示 

为[9]： 

, , , ,0 0 0
d d d 0

l l l

x x xx xxN w w x Aww x EIw w x         (2) 

其中，w(x,t)为横向位移，字母上一点表示对时间的

导数。 

高速摄影表明，最初出现的屈曲变形，其位置

是固定的，仅幅值随时间增大[10]。据此对屈曲模态

做变量分离，令： 
( , ) ( ) ( )w x t Y x T t              (3) 

将式(3)代入式(2)，得： 
2 2 2 2 2

, ,0 0 0
d d d 0

l l l

x xxY x Y x Y x         (4) 

2 2 0T T                        (5) 

其中： 2 /N EI  为临界载荷参数； 2 为动力特

征参数，表征横向惯性对结构屈曲的影响；参数

定义为 2 /EI A  。 

2  动力屈曲分析 

2.1  受载端夹支情况 

直杆受载端夹支情况下，应满足以下边界条件： 

,(0, ) (0, ) 0xw t w t            (6) 

由于在临界屈曲时刻，轴向弹性压缩波前材料

未受扰动，在波阵面前不可能有约束反力矩产生，

因而在临界屈曲时刻，该处杆的曲率为零。应力波

波阵面应满足以下边界条件[7]： 

, ,( , ) ( , ) ( , ) 0x xxw l t w l t w l t         (7) 

满足以上边界条件，设屈曲模态函数为： 

1 1 2
1

2

π π
( ) sin sin

n n n
Y x C x x

l n l
   
 

   (8) 

其中， 1n 、 2n 为同奇或同偶的正整数。 

将式(8)代入式(4)，利用三角函数的正交性进行

化简，得： 

N
L 

N

l=ct

x o
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2 22 2
2 1 2 1

2
21

π
π2

n n n l
l nn

λ
α

 +    = ⋅ +        
    (9) 

为求最优模态的半波长应使 N取最小值[9]，即： 
d / d 0N l =               (10) 

由式(10)可得，最优模态所对应的动力特征参
数为： 

22
2 1 2

2
πn n

l
λ

 
=  

 
            (11) 

将式(11)代入式(9)，得最优模态所对应的临界
力参数为： 

2
2 2 2
cr 1 22

π ( )n n
l

α = +           (12) 

对应的临界屈曲时间为： 
2 2 2 1/2

cr 1 2 cr
π [( ) / ]t n n
c

α= +        (13) 

2.2  受载端简支情况 
直杆受载端简支情况下，应满足以下边界条件： 

,(0, ) (0, ) 0xxw t w t= =         (14) 

应力波波阵面应满足式(7)所示边界条件。 
满足以上边界条件，设屈曲模态函数为： 

1 1 2
1

2

π π( ) sin sinm m mY x C x x
l m l

 
= + 

 
 (15) 

其中， 1m 、 2m 为正整数，且奇偶不同。 

将式(15)代入式(4)，利用三角函数的正交性进
行化简，得： 

222 2
2 1 2 1

2
21

π
π2

m m m l
l mm

λ
α

  +   = ⋅ +        
  (16) 

同样，为求最优模态的半波长应使N取最小值，
由式(10)可得，最优模态所对应的动力特征参数为： 

22
2 1 2

2
πm m

l
λ

 
=  

 
          (17) 

将式(17)代入式(16)，得最优模态所对应的临界
力参数为： 

2
2 2 2
cr 1 22

π ( )m m
l

α = +          (18) 

对应的临界屈曲时间为： 
2 2 2 1/2

cr 1 2 cr
π [( ) / ]t m m
c

α= +       (19) 

3  算例及结果分析 
在式(11)、式(12)中令 1 1n = 、 2 3n = ，可得受

载端夹支边界条件下最小动态屈曲临界载荷和相

应的动力特征参数为： 
2

cr min 2
π( ) 10 EIN

l
= , 

22
2
cr min 2

3π( )
l

λ
 

=  
 

 (20) 

在式(17)、式(18)中令 1 1m = 、 2 2m = ，可得受

载端简支边界条件直杆最小动态屈曲临界载荷和

相应的动力特征参数为： 
2

cr min 2
π( ) 5 EIN

l
= , 

22
2
cr min 2

2π( )
l

λ
 

=  
 

 (21) 

两端夹支直杆的静力屈曲临界载荷最小值为
2 2π / (0.5 )EI l ，一端简支，一端固支边界条件直杆

的静力屈曲临界载荷最小值为 2 2π / (0.7 )EI l 。可以
看出由于横向惯性的影响，最低阶动力屈曲载荷远

高于相应边界条件的静力屈曲载荷，约是等效长度

直杆静力屈曲载荷的 2.5倍。文[8]实验得到，撞击
端为夹支和简支时，动力屈曲载荷值分别为相同边

界条件下静力屈曲的 2.23 倍和 2.49 倍，本文的结
果与实验结果非常接近。 
同文[7]，定义无量纲临界力参数和动力特征 

参数： 
( ) 2
1 ( )n lαΛ = ， ( ) 2

2
n lλΛ =       (22) 

取 2 1 2n n= + ， 2 1 1m m= + ，由式(11)、式(12)、

式(17)、式(18)计算临界力参数和动力特征参数，并
将相应结果代入式(22)，可得应力波未反射时弹性
直杆前三阶模态临界力参数和动力特征参数的值，

如表 1所示。 

表 1  前三阶模态临界力参数和动力特征参数的值 
(应力波未反射) 

Table 1  Values of critical-load parameter and dynamic 
characteristic parameter corresponding to the first three modes 
for dynamic buckling (Before reflection of compression wave) 

约束情况 受载端夹支 受载端简支 

模态阶数 n1=1 n1=2 n1=3 m1=1 m1=2 m1=3 
临界力参数 10π2 20π2 34π2 5π2 13π2 25π2 
动力特征参数 3π2 8π2 15π2 2π2 6π2 12π2 

表1所得结果与文[7]中用双特征参数法计算所
得结果完全相同。说明若所设的屈曲模态不仅满足

边界条件，而且满足文[7]所得波前附加约束条件，
则最优模态法与双特征参数法所得的临界载荷以

及相应的动力特征参数的结果是一致的，即用双特

征参数法求解所得屈曲模态就是最优模态。 

4  结论 
(1) 在考虑应力波作用下直杆的局部动力屈曲
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研究中，设模态函数满足受载端的边界条件和应力

波波阵面处的边界条件。采用最优模态法，对弹性

压应力波作用下受载端夹支和简支两种边界条件

直杆的动力屈曲问题进行了探讨。研究发现屈曲模

态中放大最快的模态所对应的临界力参数和惯性

项的指数参数与双特征参数法所得的结果是一致

的，即用双特征参数法求解所得屈曲模态就是最优

模态。 
(2) 计算结果表明，最低阶动力屈曲载荷约为

相同边界条件下静力屈曲载荷的 2.5 倍，远高于静
力屈曲载荷。这是由于横向惯性的影响造成的，所

以确定动力屈曲载荷时应计及横向惯性。 
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