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Sierpinski垫上某类柯西变换的解析性
∗

李红光
(怀化学院数学系,湖南 怀化　418008)

摘 　 要:利用儒歇定理证明了一类新函数G(z)=∫K
(1-zw)

-1

dμ(w)在|z|<1内没有零点, 1
G(z)在|z|<1内解

析,其中K 为Sierpinski垫.
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1　问题的提出

近年来,文献[1-3]中讨论了自相似测度柯西变换 F(z)=∫K
(z-w)

-1

dμ(w)在|z|>1内的罗朗系数及

矩∫K
|w|

n

dμ(w)的估计,后者在物理领域内有较为广泛的应用.

假设 Sj{ } 2
j=0 是由压缩映射

Sj(z)=εj +ρ(z-εj) (1)

组成的迭代函数系(IFS),ρ为压缩比,且满足0<ρ<
1
2

,εj =e
2πji
3 .

由文献[1]中性质5.1可知,Sj{ } 2
j=0 满足开集条件[4].由文献[2]中 Hutchinson定理可知,存在一个非空紧集K 满足

K =∪
2

j=0
SjK.现称K 为满足 Sj{ } 2

j=0 的吸引子,K 正好是Sierpinski垫[4].由文献[3]中定理9.3可知,K 的 Hausdorff维数

为α=log23.笔者考虑 K 上的正规化 Hausdorff测度μ,根据文献[1],它满足自相似恒等式μ =
1
3∑

2

j=0
μ■Sj

-1.G(z)

=∫K
(1-zw)

-1

dμ(w)被称为μ的柯西变换.

2　 柯西变换的解析性

引理1　 设G(z)=∫K
(1-zw)

-1

dμ(w),其中 K 为 Sierpinski垫,G(z)在|z|<1内解析,有泰勒展式G(z)=

∑
∞

k=0
a3kz3k,其中a3k =3∫S0K

w3kdμ(w),则有a3k >0.

证明 　 设G(z)=∫K
(1-zw)

-1

dμ(w),其中K 为Sierpinski垫.由G(z)在|z|<1内解析,则在|z|<1内有泰勒

展开

G(z)= ∑
∞

n=0
anzn,an =∫K

wndμ(w). (2)

由(2)式和μ的旋转不变性,有

an = (∫S0K
+∫S1K

+∫S2K
)wndμ(w)= (1+εn

1 +ε2n
1 )∫S0K

wndμ(w). (3)
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当n=3k时,an =3∫S0K
w3kdμ(w),当n≠3k时,an =0.由文献[1]中定理5.2知,a3k =3∫S0K

w3kdμ(w)>0.

引理2　 设α=log23≈1.58496,则有∑
∞

n=1

1
(3n+1)α <

1
1.732.

证明 　 设f(x)=x-
3
2 ,显然f(x)为[1,∞)上非负递减函数,因此有

n-
3
2 ≤∫

n

n-1
x-

3
2dx ≤ (n-1)-

3
2 　　n=2,3,…,

依次相加可得

∑
m

n=2
n-

3
2 ≤∫

m

1
x-

3
2dx ≤ ∑

m

n=1

(n-1)-
3
2 　　n=2,3,…. (4)

由(4)式左边,对任何正整数m,有

Sm = ∑
m

n=1
n-

3
2 ≤1+∫

m

1
x-

3
2dx ≤1+∫

∞

1
x-

3
2dx,

因此有

∑
∞

n=1

1
(3n+1)α < ∑

∞

n=1

(3n+1)-
3
2 < (1

3
)

3
2

∑
∞

n=1
n-

3
2 ≤ (1

3
)

3
2 (1+∫

∞

1
x-

3
2dx)= (1

3
)

3
2
×3=

1
1.732.

定理1　 设 Sj{ } 2
j=0 由(1)式定义,其中0<ρ<

1
2

和α=log23,又设G(z)=∫K
(1-zw)

-1

dμ(w),K 为Sierpinski

垫,则G(z)在|z|<1内没有零点, 1
G(z)在|z|<1内解析.

证明 　 由G(z)在|z|<1内解析,则在|z|<1内有泰勒展开F(z)=1+∑
∞

n=1
anzn,an =∫K

wndμ(w).由(3)式的

结果,有F(z)=1+∑
∞

k=1
a3kz3k,a3k =3∫S0K

w3kdμ(w).

令f(z)=1和g(z)= ∑
∞

k=1
a3kz3k,在|z|=1上,由引理1有

g(z) = ∑
∞

k=1
a3kz3k ≤ ∑

∞

k=1
a3k. (5)

由文献[1]中定理5.6,有
(3k+1)-α ×1.42668≤a3k ≤ (3k+1)-α ×1.42676　　k=1,2,…. (6)

由(5),(6)式和引理2,有 g(z) <
1

1.732×1.42676<1.

因此在|z|=1上,有 f(z)- g(z) >0,由儒歇定理知G(z)在|z|<1内没有零点.同时,由上面的结论可得

1
G(z)在|z|<1内解析.
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AnalyticBehaviorofCertainCauchyTransformsonSierpinskiGasket
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Abstract:ItisprovedthatanewfunctionG(z)=∫K
(1-zw)

-1

dμ(w)hasnozeropointsin|z|<1and

1
G(z)isanalyticin|z|<1byRouché’stheorem,whereKisSierpinskiGasket.
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