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关于正定Hermite矩阵迹的不等式
∗
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摘　要:研究了正定 Hermite矩阵迹不等式的问题,在2个已知实数不等式的基础上,利用 Neumann不等式,得到了2
个正定 Hermite矩阵迹的不等式.
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矩阵不等式的研究在现代数学中发挥着重要的作用.矩阵的迹是矩阵重要的数字特征,在实际问题

(如滤波、随机控制以及计量经济学等)中有广泛的应用.关于矩阵迹的不等式也不断地有新的成果出现.
关于正数的不等式,能推广到矩阵的非常少,如:对于任意2个实数a,b有a2+b2 ≥2ab,而任意2个半正

定 Hermite矩阵A 和B,A2+B2 ≥2AB 一般不成立,重要原因是矩阵的乘法不具有交换性;又对2个半正

定 Hermite矩阵A 与B,一般也不能由A ≥B 推出A2 ≥B2.不过,对于矩阵的迹,情况要好得多,这也是

人们对研究矩阵迹不等式感兴趣的另一个原因.

1　 问题的提出
最近文献[1 2]分别研究了将某些实数不等式推广为矩阵迹和范数的不等式,其中2个不等式如下:
定理 A[1]　 设A 与B 为n×n正定 Hermite矩阵,则trA2B-1+trA-1B2 ≥trA+trB,当且仅当A

=B 时不等式取等号.
定理B[2]　 设A 与B 为m×m 阶正定 Hermite矩阵,则

trAn +trBn ≥trAkBn-k +trAn-kBk　　1≤k≤n-1,
当且仅当A=B 时不等式等号成立.

上述2个矩阵迹不等式是针对一对正定 Hermite矩阵给出的,笔者进一步研究上述不等式,将它推广

到n 个矩阵的情形.

2　 相关定义和引理
定义1[3]　 设A= aij( ) 为n×n 复方阵,称它的对角元素之和为A 的矩阵迹,记为trA,即trA=

∑
n

i=1
aii.

若λ1,λ2,…,λn 为A 的特征值,则
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trA=∑
n

i=1
λi,trAk =∑

n

i=1
λk

i.

注1　 矩阵迹满足线性性,即trαA+βB( ) =αtrA+βtrB.
引理1[4](Neumann不等式)　 设A 与B 为n阶 Hermite阵,它们的特征值分别为λ1 ≥λ2 ≥ … ≥λn

和μ1 ≥μ2 ≥ … ≥μn,则

∑
n

i=1
λiμn-i+1 ≤trAB ≤ ∑

n

i=
λiμi. (1)

(1)式左边等式成立 ⇔B=∑
n

i=1
μn-i+1φiφ∗

i ,右边等式成立 ⇔B=∑
n

i=1
μiφiφ∗

i ,φ1,…,φn 为A的对应于

λ1,λ2,…,λn 的某一组标准正交化特征向量.

引理2[1]　 已知a,b∈R+,则a2

b +
b2

a ≥a+b,当且仅当a=b时取等号.

引理3[2]　 设a >0,b>0,则有an +bn ≥akbn-k +an-kbk(1≤k≤n-1)成立,当且仅当a=b时

等号成立.

引理4[5](young不等式)　 设a>0,b>0,p,q>1,则有ab≤
ap

p +
bq

q
1
p +

1
q =1

æ

è

ö

ø
成立,当且仅

当ap =bq 时等号成立.

3　 主要结果及证明
引理2推广到多个实数的情形也是成立的,于是得到下面的引理:

引理5　 已知x1,x2,…,xn ∈R+,则有
x2

1

x2
+
x2

2

x3
+…+

x2
n-1

xn
+
x2

n

x1
≥x1+x2+…+xn,当且仅当

x1=x2=…=xn 时等号成立.

文献[1]将实数不等式a2

b +
b2

a ≥a+b推广到矩阵中,得到trA2B-1+trA-1B2 ≥trA+trB.由此

笔者进一步也将引理5这个结论推广到矩阵中得到如下结果:
定理1　 设A1,A2,…,An 为n 个m×m 正定 Hermite矩阵,则

trA-1
2 A2

1 +trA-1
3 A2

2 +…+trA2
n-1A-1

n +trA2
nA-1

1 ≥trA1+trA2+…+trAn, (2)
当且仅当A1=A2=…=An 时取等号.

证明 　 令Ak 的特征值是λ1(Ak)≥λ2(Ak)≥ … ≥λm(Ak)>0,k=1,2,…,n,则A-1
k 的特征值为

λ-1
m (Ak)≥λ-1

m-1(Ak)≥ … ≥λ-1
1 (Ak)>0,k=1,2,…,n.

当A ≥0时,若A=∑
n

i=1
λi(A)φiφ∗

i ,则A
1
2 =∑

n

i=1
λ

1
2i (A)φiφ∗

i ,A2=∑
n

i=1
λ2

i(A)φiφ∗
i .

由引理1知,

trA-1
2 A2

1 ≥ ∑
n

i=1
λ2

i(A1)λ-1
i (A2),等号成立 ⇔A-1

2 =∑
n

i=1
λ-1

i (A2)φi(A1)φ∗
i (A1), (3)

trA-1
3 A2

2 ≥ ∑
n

i=1
λ2

i(A2)λ-1
i (A3),等号成立 ⇔A-1

3 =∑
n

i=1
λ-1

i (A3)φi(A2)φ∗
i (A2),

……

trA-1
nA2

n-1 ≥ ∑
n

i=1
λ2

i(An-1)λ-1
i (An),等号成立 ⇔A-1

n =∑
n

i=1
λ-1

i (An)φi(An-1)φ∗
i (An-1),

trA-1
1 A2

n ≥ ∑
n

i=1
λ2

i(An)λ-1
i (A1),等号成立 ⇔A-1

1 =∑
n

i=1
λ2

i(A1)φi(An)φ∗
i (An),

其中φi(Aj)为Aj 对应于λi(Aj)的某一组标准正交化特征向量(i=1,2,…,m;j=1,2,…,n).
将以上各不等式两边分别相加,并应用由引理5,可得
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trA-1
2 A2

1 +trA-1
3 A2

2 +…+trA2
m-1A-1

m +trA2
mA-1

1 ≥ ∑
m

i=1
λ2

i(A1)λ-1
i (A2)+…+∑

m

i=1
λ2

i(An)λ-1
i (A1)≥

∑
m

i=1
λi(A1)+…+∑

m

i=1
λi(An)=trA1+trA2+…+trAn. (4)

又由引理5,(4)式第2个不等式等号成立当且仅当λi(A1)=λi(A2)=…=λi(An),i=1,2,…,m.再
由(3)式即得A-1

2 =A-1
1 ,从而A2=A1.依次推得A3=A2,…,A1=An.因此,(2)式当且仅当A1=A2=…

=Am 时取等号.证毕.
引理3推广到多个实数的情形也是成立的,于是得到如下引理:
引理6　 设a1,a2,…,an >0,则有ak

1an-k
2 +ak

2an-k
3 +…+ak

nan-k
1 ≤an

1 +an
2 +…+an

n,1≤k≤n
-1,当且仅当a1=a2=…=an 等号成立.

证明 　 用引理4可得

ak
1an-k

2 ≤
k
nan

1 +
n-k
n an

2,…,ak
nan-k

1 ≤
k
nan

n +
n-k
n an

1,

所以

ak
1an-k

2 +an
2an-k

3 +…+ak
nan-k

1 ≤
k
nan

1 +
n-k
n an

2 +
k
nan

2 +
n-k
n an

3 +…+
n-k
n an

1 =

an
1 +an

2 +…+an
n,

当且仅当a1=a2=…=an 时等号成立.
文献[2]将an +bn ≥akbn-k +an-kbk 推广到矩阵中得到迹的不等式trAn +trBn ≥trAkBn-k +

trAn-kBk,进一步,将引理6推广到矩阵中得到如下结果:
定理2　 设A1,A2,…,An 为n 个m×m 正定 Hermite矩阵,则

trAk
1An-k

2 +trAk
2An-k

3 +…+trAk
nAn-k

1 ≤trAn
1 +trAn

2 +…+trAn
n, (5)

当且仅当A1=A2=…=An 时取等号(1≤k≤n-1).
证明 　 因为A1,A2,…,An 为正定 Hermite阵,所以An

1,An
2,…,An

n 也为正定 Hermite阵.设Ai 的特

征值为λj(Ai)(i=1,2,…n;j=1,2,…,m),并设φj(Ai)(i=1,2,…,n;j=1,2,…,m)为Ai 的对应于

λj(Ai)的某一组标准正交特征向量.由引理1和引理6得,

trAk
1An-k

2 +trAn
2An-k

3 +…+trAk
nAn-k

1 ≤
(6)

∑
m

j=1
λk

j(A1)λn-k
j (A2)+∑

m

j=1
λk

j(A2)λn-k
j (A3)+…+　　

∑
m

j=1
λk

j(An)λn-k
j (A1)= ∑

m

j=1

(λk
j(A1)λn-k

j (A2)+λk
j(A2)λn-k

j (A3)+…+λk
j(An)λn-k

j (A1))≤
(7)

∑
m

j=1

(λn
j(A1)+λn

j(A2)+…+λn
j(An))=∑

m

j=1
λn

j(A1)+∑
m

j=1
λn

j(A2)+…+∑
m

j=1
λn

j(An)=

trAn
1 +trAn

2 +…+trAn
n.

下面讨论等号成立的充分必要条件.

由引理1,trAk
1An-k

2 ≤ ∑
m

i=1
λk

i(A1)λn-k
i (A2),等号成立 ⇔An-k

2 =∑
m

i=1
λn-k

i (A2)φi(A1)φ∗
i (A1)⇔A2 =

∑
m

i=1
λi(A2)φi(A1)φ∗

i (A1),φi(A1)(i=1,2,…,m)为A1 的某一组标准正交特征向量.

trAk
2An-k

3 ≤∑
m

j=1
λk

j(A2)λn-k
j (A3)等号成立⇔Ak

2= ∑
m

i=1
λk

i(A2)φi(A3)φ∗
i (A3)⇔A2= ∑

m

i=1
λi(A2)φi(A3)φ∗

i (A3),

φi(A2)(i=1,2,…,m)为A2 的某一组标准正交特征向量.
……

trAk
nAn-k

1 ≤∑
m

j=1
λk

j(An)λn-k
j (A1)等号成立⇔An-k

1 = ∑
m

i=1
λk

i(A1)φi(An)φ∗
i (An)⇔A1= ∑

m

i=1
λi(A1)φi(An)φ∗

i (An),

φi(A2)(i=1,2,…,m)为An 的某一组标准正交特征向量.
(6)式成立等号当且仅当以上各充要条件均成立.而从引理6可知,(7)式成立等号当且仅当λi(A1)=
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λi(A2)=…=λi(An),i=1,2,…,m,再结合以上各充要条件得(5)式等号成立当且仅当A1 =A2 =… =
An.证毕.

3　 结语
在2个实数不等式的基础上,将它推广到矩阵的迹的不等式中.进一步的工作是能否将这些实数不等

式推广到矩阵的范数、矩阵的奇异值、矩阵的特征值中.
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TwoNotesontheInequalitiesofPositiveDefiniteHermiteMatrixTrace
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Abstract:Inthispaper,westudytheineqeality’sproblemforthetraceofpositivedefiniteHermitema-
trix.Basedontworesultsofrealinequalities,togetherwithNeumanninequality,twoinequalitiesofposi-
tivedefiniteHermitematrixtraceareobtained.
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