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关于除数函数与Smarandachek次补数的混合均值
∗
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摘　要:对任意的正整数n,Smarandachek 次幂补数Ak(n)定义为最小的正整数m,使得mn 是完全k 次幂数.用解析

的方法研究了除数函数τ(n)对补数列Ak(n)的复合函数τ Ak(n)( ) 的混合均值并得到了一个渐近公式.
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美籍数论专家SmarandachekF教授[1]提出数论中许多未解决的问题,要求人们研究补数的问题就是其中的第29个问

题.Smarandachek 次 补 数 Ak(n) 被 定 义 为: 对 任 意 给 定 的 正 整 数 k ≥ 2 及 任 意 正 整 数 n,Ak(n) =

minu un=mk,u,m ∈N+{ } .特别 地,将 A2(n),A3(n),A4(n)分 别 被 称 为 平 方 补 数、立 方 补 数 和 四 次 方 补 数[2].

τ n( ) 是n的除数函数,即α>0,τ= ∑
d n

1,其中d是n的正除数.关于复合函数τ Ak(n)( ) 的混合均值问题,已有学者进行

了初步研究,如文献[3]研究了复合函数τ A2(n)( ) 的混合均值,文献[4]研究了复合函数τ A3(n)( ) 的混合均值.笔者在

文献[3 4]的基础上,利用解析方法和初等方法进一步研究∑
k≤n

τ Ak(n)( ) 的均值性质,得到一个比较有趣的渐近公式.

1　 引理及证明
文献[5]包含了证明以下引理所需要的基础知识.
设s=σ+it为复常数,ζs( ) 为 Riemann-zeta 函数,正整数k≥2,p 为素数,若ε是任意正整数,当σ > (k-1)+ε

时,定义B(s)= ∑
∞

n=1

τ Ak(n)( )

ns .

引理1　 令f n( ) 是一个积性数论函数,使得∑
∞

n=1
f n( ) 绝对收敛,那么这个级数的和能表示为在所有素数上展开的一

个绝对收敛的无穷乘积,即

∑
∞

n=1
f n( ) = ∏

p
1+p+p2 +p3 +...( ) .

引理2　 设∑
∞

n=1

f n( )

ns 对σ >σa 绝对收敛,若f n( ) 是完全积性函数,则当σ >σa 时,有

∑
∞

n=1

f n( )

ns = ∏
p

1-
1

f n( )p-s( ) .

特别地,当σ >1时,有ζs( ) = ∑
∞

n=1

1
ns = ∏

p
1-

1
p-s( ) .

引理3　 设ε是任意正常数,当σ ≥k-1时,有

(1)B(s+1)在半平面 Res≥k-1+ε上有界且解析;
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(2)B(s)有表达式B(s+1)=ζk+1(s)ζ ks( )

ζk(2s) R s( ) .

其中,R(s)= ∏
p 1-

2+ ∑
2≤i≤k-1

Ci-1
k p(i-1)s + ∑

1≤i≤k
p(k-i)s

1+ps( ) k

æ

è

ö

ø
.

证明 　 对于任意素数p,p 的k次补数Ak(pn)为

Ak(pn)=
1　　n=km,

pk-i　　n=mk+i,1≤i≤m-1.{
现有Ak(n)=nk-i ≤nk,而对于任意正数ε,τ n( ) ≪n

ε
2+1,故τ Ak(n)( ) ≪n

kε
2 .

(1)当σ ≥k时,级数B(s)= ∑
∞

n=1

σ(Ak(n))
ns 在半平面Res≥k-1+ε上绝对一致收敛[5],从而B(s+1)在半平面

Res≥k-1+ε上有界且解析.
(2)由定义知Ak(n)是积性函数,又因为τ(Ak(m·n))=τ(Ak(m))·τ(Ak(n)),τ(Ak(n))也是积性函数,所以由

Ak(n)的定义及文献[5]的有关定理有:当σ ≥k-1时,τ(Ak(n))的 Dirichlet级数为

B(s)=∑
∞

n=1

τ(Ak(n))
ns =∏

p
∑

∞

k=0

τ Ak(pk)( )

pks
æ
è

ö
ø
=∏

p
τ 1( ) +

τ Ak(p)( )

ps +
τ Ak(p2)( )

p2s +
τ Ak(p3)( )

p3s +...æ
è

ö
ø
=

∏
p

∑
∞

t=0

τ Ak(pkt)( )

pkts +∑
∞

t=0

τ Ak(pkt+1)( )

p(kt+1)s +∑
∞

t=0

τ Ak(pkt+2)( )

p(kt+2)s +...+∑
∞

t=0

τ Ak(pkt+k-1)( )

p(k-1)s
æ
è

ö
ø
=

∏
p

∑
∞

t=0

1
pkts τ Ak(1)( ) +

τ Ak(p)( )

ps +
τ Ak(p2)( )

p2s +
τ Ak(p3)( )

p3s +...+
τ Ak(pk-1)( )

p(k-1)s
æ
è

ö
ø

æ
è

ö
ø
=

ζ ks( ) ∏
p

τ 1( ) +
τ pk-1( )

ps +
τ pk-2( )

p2s +
τ pk-3( )

p3s +...+
τ p( )

p(kt+k-1)s( ) =

ζ ks( ) ∏
p

1+
k
ps +

k-1
p2s +

k-2
p3s +...+

2
p(k-1)s( ) =

ζ ks( ) ∏
p

1-
1
ps( )

-1

1+
k
ps -

1
ps -

1
p2s -

1
p3s -...-

1
p(k-1)s -

2
pks( ) =

ζ ks( ) ∏
p

1-
1
ps( )

-1

1+
k
ps -

1
pks -

1
ps 1-

1
ps( )

k

( )
1-

1
ps

æ

è

ö

ø

=

ζk+1(s)ζ ks( )

ζk(2s) ∏
p 1-

2+ ∑
2≤i≤k-1

Ci-1
k p(i-1)s + ∑

1≤i≤k
p(k-i)s

1+ps( ) k

æ

è

ö

ø
=

ζk+1(s)ζ ks( )

ζk(2s) R s( ) ,

其中R(s)=∏
p 1-

2+ ∑
2≤i≤k-1

Ci-1
k p(i-1)s + ∑

1≤i≤k
p(k-i)s

1+ps( ) k

æ

è

ö

ø
.表面无穷级数R(s)在半平面Res≥k-1+ε上绝对一致收敛,

从而B(s)=ζk+1(s)ζ ks( )

ζk(2s) R s( ) 在此区域内有界且解析.

2　 定理及证明
定理1　 设x ≥1,则有渐近公式

∑
n≤x

τ Ak(n)( ) =B0xlnkx+B1xlnk-1x+...+Bk-1xlnx+Bkx+O x
1
2+ε( ) .

其中:R(s)= ∏
p 1-

2+ ∑
2≤i≤k-1

Ci-1
k p(i-1)s + ∑

1≤i≤k
p(k-i)s

1+ps( ) k

æ

è

ö

ø

;τ n( ) 是n的除数函数;∏p 表示对所有的素数p 求积.

证明 　 不难看出,存在一正常数B,使τ(Ak(n))≪nε =n
B

lnlnn = H(n),∑
∞

n=1

τ(Ak(n))
ns =ζk+1(σ)H(σ),σ >0.

根据引理 1—3 及 著 名 的 Perron’s公 式[6],并 取s0 = 1,b =k +
1

lnx
,T ≥ 1,x 为 半 奇 数,有 ∑

n≤x
Ak(n)=
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1
2πi∫

b+iT

b-iT
B s( )

xs

sds+O xb+ε( ) ,这里的ε表示任意给定的正数.

下面对主项进行估计.若取a =k-
1
2 +

1
lnx

,将积分限从s=a±iT 到s =b±iT,被积函数为 B(s)x
s

s =

ζk+1(s)ζ ks( )

ζk(2s) R s( )
xs

s
,则在k+1阶极点s=0处的留数为

lim
s→1

1
k! sk+1ζk+1(s)ζ

(ks)·R(s)

ζk(2s) ·xs

s( )
(k)

=lim
s→1

1
k! C0

k sk+1ζk+1(s)( ) (k)ζ(ks)·R(s)

ζk(2s) ·xs

s +(

C1
k sk+1ζk+1(s)( ) (k-1) ζ(ks)·R(s)

ζk(2s) ·xs

s( )′+...+Ck
k sk+1ζk+1(s)( ) ζ(ks)·R(s)

ζk(2s) ·xs

s( )
(k)

) =

B0xlnkx+B1xlnk-1x+B2xlnk-2x+...+Bk-1xlnx+Bkx,

即

1
2πi∫

b-iT

a-iT
+∫

b+iT

b-iT
+∫

a+iT

b+iT
+∫

b-iT

a+iT( )B(s+1)x
s

sds=B0xlnkx+

B1xlnk-1x+B2xlnk-2x+...+Bk-1xlnx+Bkx.
比较容易地估计,

1
2πi∫

a+iT

b+iT
+∫

b-iT

a-iT( )B s( )
xs

sds ≪∫
b

a
B σ+iT( )

xk

T dσ ≪
αk T( )xε

T =x
1
2+εlnx,

1
2πi∫

a-iT

a+iT
B s+1( )

xs

sds( ) ≪∫
T

0
B 1

2 +iT( )x
k-

1
2

T dt≪x
1
2+εlnx,

因此有

∑
n≤x

τ Ak(n)( ) =B0xlnkx+B1xlnk-1x+B2xlnk-2x+...+Bk-1xlnx+Bkx+O x
1
2+ε( ) .

证毕.
推论1　 设x ≥1,则有如下渐近公式:

∑
n≤x

τ A2(n)( ) =B0xln2x+B1xlnx+B2x+O x
1
2+ε( ) ,

∑
n≤x

τ A3(n)( ) =B0xln3x+B1xln2x+B2x+lnx+B3x+O x
1
2+ε( ) .
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Abstract:Letnbepositiveinteger,theSmarandachek-powercomplementsAk(n)isdefinedasthesmal-
lestintegermsuchthatmnisperfectk-thpower.Themeanvalueofτ Ak(n)( )isstudiedandanasymp-
toticformulaisgivenbytheanalyticintegralmethods.
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