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带非连续解椭圆问题的3次Hermite配点方法
∗

姜英军,邹莳珺
(长沙理工大学数学与计算科学学院,湖南 长沙　410114)

摘　要:使用3次 Hermite配点方法,对一类带有非连续解的椭圆问题进行数值求解,將其解的不连续点取作网格节

点,解在不连续点的左右极限作为未知量,结合解在不连续点的“跳跃”信息对原问题进行离散.数值实验表明此方法的收敛

阶为O(h4).
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1　具有非连续解的椭圆问题
考虑求解一维椭圆问题[12]

(βux)x +κu=f+Cδ(x-α)+
1
2

(β++β-)̂Cδ′(x-α)　　-1<x <1, (1)

u(-1)=u-1,u(1)=u1. (2)

其中:C,̂C,u-1,u1 是给定常数;α∈ (-1,1);β(x),κ(x),f(x)是光滑函数(β(x)可以在α点处不连续);

β+=lim
ε→0+

β(α+ε);β-=lim
ε→0+

β(α-ε).(1),(2)式可被重新叙述为:[1]

(βux)x +κu=f　　-1<x <1且x ≠α, (3)

u(-1)=u-1,u(1)=u1,

u+-u-=̂C,β+u+
x -β-u-

x =C.{
(1)式的唯一解在除去x=α点外是光滑函数,文献[1]给出了对其求解的2阶收敛性算法.文中将使

用文献[3]中所提出的求解偏微分方程的埃尔米特配点算法对(1)式进行数值求解.

2　Hermite配点方法
对[-1,1]剖分为-1=x0 <x1 <...<xm =μ <...<xN =1,使用一个分段三次多项式v(x)

作为u(x)的近似,v(x)的定义为

v(x)=

viφ1(s)+vx,ihiφ2(s)+vi+1φ3(s)+vx,i+1hiφ4(s)　　x ∈ [xi,xi+1],i≠m-1,m,

vm-1φ1(s)+vx,m-1hm-1φ2(s)+v-
mφ3(s)+v-

x,mhm-1φ4(s)　　x ∈ [xm-1,xm],

v+
mφ1(s)+v+

x,mhmφ2(s)+vm+1φ3(s)+vx,m+1hmφ4(s)　　x ∈ [xm,xm+1].

ì

î

í

其中:vk,vx,k(k=0,1,...,m-1,m+1,m+2,...,N),v-
m,v+

m,v-
x,m,v+

x,m 可分别理解为u(xk),ux(xk),
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u(xm-),u(xm+),ux(xm-),ux(xm+)的近似;局部坐标s=
x-xi

hi
;hi =xi+1 -xi;形函数φ1(s)=(1+

2s)(1-s)2;φ2(s)=s(1-s)2;φ3(s)=(3-2s)s2;φ4(s)=(s-1)s2.对x ∈ [xi,xi+1],有

vx(x)=
1
hi

vi
dφ1

ds +vx,ihi
dφ2

ds +vi+1
dφ3

ds +vx,i+1hi
dφ4

ds
æ

è

ö

ø
.

令F(x,u,ux)=κu(x)-f(x),G(ux)=-βux,(3)式化简为

F(x,u,ux)=
■
■xG(ux).

在[xi,xi+1]上将(3)式中u 换成v,并对区间[xi,xi+1]的2个半区间进行积分可得

∫
(xi+xi+1)/2

xi
Fdx=Gi+1/2-Gi, (4)

∫
xi+1

(xi+xi+1)/2
Fdx=Gi+1-Gi+1/2. (5)

其中:Gi=G(vx)x=xi
;Gi+1/2=G(vx)x=(xi+xi+1)/2;Gi+1=G(vx)x=xi+1

;F(x,u,ux)=κv(x)-f(x).

记s1=
1
4

1-
1
3

æ

è

ö

ø
,s2=

1
4

1+
1
3

æ

è

ö

ø
,s3=

1
2+

1
4

1-
1
3

æ

è

ö

ø
,s4=

1
2+

1
4

1+
1
3

æ

è

ö

ø
,则区间[xi,(xi+

xi+1)/2]的高斯点为xij=xi+sjhi(j=1,2),区间[(xi+xi+1)/2,xi+1]的高斯点为xij=xi+sjhi(j=
3,4),高斯系数皆为A1=A2=1/4.(4),(5)式中的积分使用2点高斯公式可得

A1Fi1+A2Fi2=Gi+1/2-Gi,

A1Fi3+A2Fi4=Gi+1-Gi+1/2,{ (6)

其中i=0,1,...,N -1,Fij =F x=xij.令

v0=u-1,vx,N =u1,

v+
m -v-

m =̂C,β+u+
x -β-u-

x =C.{ (7)

(6),(7)式即为(1),(2)式的离散问题.

3　 数值实验
求解下面问题:

-uxx =π2sinπx-
2
3δ

(x)-
1
4δ′

(x)　　-1<x <1,

u(-1)=u(1)=0.

ì

î

í

此问题精确解为

u=
sinπx+x-1　　x <0,

sinπx-
x+1

2 　　x >0.

ì

î

í

表1中 列 出 实 验 结 果,其 中 eN 表 示 近 似 解 的 无 穷 范 数 误 差,即 eN = ‖u -v‖∞ ,r =
log(eN/eN-4)/log(N/(N -4)).实验结果表明,该算法具有4阶收敛性.

表1　 数值实验结果

N 10 14 18 22 26
eN 3.5339×10-4 9.2068×10-5 3.3705×10-5 1.5107×10-5 7.7447×10-6

r 3.9974 3.9986 3.9991 3.9993

N 30 34 38 42 46
eN 4.3696×10-6 2.6487×10-6 1.6976×10-6 1.1375×10-6 7.9058×10-7

r 3.9995 3.9996 3.9997 3.9997 3.9998
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4　 结语
设计了一种有效的数值方法求解带不连续解的椭圆型问题,并将解的不连续点作为网格节点,解在不

连续点的左右极限作为未知量,结合解在不连续点的“跳跃”信息得到了原问题的离散格式.实验表明这种

方法是有效的,具有4阶收敛性.应用此方法求解带有非连续解的抛物问题[45].
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强混合删失数据密度函数估计的r阶相合性
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摘　要:在α 混合序列下,研究了基于删失数据的密度函数f(x)核估计的r(r>2)阶相合性,并给出了失效率函数λ
(x)的估计,且证明了其r(r>2)阶相合性.
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1　相关定义
在统计分析中,经常存在需要对给定事件发生的时间进行估计和预测.在记录数据时,由于观测时间的局限,观察对象

在进入或退出试验的随机性,以及对生存数据试验的设计,都可能使人们记录不到事件发生的具体时间,而只能记录到事件

发生在某一段时间内,这样的数据称之为删失数据[1],如果事件发生的时间大于某个时间点,称为右删失数据,反之称为左

删失数据.
定义1[2]　 令{Xn,n≥1}为概率空间(Ω,F,P)上的实值随机变量序列,记Fm

1 =σ(Xi,1≤i≤m)和F∞
m =σ(Xi,

m ≤i< ∞)分别是由随机变量{Xi,1≤i≤m}和{Xi,m ≤i< ∞}产生的σ代数,定义α(n)=sup
m≥1

sup
A∈Fm1 ,B∈F∞

m+n

|P(AB)

-P(A)P(B)|.若当n→ ∞ 时,α(n)→0,则称随机变量序列{Xn,n≥1}是α 混合的.α(n)称为混合系数,若存在0<

ρ <1,a>0,使α(n)≤aρn,则称随机变量序列{Xn,n≥1}是几何α 混合的.
在文中,设X1,X2,...,Xn 是一列同分布的α 混合序列,分布函数为F(x)=P(X1 ≤x)且F(x)连续,密度为

f(x),Y1,Y2,...,Yn 是独立同分布的随机变量,其分布函数为G(y)=P(Y1 ≤y),且G(x)连续.在随机右删失模型中,

假设随机变量Xi 是独立于Yi 的,不能完全观察到Xi,而只能观察到Zi = min(Xi,Yi),δi =I(Xi ≤Yi),其中I(·)表示

事件的示性函数,称Zi 是Xi 被Yi 随机删失的,Zi 有连续的分布函数H,且有1-H = (1-F)(1-G).定义τH =inf{x:

H(x)=1}≤ ∞,则f(x)的估计可定义为fn(x)=
1

nhn∑
n

i=1
K

Zi -x
hn

( )
δi

1-G(Zi)
,失效率函数λ(x)=

f(x)
1-F(x),其估

计可定义为λn(x)=
1

nhn∑
n

i=1
K

Zi -x
hn

( )
δi

1-H(Zi)
.

对α 混合序列的大样本性质已有很多文献作了研究,如刘君[3] 研究了α 弱相依序列加权和的几乎处处中心极限定

理,杨善朝[4]研究了α 混合序列和的强大数律及其应用,许冰[5]研究了α 混合序列的完全收敛性等.对删失数据的研究近

些年也得到了广泛的关注,如徐芹[6]在 Xi,i≥1{ } 和{Yi,i≥1}分别是独立随机变量时,研究了删失数据下线性回归模型

的参数估计;薛留根[7] 研究了删失数据下核密度估计的误差分布的强逼近等.笔者研究了在 Xi,i≥1{ } 是同分布α 混合
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