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摘 要: 针对参数具有确定性及不确定性的连续系统,给出两种严格耗散 PI控制器的设计方法. 首先,系统参数确定

时,采用线性矩阵不等式方法,导出了类状态反馈和静态输出反馈严格耗散 PI控制器存在的充要条件,并由线性矩

阵不等式的可行解构造出严格耗散 PI控制器增益的显式表达式;然后,考虑系数矩阵均具有范数有界不确定性时的

鲁棒严格耗散控制问题,得到相似的结果;最后,通过数值算例表明了所给方法的有效性.
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Abstract: For the linear systems with and without uncertainty, two PI controllers are designed. Firstly, while considering

the linear systems without uncertainty, the necessary and sufficient condition for the existence of quadratic dissipative PI

controller of analogous state feedback and static output feedback is derived. And the parametric representation of gains of

PI controller is also given. Then the same problems and similar results for linear systems with uncertainty are considered.

Finally, a numerical example shows the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引 言言言

随着计算机技术和信息技术的飞速发展,尽管一

些先进控制策略不断推出,但比例-积分-微分 (PID)控

制以其结构简单、对模型误差具有鲁棒性以及易于

操作等特点,仍然是目前最通用最基本的一种控制方

法. PID控制器设计的核心问题是如何整定 PID控制

参数,使PID控制系统达到所期望的性能[1-2]. 实际的

控制系统通常要满足多个性能指标,且各性能指标之

间又往往存在竞争关系,因此,设计 PID控制器,使得

系统满足两个或多性能指标不仅具有理论意义,而且

具有实际应用价值.

文献 [3]从频域角度,基于幅值裕度和相角裕度
来整定 PID 参数,使系统具有良好的控制性能和鲁棒
性能,相应时域、幅值裕度和相角裕度分别由界实引
理和无源理论来处理. 𝐻∞控制和无源控制在过去几
十年已得到了较为广泛的研究,然而无源设计是通过

回路相位差小于 180∘来实现闭环稳定, 没有利用前
向、反馈通道的增益,所得结果具有保守性; 𝐻∞控制
则通过回路增益小于 1来使闭环稳定, 没有利用前
向、反馈通道的相位信息, 所得结果也具有保守
性[4-6]. 运用耗散理论[7], 既可利用系统的增益又能
提取相位信息,能在增益和相位之间进行较好的折衷,
使所得结果保守性较小[8]. 基于这一理论,文献 [9]考
虑了线性不确定系统的鲁棒分析问题和基于状态反

馈的鲁棒耗散控制问题.

鉴于耗散理论和 PID控制器的优越性,本文研究

了基于类状态反馈和静态输出反馈 PI控制器的线性

系统鲁棒耗散控制问题,不仅得到闭环系统耗散和鲁

棒耗散的充要条件及相应PI控制器增益的显示表达

式,而且得到了统一的𝐻∞和正实控制结论.

2 预预预备备备知知知识识识

考虑如下状态空间描述的线性时不变系统:
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𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵1𝑤(𝑡) +𝐵2𝑢(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝐶1𝑥(𝑡) +𝐷11𝑤(𝑡) +𝐷12𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶2𝑥(𝑡), 𝑥(0) = 0. (1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛为系统状态; 𝑤(𝑡) ∈ 𝑹𝑞为外部扰动

输入且满足𝑤(𝑡) ∈ 𝐿2[0,∞); 𝑢(𝑡) ∈ 𝑹𝑚为控制输入;

𝑦(𝑡) ∈ 𝑹𝑝为测量输出; 𝑧(𝑡) ∈ 𝑹𝑟为输出; 𝑥(0)为系统

的初值; 𝐴,𝐵1, 𝐵2, 𝐶1, 𝐶2, 𝐷11, 𝐷12为适维的常矩阵.

对于系统 (1),选取如下形式的能量供给率函数:

𝐸(𝑤, 𝑧, 𝑇 ) = ⟨𝑧,𝑄𝑧⟩𝑇 + 2⟨𝑧, 𝑆𝑤⟩𝑇 + ⟨𝑤,𝑅𝑤⟩𝑇 . (2)

其中: 𝑄,𝑅为给定的具有适当维数的对称矩阵; 𝑆为

给定的具有适当维数矩阵,且

⟨𝑢, 𝑣⟩𝑇 ≜
w 𝑇

0
𝑢T𝑣d𝑡, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑹𝑛, 𝑇 ⩾ 0. (3)

定义 1[10] 对于给定的能量供给率函数 (2),若

𝐸(𝑤, 𝑧, 𝑇 ) + 𝛽(𝑥0) ⩾ 0 (4)

成立, 则称系统 (1)(𝑢 = 0)是(𝑄,𝑅, 𝑆)-耗散的. 进一

步,如果对于𝑇 > 0和足够小的𝛼 > 0,有

𝐸(𝑤, 𝑧, 𝑇 ) + 𝛽(𝑥0) ⩾ 𝛼 ≺ 𝑤,𝑤 ≻𝑇 (5)

成立,则称系统 (1)是严格 (𝑄,𝑅, 𝑆)-耗散的.

注 1 1)当𝑄 = −𝐼 , 𝑆 = 0, 𝑅 = 𝛾2𝐼时,严格 (𝑄,

𝑆,𝑅)-耗散退化为𝐻∞范数约束;

2)当𝑄 = 0, 𝑆 = 𝐼, 𝑅 = 0时, 严格 (𝑄,𝑆,𝑅)-耗

散退化为严格正实约束;

3)当𝑄 = −𝜃𝐼 , 𝑆 = (1 − 𝜃)𝐼 , 𝑅 = 𝜃𝛾2𝐼或𝑄 =

−𝛾−1𝜃𝐼 , 𝑆 = (1 − 𝜃)𝐼 , 𝑅 = 𝜃𝛾𝐼时,严格 (𝑄,𝑆,𝑅)-耗

散对应为混合𝐻∞和正实约束.

定义 2[11] 考虑系统 (1)(𝑢 = 0), 其传递函数为

𝐺(𝑠) = 𝐶1(𝑠𝐼 −𝐴)−1𝐵1. 𝐺(𝑠)的𝐻∞范数定义为

∣∣𝐺(𝑠)∣∣∞ = sup
𝜔

𝜎max{𝐺(j𝜔)},
即系统频率响应的最大奇异值的峰值.

为了讨论问题方便,记𝑀0 = 𝑅+𝐷T
11𝑆+𝑆T𝐷11,

★为对称项,给出如下假设和引理.

假设 1 令

𝑀≜𝑅+𝐷T𝑆 + 𝑆T𝐷 +𝐷T𝑄𝐷 > 0, 𝑄− ≜ −𝑄 ⩾ 0.

引理 1[8] 对于给定的矩阵𝑄,𝑆,𝑅和系统 (1)

(𝑢 = 0),以下条件是等价的:

1)系统 (1)渐近稳定且是严格 (𝑄,𝑅, 𝑆)-耗散的;

2)存在一个对称矩阵𝑃 > 0,使得⎡⎢⎣ 𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴 𝑃𝐵1 − 𝐶T
1 𝑆 𝐶T

1 𝑄
1/2
−

★ −𝑀0 𝐷T
11𝑄

1/2
−

★ ★ −𝐼

⎤⎥⎦ < 0. (6)

引理 2[12] 对于给定的矩阵Σ ∈ 𝑹𝑛×𝑚, Γ ∈
𝑹𝑘×𝑛, Ω = ΩT ∈ 𝑹𝑛×𝑛, rankΣ = 𝑚 < 𝑛, rankΓ =

𝑘 < 𝑛,存在矩阵𝑋 ∈ 𝑹𝑚×𝑘满足不等式

Σ𝑋Γ + (Σ𝑋Γ )T + Ω < 0, (7)

当且仅当矩阵Σ ,Γ ,Ω满足

Σ⊥ΩΣ⊥T < 0, ΓT⊥ΩΓT⊥T < 0. (8)

此时,所有满足不等式 (7)的矩阵𝑋由下式给出:

𝑋 = −𝜌ΣTΦΓT(ΓΦΓT)−1 + 𝜌Ξ−1/2Υ(ΓΦΓT)−1/2.

(9)

其中

∣∣Υ ∣∣ < 1, Φ = (𝜌ΣΣT − Ω)−1,

𝜌 ⩾ 𝜆max[Σ
+(Ω − ΩΣ+T(Σ⊥ΩΣ⊥T)−1Σ⊥Ω)Σ+T],

Ξ = 𝜌𝐼 − ΣT[Φ − ΦΓT(ΓΦΓT)−1ΓΦ]Σ , (10)

(⋅)+为矩阵的Moore-Penrose逆, 𝜆max(⋅)为矩阵的最
大特征值.

引理 3[11] 给定适当维数的矩阵𝑌,𝐷和𝐸, 其

中𝑌 是对称的,则有𝑌 +𝐷𝐹𝐸 +𝐸T𝐹T𝐷T < 0. 对于

所有满足𝐹T𝐹 ⩽ 𝐼的矩阵𝐹 成立, 当且仅当存在一

个常数 𝜀 > 0,使得𝑌 + 𝜀𝐷𝐷T + 𝜀−1𝐸T𝐸 < 0.

3 基基基于于于PI控控控制制制器器器的的的严严严格格格耗耗耗散散散控控控制制制
3.1 基基基于于于类类类状状状态态态反反反馈馈馈的的的PI控控控制制制器器器的的的严严严格格格耗耗耗散散散控控控制制制

设计如下类状态反馈的PI控制器:

𝑢(𝑡) = 𝐾p𝑥(𝑡) +𝐾i

w 𝑡

0
𝑥(𝜏)d𝜏, (11)

其中𝐾p,𝐾i为待整定的参数矩阵,使闭环系统{
𝜉(𝑡) = (𝐴+ 𝐵̄2𝐾)𝜉(𝑡) + 𝐵̄1𝑤(𝑡),

𝑧(𝑡) = (𝐶1 +𝐷12𝐾)𝜉(𝑡) +𝐷11𝑤(𝑡)
(12)

渐近稳定且 (𝑄,𝑆,𝑅)-耗散,同时有

𝜉(𝑡) =

[
𝑥̇(𝑡)

𝑥(𝑡)

]
, 𝐴 =

[
𝐴 0

𝐼 0

]
, 𝐵̄1 =

[
𝐵1

0

]
,

𝐵̄2 =

[
𝐵2

0

]
, 𝐶1 = [𝐶1 0], 𝐾 = [𝐾p 𝐾i].

𝐼为单位阵,其秩与𝐴的秩相同.根据引理 1可得类状

态反馈的PI控制器的存在条件和设计方法.

定理 1 给定矩阵𝑄,𝑆,𝑅满足假设 1, 闭环系统

(12)存在一个类状态反馈的PI控制器, 使其 (𝑄,𝑆,

𝑅)-耗散的充要条件为:存在一个对称正定矩阵𝑌0和

矩阵𝑊0,满足如下矩阵不等式:⎡⎢⎣ (𝐴𝑌0 + 𝐵̄2𝑊0) + (𝐴𝑌0 + 𝐵̄2𝑊0)
T

∗
∗

→

←
𝐵̄1 + (𝑌 𝐶T

1 +𝑊T𝐷T
12)𝑆 (𝑌 𝐶T

1 +𝑊T𝐷T
12)𝑄

1
2−

−𝑀0 𝐷T
11𝑄

1
2−

∗ −𝐼

⎤⎥⎥⎦<0.

(13)

如果矩阵不等式 (13)存在一个可行解𝑌 ∗
0 , 𝑊 ∗

0 , 则𝐾
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= 𝑊 ∗
0 (𝑌

∗
0 )

−1为一个状态反馈的耗散控制器, PI控制

器增益的显式表达式由𝐾 = [𝐾p 𝐾i]得到.

证证证明明明 根据引理 1, 闭环系统 (12)渐近稳定且

(𝑄,𝑆,𝑅)-耗散的充要条件为:存在一个对称正定矩阵

𝑃 > 0且满足⎡⎢⎣ (𝐴+ 𝐵̄2𝐾)T𝑃 + 𝑃 (𝐴+ 𝐵̄2𝐾)

∗
∗

→

←
𝑃𝐵̄1 + (𝐶1 +𝐷12𝐾)T𝑆 (𝐶1 +𝐷12𝐾)T𝑄

1
2−

−𝑀0 𝐷T
11𝑄

1
2−

∗ −𝐼

⎤⎥⎥⎦<0.

(14)

在式 (14)两边分别左乘和右乘矩阵 diag{𝑃−1, 𝐼, 𝐼},
令𝑌0 = 𝑃−1, 𝑊0 = 𝐾𝑌 ,可得式 (13). 2

推论 1 考虑闭环系统 (12),当矩阵𝑄,𝑆,𝑅满足

假设 1和注 1的 1)时,存在一个类状态反馈的 PI控制

器 (11),使其𝐻∞范数小于 𝛾的充要条件为:存在一个

对称正定矩阵𝑌0∞和矩阵𝑊0∞且满足不等式⎡⎢⎣ (𝐴𝑌0 + 𝐵̄2𝑊0) + (𝐴𝑌0 + 𝐵̄2𝑊0)
T 𝐵̄1

∗ −𝛾𝐼
∗ ∗

→

←
𝑌0𝐶

T
1 +𝑊T

0 𝐷T
12

𝐷T
11

−𝛾𝐼

⎤⎥⎦ < 0. (15)

进而, 如果矩阵不等式 (15)存在一个可行解𝑌 ∗
0 , 𝑊 ∗

0 ,

则𝐾 = 𝑊 ∗
0 (𝑌

∗
0 )

−1为一个状态反馈的𝐻∞控制器.

证证证明明明 令 𝜃 → 1,根据定理 1即可得证. 2
推论 2 考虑闭环系统 (12),当矩阵𝑄,𝑆,𝑅满足

假设 1和注 1的 2)时,存在一个类状态反馈的PI控制

器 (11), 使其严格正实的充要条件为: 存在一个对称

正定矩阵𝑌0𝑝和矩阵𝑊0𝑝且满足[
(𝐴𝑌0𝑝 + 𝐵̄2𝑊0𝑝) + (𝐴𝑌0𝑝 + 𝐵̄2𝑊0𝑝)

T

∗ →

← 𝐵̄1 + 𝑌0𝑝𝐶
T
1 +𝑊T

0𝑝𝐷
T
12

−(𝐷T
11 +𝐷11)

]
< 0. (16)

进而,如果矩阵不等式 (16)存在一个可行解𝑌 ∗
0𝑝, 𝑊 ∗

0𝑝,

则𝐾 = 𝑊 ∗
0𝑝(𝑌

∗
0𝑝)

−1为一个状态反馈的正实控制器.

证证证明明明 令 𝜃 → 0,根据定理 1即可得证. 2
3.2 基基基于于于类类类静静静态态态输输输出出出反反反馈馈馈的的的PI控控控制制制器器器的的的严严严格格格耗耗耗散散散

控控控制制制

设计如下形式的类静态输出反馈的 PI控制器:

𝑢(𝑡) = 𝐾p𝑦(𝑡) +𝐾i

w 𝑡

0
𝑦(𝜏)d𝜏, (17)

使闭环系统

˙̄𝑥(𝑡) = (𝐴+ 𝐵̄2𝐺𝐶2)𝑥̄(𝑡) + 𝐵̄1𝑤(𝑡),

𝑧(𝑡) = (𝐶1 +𝐷12𝐺𝐶2)𝑥̄(𝑡) +𝐷11𝑤(𝑡) (18)

渐近稳定且 (𝑄,𝑆,𝑅)-耗散.其中

𝑥̄(𝑡) =

[
𝑥(𝑡)r 𝑡

0
𝑦(𝜏)d𝜏

]
, 𝑦(𝑡) =

[
𝐶2𝑥(𝑡)r 𝑡

0
𝑦(𝜏)d𝜏

]
,

𝐴 =

[
𝐴 0

𝐶2 0

]
, 𝐶2 =

[
𝐶2 0

0 𝐼

]
, 𝐺 = [𝐾p 𝐾i],

𝐾p,𝐾i为待整定的参数矩阵. 根据引理 1同样可以得

到满足闭环系统耗散的类静态输出反馈 PI控制器的

存在条件和设计方法.

定理 2 给定矩阵𝑄,𝑆,𝑅满足假设 1和注 1的

3). 闭环系统 (18)存在一个类静态输出反馈的PI控制

器,使其 (𝑄,𝑆,𝑅)-耗散的充要条件为:存在对称正定

矩阵𝑋,𝑌 和矩阵𝑁且满足⎡⎢⎣ 𝐵⊥
2 (𝐴𝑌 + 𝑌 𝐴T)𝐵⊥T

2 𝐵⊥
2 (𝐴𝑁 + 𝑌 𝐶T

2 )

∗ 𝐶2𝑁 +𝑁T𝐶T
2

∗ ∗
→

←
𝜃𝐵⊥

2 𝐵1𝐷
⊥
12

0

−𝛾𝜃𝛼𝐷12𝐷
T
12

⎤⎥⎦ < 0,

[
𝑋 𝐼

𝐼 𝑌

]
⩾ 0,

⎡⎢⎣ 𝐶T⊥
2 (𝐴T𝑋 +𝑋𝐴)𝐶T⊥T

2

∗
∗

→

←
𝐶T⊥

2 𝑋𝐵1 + (𝜃 − 1)𝐶T⊥
2 𝑋𝐶T

1 𝜃𝐶T⊥
2 𝐶T

1

−𝛾𝜃𝐼 + (𝜃 − 1)(𝐷11 +𝐷T
11) 𝜃𝐷T

11

∗ −𝛾𝜃𝐼

⎤⎥⎦ < 0.

(19)

进而,静态输出反馈控制增益显式表示为

𝐺 = −𝜌𝐵̂TΦ̂𝐶T(𝐶Φ̂𝐶T)−1 + 𝜌Ξ− 1
2𝐿(𝐶Φ̂𝐶T)−

1
2 .

(20)

其中

∣∣𝐿∣∣ < 1, 𝛼 =
√

𝜃2 + (1− 𝜃)2,

𝜌 ⩾ 𝜆max[𝐵̂
+(Φ − Ω𝐵̂+T(𝐵̂⊥Ω𝐵̂⊥T)−1𝐵̂⊥Ω)𝐵̂+T],

Φ̂ = (𝜌𝐵̂𝐵̂T − Ω)−1,

Ξ = 𝜌𝐼 − 𝐵̂T[Φ̂ − Φ̂𝐶T(𝐶Φ̂𝐶T)−1𝐶Φ̂]𝐵̂,

𝐵̂ = [𝐵̄T
2 𝑃 −𝐷T

12𝑆 𝐷T
12𝑄

1
2−]

T, 𝐶 = [𝐶2 0 0],

Ω =

⎡⎢⎣ 𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴 𝑃𝐵̄1 − 𝐶T
1 𝑆 𝐶T

1 𝑄
1/2
−

∗ −𝑀0 𝐷T
11𝑄

1/2
−

∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎦ .

证证证明明明 根据引理 1,闭环系统 (18)渐近稳定且严

格耗散的充要条件为:存在一个对称矩阵𝑃 > 0,使得

如下矩阵不等式成立:
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1 𝑆 𝐶T

1 𝑄
1/2
−

∗ −𝑀0 𝐷T
11𝑄

1/2
−

∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎦+

[𝐵̄T
2 𝑃 −𝐷T

12𝑆 𝐷T
12𝑄

1/2
− ]T𝐺[𝐶2 0 0]+

[𝐶T
2 0 0]T𝐺T[𝐵̄T

2 𝑃 −𝐷T
12𝑆 𝐷T

12𝑄
1/2
− ] < 0. (21)

根据引理 2,不等式 (21)成立的充要条件为

𝐵̂⊥Ω𝐵̂⊥T < 0, 𝐶T⊥Ω𝐶T⊥T < 0. (22)

令

𝑃 =

[
𝑋 𝑀

𝑀T 𝑍

]
, 𝑃−1 =

[
𝑌 𝑁

𝑁T 𝑊

]
.

利用文献 [11]中引理 4.1.3,可以得到式 (19). 进一步,

利用引理 2,可得到式 (20). 2
4 基基基于于于PI控控控制制制器器器的的的鲁鲁鲁棒棒棒严严严格格格耗耗耗散散散控控控制制制

考虑如下的不确定系统:

𝑥̇(𝑡) = (𝐴+Δ𝐴)𝑥(𝑡) + (𝐵1 +Δ𝐵1)𝑤(𝑡)+

(𝐵2 +Δ𝐵2)𝑢(𝑡),

𝑧(𝑡) = (𝐶1 +Δ𝐶1)𝑥(𝑡) + (𝐷11 +Δ𝐷11)𝑤(𝑡)+

(𝐷12 +Δ𝐷12)𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = (𝐶2 +Δ𝐶2)𝑥(𝑡). (23)

其中参数不确定矩阵满足⎡⎢⎣ Δ𝐴 Δ𝐵1 Δ𝐵2

Δ𝐶1 Δ𝐷11 Δ𝐷12

Δ𝐶2 ∗ ∗

⎤⎥⎦ =

[𝐻1 𝐻2 𝐻3]
T𝐹 (𝑡)[𝐸1 𝐸2 𝐸3]𝐹 (𝑡)T𝐹 (𝑡) ⩽ 𝐼, (24)

𝐻1,𝐻2,𝐻3, 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3为已知矩阵, ∗为任意矩阵.

引理 4 给定矩阵𝑄,𝑅, 𝑆满足假设 1, 系统 (23)

(𝑢 = 0)严格耗散的充要条件为:存在常数 𝜖 > 0和对

称矩阵𝑃 > 0且满足如下矩阵不等式:⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴+ 𝜖𝐸T

1 𝐸1 𝑃𝐵1 − 𝐶T
1 𝑆 + 𝜖𝐸T

1 𝐸2

∗ −𝑀0 + 𝜖𝐸T
2 𝐸1

∗ ∗
∗ ∗

→

←

𝐶T
1 𝑄

1/2
− 𝑃𝐻1

𝐷T
11𝑄

1/2
− −𝑆T𝐻2

−𝐼 𝑄
1/2
− 𝐻2

∗ −𝜖𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0. (25)

证证证明明明 为了方便起见,记

𝐴 = 𝐴+Δ𝐴, 𝐵̂1 = 𝐵1 +Δ𝐵1, 𝐶1 = 𝐶1 +Δ𝐶1,

𝐵̂2 = 𝐵2 +Δ𝐵2, 𝐷̂11 = 𝐷11 +Δ𝐷11,

𝐷̂12 = 𝐷12 +Δ𝐷12, 𝑀̂0 = 𝑅+ 𝐷̂T
11𝑆 + 𝑆T𝐷̂11.

根据引理 1可知系统 (23)渐近稳定且严格耗散的充

要条件为:存在对称矩阵𝑃 > 0且满足如下矩阵不等

式:

⎡⎢⎣ 𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴 𝑃𝐵̂1 − 𝐶T
1 𝑆 𝐶T

1 𝑄
1/2
−

∗ −𝑀̂0 𝐷̂T
11𝑄

1/2
−

∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎦ < 0. (26)

化简式 (26)可得⎡⎢⎣ 𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴 𝑃𝐵1 − 𝐶T
1 𝑆 𝐶T

1 𝑄
1/2
−

∗ −𝑀0 𝐷T
11𝑄

1/2
−

∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎦+

[𝐸1 𝐸2 0]T𝐹T[𝐻T
1 𝑃 −𝐻T

2 𝑆 𝐻T
2 𝑄

1/2
− ]+

[𝐻T
1 𝑃 −𝐻T

2 𝑆 𝐻T
2 𝑄

1/2
− ]T𝐹 [𝐸1 𝐸2 0] < 0. (27)

运用引理 3可得式 (25). 2
4.1 基基基于于于类类类状状状态态态反反反馈馈馈的的的PI控控控制制制器器器的的的鲁鲁鲁棒棒棒严严严格格格耗耗耗散散散

控控控制制制

考虑系统 (23),设计 PI控制器 (11)可得闭环系统

的增广系统为{
𝜉(𝑡) = 𝐴𝑐𝜉(𝑡) +𝐵𝑐𝑤(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑐𝜉(𝑡) + 𝐷̂11𝑤(𝑡).
(28)

其中

𝐴𝑐 =

[
𝐴 0

𝐼 0

]
+

[
𝐵̂2

0

]
[𝐾p 𝐾i], 𝐵𝑐 =

[
𝐵̂1

0

]
,

𝐶𝑐 = [𝐶1 0] + 𝐷̂12[𝐾p 𝐾i].

运用引理 4,可以得到如下定理 3.

定理 3 给定矩阵𝑄,𝑅, 𝑆满足假设 1,存在 PI控

制律 (11),使得闭环系统 (28)严格耗散的充要条件为:

存在常数 𝜁 > 0, 对称矩阵𝑌𝑟 > 0和矩阵𝑊𝑟且满足

如下线性矩阵不等式:⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴𝑌𝑟 + 𝑌𝑟𝐴

T + 𝐵̄2𝑊𝑟 +𝑊T
𝑟 𝐵̄T

2 + 𝜁𝐻̄1𝐻̄
T
1

∗
∗
∗

→

←

𝐵̄1 − 𝑌𝑟𝐶
T
1 𝑆 −𝑊T

𝑟 𝐷T
12𝑆 − 𝜁𝐻̄1𝐻

T
2 𝑄

1/2
−

−𝑀0 + 𝜁𝑆T𝐻2𝐻
T
2 𝑆

∗
∗

→

←

𝐻𝑟 𝑌𝑟𝐸̄
T
1 +𝑊T

𝑟 𝐸T
3

(𝐷T
11 − 𝜁𝑆T𝐻2𝐻

T
2 )𝑄

1/2
− 𝐸T

2

−𝐼 + 𝜁𝑄
1/2
− 𝐻2𝐻2𝑄

1/2
− 0

∗ −𝜁𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0.

(29)

其中

𝐻̄1 = [𝐻T
1 0]T, 𝐸̄1 = [𝐸1 0],

𝐻𝑟 = (𝑌𝑟𝐶
T
1 + (𝐷12𝑊𝑟)

T + 𝜁𝐻̄1𝐻
T
2 )𝑄

1/2
− .

进而, 如果矩阵不等式 (29)存在一个可行解𝑌 ∗
𝑟 , 𝑊 ∗

𝑟 ,

则𝐾 = 𝑊 ∗
𝑟 (𝑌

∗
𝑟 )

−1为一个状态反馈的耗散控制器.

证证证明明明 为了方便起见,记
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Δ̄𝐴 =

[
Δ𝐴 0

0 0

]
, Δ̄𝐵1 =

[
Δ𝐵1

0

]
,

Δ̄𝐵2 =

[
Δ𝐵2

0

]
, Δ̄𝐶1 = [Δ𝐶1 0].

闭环系统 (28)可以等价地转化为

𝜉(𝑡) = [(𝐴+ 𝐵̄2𝐾) + (Δ̄𝐴+ Δ̄𝐵2𝐾)]𝜉(𝑡)+

(𝐵̄1 + Δ̄𝐵1)𝑤(𝑡),

𝑧(𝑡) = [(𝐶1 +𝐷12𝐾) + (Δ̄𝐶1 +Δ𝐷12𝐾)]𝜉(𝑡)+

(𝐷11 +Δ𝐷11)𝑤(𝑡). (30)

利用引理 4和定理 1可得证. 2
4.2 基基基于于于类类类静静静态态态输输输出出出反反反馈馈馈的的的PI控控控制制制器器器的的的鲁鲁鲁棒棒棒严严严格格格

耗耗耗散散散控控控制制制

利用线性不确定系统 (23)设计类输出反馈控制

器 (17). 设Δ𝐶2 = 0,则闭环系统可表示为{
˙̄𝑥(𝑡) = 𝐴𝑜𝑥̄(𝑡) +𝐵𝑜𝑤(𝑘),

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑜𝑥̄(𝑡) +𝐷𝑜𝑤(𝑡).
(31)

其中

𝐴𝑜 =

[
𝐴 0

𝐶2 0

]
+

[
𝐵̂2

0

]
[𝐾p 𝐾i]

[
𝐶2 0

0 𝐼

]
,

𝐵𝑜 = [𝐵̂T
1 0]T, 𝐷𝑜 = 𝐷̂11,

𝐶𝑜 = [𝐶1 0] + 𝐷̂12[𝐾p 𝐾i]

[
𝐶2 0

0 𝐼

]
.

利用引理 4和定理 2的结论，可得到类静态输出反馈

鲁棒耗散控制律的存在条件和设计方法.

定理 4 给定对称矩阵𝑄,𝑅, 𝑆满足假设 1,存在

PI控制律 (17),使得闭环系统 (31)严格耗散的充要条

件为:存在常数𝜇 > 0,对称矩阵𝑋𝑜, 𝑌𝑜 > 0且满足如

下线性矩阵不等式:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐵2

0

−𝑆T𝐷12

𝑄
1/2
− 𝐷12

𝐸3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⊥ ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴𝑌𝑜 + 𝑌𝑜𝐴
T + 𝜇𝐻1𝐻

T
1

∗
∗
∗
∗

→

←

𝑌𝑜𝐶
T
2 +𝐴𝑁 𝐵1 − 𝑌𝑜𝐶

T
1 𝑆 − 𝜇𝐻1𝐻

T
2 𝑆

𝐶2𝑁 +𝑁T𝐶T
2 −𝑁T𝐶T

1 𝑆

∗ −𝐻𝑜

∗ ∗
∗ ∗

→

←

(𝑌𝑜𝐶
T
1 − 𝜇𝐻1𝐻

T
2 )𝑄

1/2
− 𝑌𝑜𝐸

T
1

𝑁T𝐶T
1 𝑄

1/2
− 𝑁T𝐸T

(𝐷T
11 − 𝜇𝑆T𝐻2𝐻

T
2 )𝑄

1/2
− 𝐸T

2

−𝐼 + 𝜇𝑄
1/2
− 𝐻2𝐻

T
2 𝑄

1
2− 0

∗ −𝜇𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
×

[𝐵T
2 0 −𝐷T

12𝑆 𝐷T
12𝑄

1/2
− 𝐸T

3 ]
⊥ < 0,⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐶T⊥
2 (𝐴T𝑋 +𝑋𝐴)𝐶T⊥T

2 𝐻𝑜1

∗ 𝐻𝑜

∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗

→

←

𝐶T⊥
2 (𝐶T

1 +𝜇𝑋𝐻1𝐻
T
2 )𝑄

1
2− 𝐶T⊥

2 𝐸T
1 𝐶T⊥

2 𝑋𝐻1

(𝐷T
11 − 𝜇𝑆T𝐻2𝐻

T
2 )𝑄

1
2− 𝐸T

2 0

−𝐼 + 𝜇𝑄
1
2−𝐻2𝐻

T
2 𝑄

1
2− 0 0

∗ −𝜇𝐼 0

∗ ∗ −𝜇𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
<0,

[
𝑋 𝐼

𝐼 𝑌

]
⩾ 0. (32)

其中

𝐻𝑜 = −(𝑅+𝐷T
11𝑆 + 𝑆T𝐷11 + 𝜇𝑆T𝐻2𝐻

T
2 𝑆),

𝐻𝑜1 = 𝐶T⊥
2 (𝑋𝐵1 − 𝐶T

1 𝑆 − 𝜇𝑋𝐻1𝐻
T
2 𝑆).

进而可得PI控制器增益的显式表达式

𝐺 = −𝜌𝐵T ˜̃
Φ𝐶T(𝐶Φ̃𝐶T)−1 + 𝜌Ξ−1/2𝐿(𝐶Φ̃𝐶T)−1/2.

(33)

其中

𝜌 ⩾ 𝜆max[𝐵
+(Φ − Ω𝐵+T(𝐵⊥Ω𝐵⊥T)−1𝐵⊥Ω)𝐵+T],

Φ̃ = (𝜌𝐵𝐵T − Ω)−1,

Ξ = 𝜌𝐼 −𝐵T[Φ̃ − Φ̃𝐶T(𝐶Φ̃𝐶T)−1𝐶Φ̃]𝐵,

𝐶 = [𝐶2𝑃
−1 0 0 0],

𝐵 = [𝐵̄T
2 −𝐷T

12𝑆 𝐷T
12𝑄

1/2
− 𝐸T

3 ]
T,

Ω =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑃−1𝐴T +𝐴𝑃−1 + 𝜇𝐻̄1𝐻

T
1 𝑆𝑜

∗ 𝐻𝑜

∗ ∗
∗ ∗

→

←

𝑃−1(𝐶T
1 + 𝜇𝐻̄1𝐻

T
2 )𝑄

1/2
− 𝑃−1𝐻̄T

1

(𝐷T
11 − 𝜇𝑆T𝐻2𝐻

T
2 )𝑄

1/2
− 𝐸T

2

−𝐼 + 𝜇𝑄
1/2
− 𝐻2𝐻

T
2 𝑄

1/2
− 0

∗ −𝜇𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑆𝑜 = 𝐵̄1 − 𝑃−1𝐶T
1 𝑆 − 𝜇𝐻̄1𝐻

T
2 𝑆.

证证证明明明 运用定理 2和引理 4即可得证. 2
注 2 对于定理 2∼定理 4,当 𝜃 → 1时,得到𝐻∞

控制器的显式设计律;当 𝜃 → 0时, 得到正实约束控

制器的显式控制律.具体的表达式此处不再赘述.

5 数数数值值值算算算例例例

对于系统 (1),选取参数矩阵为

𝐴 =

[
0.3 −6.5
0 0.01

]
, 𝐵1 =

[
0.1

0.1

]
, 𝐵2 =

[
3.5

3.5

]
,
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𝐶1 = [0.1 0], 𝐷11 = 0.05, 𝐷12 = 0, 𝐶2 = [0.1 0].

利用Matlab中LMI工具箱,根据定理 1和定理 2,当 𝜃

→ 1时, 存在类状态反馈和类输出反馈的 PI控制器,

使得闭环系统稳定且𝐻∞范数小于 1;当 𝜃 → 0时,存

在PI类状态反馈和类输出反馈的控制器使得闭环系

统严格正实. 具体结论如表 1所示.

表 1 PI控制增益 (确定性系统)

PI控制器
问题

状态反馈 输出反馈

𝐻∞控制 𝐾p = [4.425 8 − 8.365 4] 𝐾p = 5.262 7

(𝛾 = 1) 𝐾i = [0.206 5 0.009 5] 𝐾i = 0.100 3

严格正实 𝐾p = [14.222 5 − 21.822 6] 𝐾p = −9.497 2

控制 𝐾i = [0.005 2 0.000 2] 𝐾i = −0.104 6

考虑参数不确定性系统 (23),选取不确定性参数

为𝐻1 = [−0.000 1 0]T, 𝐸1 = [0 − 0.01], 𝐸2 = 𝐸3 =

𝐻2 = 0. 具体结论如表 2所示.

表 2 PI控制增益 (带有不确定性系统)

PI控制器
问题

状态反馈 输出反馈

𝐻∞控制 𝐾p = [11.272 7 − 68.997 8] 𝐾p = −6.549 7

(𝛾 = 1) 𝐾i = [0.000 4 0.000 0] 𝐾i = 0.236 2

严格正实 𝐾p = [11.089 0 − 63.565 5] 𝐾p = −0.451 5

控制 𝐾i = [0.000 4 0.000 0] 𝐾i = −0.002 1

上述算例表明了本文所设计的 PI控制器的有效

性.

6 结结结 论论论

本文讨论了基于PI控制器的确定及不确定线

性系统严格耗散控制问题.利用线性矩阵不等式, 分

别给出类状态反馈和静态输出反馈的严格耗散及鲁

棒严格耗散 PI控制器存在的充要条件, 并基于线性

矩阵不等式的解给出了相应控制器增益的显式表达

式. 此外,所得结果统一了𝐻∞和正实控制结论.考虑

实际 PI控制器的使用, 保性能严格耗散和鲁棒严格

耗散的 PI控制器、非脆弱严格耗散和鲁棒严格耗散

的PI控制器的设计问题将是进一步的研究方向.
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