
第 27 卷 第 9 期

Vol. 27 No. 9

控 制 与 决 策
Control and Decision

2012 年 9 月

Sep. 2012

脉冲变时滞车辆纵向跟随系统的群指数稳定性与控制

文章编号: 1001-0920 (2012) 09-1293-08

徐晓惠1, 张继业1, 张克跃2

(1. 西南交通大学牵引动力国家重点实验室，成都 610031；

2. 西南交通大学峨眉校区土木工程系，四川峨眉山 614202)

摘 要: 针对具有脉冲扰动和变时滞的顾前车辆纵向跟随系统, 在假设各孤立子系统指数稳定的前提下, 分析了该

系统的群指数稳定性与控制. 首先利用向量Lyapunov函数法和数学归纳法给出确保该系统群指数稳定的充分条件;

然后基于得到的稳定性条件, 采用滑模变结构控制策略对脉冲变时滞车辆纵向跟随系统进行控制器设计; 最后通过

一个数值仿真算例验证了所得结论的正确性以及在实际中如何应用.
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Abstract：：：On the assumption that all the isolated subsystems of the interconnected system are exponentially stable, the

exponential stability analysis and control for a class of look-ahead vehicle longitudinal following system with impulsive

effects and time-varying delays are studied. Firstly, some sufficient conditions for exponential stability of the system are

obtained by applying vector Lyapunov function method and mathematical induction method. Then, the controller for the

look-ahead vehicle following system with impulsive effects and time-varying delays is designed by sliding mode control

method based on the obtained results. Finally, a simulation example illustrates how to apply the obtained results in practice.
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1 引引引 言言言

在自动高速公路系统中, 自动车辆跟随控制可以

为人们的生活带来很大便利, 比如提高道路交通利用

率, 降低系统能量消耗等, 因此对自动车辆跟随系统

的研究引起了学者们的广泛重视[1-6]. 所谓自动车辆

跟随控制, 就是在车辆跟随控制系统中, 通过在每个

跟随车辆上安装一个控制器, 使跟随车辆利用自身状

态信息和接收到的其他车辆的信息不断调整自身的

状态, 进而保证车辆间距离达到预期设定的安全距离.

稳定性是对车辆跟随控制的前提条件, 为此国内外学

者对车辆跟随系统的稳定性进行了大量研究. Chu[2]

在研究车辆跟随系统的控制时定义了群稳定性, 并给

出了车辆跟随系统群稳定的充分条件. Baibieir[3]将文

献 [2]中的群稳定定义引入自动高速公路系统, 但由

于缺乏有效的研究工具, 文献[3]中的分析方法仅限于

线性系统. Swaroop等[4-5]在研究自动高速公路系统的

车辆跟随控制时, 采用加权Lyapunov稳定理论研究

了非线性弱耦合系统群稳定性, 但文中的方法在解

决具有强耦合的关联系统时仍然存在很大的局限性.

Zhang等[6-7]采用向量Lyapunov函数法得到了一类非

线性强耦合关联系统以及顾前车辆跟随系统群稳定

的充分条件, 为非线性系统的控制器设计提供了新的

途径. 然而, 上述研究都没有考虑时滞因素. 考虑到信

号的传输以及车辆的动力学行为对控制指令的响应

都需要一定的时间, 时间滞后在车辆跟随系统中是无

法避免的. 任殿波等[8]基于向量Lyapunov函数法研究
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了具有时滞的顾前车辆跟随系统的群指数稳定性, 该

文假设时滞是固定的常数, 然而在实际系统中时滞

是经常变化的. 此外, 不确定干扰因素在车辆运行环

境以及车辆自身系统中是不可避免的. 有些不确定

干扰因素可以直接引入车辆动力学方程, 如随机扰

动[9-11]和奇异扰动[9,12]等, 此时的动力学方程仍然是

连续的. 然而, 有些不确定干扰因素无法用连续型动

力学方程直接描述, 在此干扰下车辆的动力学行为在

某些时间区间表现为连续, 而在某些离散时刻会发生

瞬间突变, 这里将该扰动称为脉冲干扰. 脉冲干扰在

实际车辆跟随系统中主要源于车辆的运行环境 (如路

面的不平整等)或者车辆自身 (如开关电路的频繁切

换等), 而脉冲干扰的存在会导致系统的不稳定, 因此

研究具有脉冲扰动的车辆跟随系统的稳定性和控制

是十分必要的. 目前, 国内外尚未见到研究具有脉冲

扰动和变时滞的顾前车辆纵向跟随系统的群指数稳

定性与控制的相关报道.

基于以上分析, 本文将研究一类具有脉冲扰动和

变时滞的顾前车辆纵向跟随系统的群指数稳定性, 并

对该系统给出相应的控制器设计.

2 模模模型型型描描描述述述及及及相相相关关关定定定义义义

在自动车辆纵向跟随系统中, 考虑到时间滞后因

素, 顾前车辆纵向跟随系统可用如下关于车辆跟随误

差的连续型微分方程描述[8]:{
𝑥̇1 = 𝑓1(𝑥1(𝑡), 0, 0),

𝑥̇𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑡), 𝑥𝑖−1(𝑡− 𝜏), 𝑥̇𝑖−1(𝑡− 𝜏)).
(1)

其中: 𝑡 ⩾ 0; 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ ;𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑛; 𝑓𝑖 : 𝑅
𝑛×𝑅𝑛×𝑅𝑛 →

𝑅𝑛, 且 𝑓𝑖(0, 0, 0) = 0. 对于 ∀𝑖 ⩽ 𝑗, 𝑗 ∈ 𝑁 , 令𝑥𝑖−𝑗 = 0.

模型 (1)中没有引入脉冲扰动, 而且每个车辆的

时滞是相同的常数. 考虑到现实车辆跟随系统中每个

车辆的时滞不可能都是相同的, 而且时滞在车辆运行

过程中不断变化, 可以建立如下具有脉冲扰动和变时

滞的车辆纵向跟随系统的数学方程:⎧⎨⎩
𝑥̇1(𝑡) = 𝑓1(𝑥1(𝑡), 0, 0), 𝑡 ∕= 𝑡𝑘;

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑡), 𝑥𝑖−1(𝑡− 𝜏 𝑖,𝑖−1(𝑡)),

𝑥̇𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡))), 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡 ∕= 𝑡𝑘;

Δ𝑥𝑖(𝑡𝑘) = 𝑥𝑖(𝑡
+
𝑘 )− 𝑥𝑖(𝑡

−
𝑘 ), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡 = 𝑡𝑘.

(2)

其中: Δ𝑥𝑖(𝑡𝑘)为 𝑡𝑘 时刻的脉冲; 离散集 {𝑡𝑘}满足 0 ⩽
𝑡0<𝑡1< ⋅ ⋅ ⋅<𝑡𝑘< ⋅ ⋅ ⋅ , 并且当 𝑘→∞时, 𝑡𝑘 →∞;𝑥𝑖(𝑡𝑘)

=𝑥𝑖(𝑡
+
𝑘 )且𝑥𝑖(𝑡

−
𝑘 )= lim

𝑡→𝑡−𝑘
𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘∈𝑁 . 令

𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡)为第 (𝑖 − 1)辆车的信息传递到第 𝑖辆车所需

的时间, 并假设系统 (2)的初始条件为

𝑥𝑖(𝑠) = 𝜑𝑖(𝑠), 𝑠 ∈ (−𝜏𝑖, 0],
𝜏𝑖 = sup

1⩽𝑗⩽𝑖−1,𝑡∈𝑅
𝜏𝑖,𝑗(𝑡).

其中 𝜏𝑖,𝑗(𝑡)为第 𝑗辆车的信息传递到第 𝑖辆车所需的

时间, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ .

假定系统 (2)满足平衡点的存在性和唯一性条

件.

定义如下符号:

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣∞ = sup
𝑡⩾0

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣,

∣∣𝑥(𝑡)∣∣∞ = sup
𝑖

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣∞,

∣∣𝑥𝑖(𝑠)∣∣∞ = sup
𝑠∈(−𝜏𝑖,0]

∣∣𝜑𝑖(𝑠)∣∣,

其中 ∣∣ ⋅ ∣∣表示Euclidean范数.

定定定义义义 1 对于系统 (2), 若任意给定 𝜀 > 0, 存在 𝛿

> 0, 使 sup
𝑖

∣∣𝑥𝑖(𝑠)∣∣∞< 𝛿⇒ sup
𝑖

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣∞< 𝜀成立, 其

中 𝑠 ∈ (−𝜏𝑖, 0], 则系统 (2)的零解𝑥𝑖 = 0(𝑖 ∈ 𝑁)是群

稳定的.

定定定义义义 2 如果系统 (2)的零解𝑥𝑖 = 0(𝑖 ∈ 𝑁)是

群稳定的, 并且存在常数𝑀 > 0和𝜆 > 0, 使得如下不

等式成立:

sup
𝑖

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣∞ ⩽𝑀Φ exp(−𝜆𝑡),
其中Φ=sup

𝑖
∣∣𝑥𝑖(𝑠)∣∣∞, 𝑠∈ (−𝜏𝑖, 0], 则系统 (2)的零解

𝑥𝑖 = 0(𝑖 ∈ 𝑁)是群指数稳定的.

下面针对系统 (2)给出 1个假设:

假假假设设设 1 令Δ𝑥𝑖(𝑡𝑘) = 𝐼𝑖𝑘(𝑥𝑖(𝑡
−
𝑘 )), 其中 𝐼𝑖𝑘(⋅)为

脉冲强度函数. 假设函数 𝐼𝑖𝑘 是连续函数, 而且满足

𝐼𝑖𝑘(0) = 0, 并假设如下不等式成立:

∣∣𝐼𝑖𝑘(𝑥𝑖(𝑡−𝑘 )) + 𝑥𝑖(𝑡
−
𝑘 )∣∣ ⩽ 𝛾𝑖𝑘∣∣𝑥𝑖(𝑡−𝑘 )∣∣,

其中 𝛾𝑖𝑘 为正常数, 𝑖, 𝑘 ∈ 𝑁 .

3 脉脉脉冲冲冲变变变时时时滞滞滞车车车辆辆辆纵纵纵向向向跟跟跟随随随系系系统统统的的的群群群指指指数数数

稳稳稳定定定性性性

为了分析系统 (2)零解的稳定性, 首先给出如下

引理:

引引引理理理 1 假设 𝑣𝑖(𝑡) ⩾ 0,∀𝑡 ⩾ 0, 𝑖 ∈ 𝑁 , 考虑如下

不等式:

𝑣̇𝑖 ⩽

𝑔𝑖(𝑣𝑖(𝑡), 𝑣𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡)), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣1(𝑡− 𝜏𝑖,1(𝑡)), 𝑡)×[
− 𝛽𝑖0𝑣

𝑚
𝑖 (𝑡) +

∞∑
𝑗=1

𝛽𝑖𝑗𝑣
𝑚
𝑖−𝑗(𝑡− 𝜏𝑖,𝑗(𝑡))

]
.

其中: 𝑚> 0且𝛽𝑖0 > 0, 𝛽𝑖𝑗 ⩾ 0;𝛽𝑖𝑗 = 0 (𝑗 ⩾ 𝑖), 对于 𝑣𝑖

> 0, 有 𝑔𝑖(⋅) > 0; 𝜏𝑖,𝑗(𝑡) ⩾ 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ .

如果存在 𝑣 = (𝑣10, 𝑣20, ⋅ ⋅ ⋅ )使得

−𝛽𝑖0𝑣𝑚𝑖,0 +
∞∑
𝑗=1

𝛽𝑖𝑗𝑣
𝑚
𝑖−𝑗,0 < 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , (3)

并令 inf
𝑖
{𝑣𝑖0} = 𝛼 > 0, sup

𝑖
{𝑣𝑖0} = 𝛽 > 0, 则对于任意
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给定的 𝜀 > 0, 存在 𝛿 > 0, 使得 sup
𝑖

∣∣𝑣𝑖(𝑠)∣∣∞ < 𝛿 ⇒
sup
𝑖

∣∣𝑣𝑖(𝑡)∣∣∞ < 𝜀, 𝑠 ∈ (−∞, 0].

注注注 1 对于引理 1的证明, 只需对文献 [6]中引

理 1的证明稍加修改便可得到.

下面给出一个确保系统 (2)的零解群指数稳定的

定理:

定定定理理理 1 系统 (2)满足假设 1, 且存在常数 𝜂 > 0

和 𝜉 > 0, 使得 2 ln 𝜂 𝑘/(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1) ⩽ 𝜂 < 𝜉, 这里 𝜂 𝑘 =

sup
𝑖∈𝑁

{1, 𝛾𝑖𝑘}, 𝑘 ∈ 𝑁 . 如果系统 (2)满足如下条件, 则系

统 (2)的零解是群指数稳定的, 且指数收敛率为 (𝜉 −
𝜂)/2.

条条条件件件 1 ∣∣𝑓𝑖(𝑦1(𝑡), 𝑦2(𝑡), 𝑦3(𝑡)) − 𝑓𝑖(𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡),

𝑧3(𝑡))∣∣ ⩽ 𝑙1∣∣𝑦1(𝑡)−𝑧1(𝑡)∣∣+𝑙2∣∣𝑦2(𝑡)−𝑧2(𝑡)∣∣+𝑑∣∣𝑦3(𝑡)
− 𝑧3(𝑡)∣∣, 0 < 𝑑 < 1.

条条条件件件 2 对于孤立子系统 𝑥̇𝑖(𝑡)=𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑡), 0, 0), 𝑖

= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 存在Lyapunov函数 𝑣𝑖(𝑥𝑖(𝑡))和正常数𝛼𝑙,

𝛼ℎ, 𝛼1, 𝛼2, 使得如下不等式成立:

𝛼𝑙∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣2 ⩽ 𝑣𝑖(𝑥𝑖(𝑡)) ⩽ 𝛼ℎ∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣2,
∂𝑣𝑖(𝑥𝑖(𝑡))

∂𝑥𝑖(𝑡)
𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑡), 0, 0) ⩽ −𝛼1∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣2,∥∥∥∂𝑣𝑖(𝑥𝑖(𝑡))

∂𝑥𝑖(𝑡)

∥∥∥ ⩽ 𝛼2∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣.

条条条件件件 3 (−𝛼1+𝜉𝛼ℎ)
( 1

𝛼ℎ

) 1
2

𝛼2(𝑙2+𝑑𝑙1)
( 1

𝛼𝑙

) 1
2

(1

− 𝑑)−1 < 0.

证证证明明明 对于 𝑡 ∕= 𝑡𝑘, 𝑘 ∈ 𝑁 , 根据条件 1, 可得到

∣∣𝑥̇𝑖(𝑡)∣∣ =
∣∣𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑡), 𝑥𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡)),

𝑥̇𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡)))− 𝑓𝑖(0, 0, 0)∣∣ ⩽
𝑙1∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣+ (𝑙2 + 𝑑𝑙1)[∣∣𝑥𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡))∣∣+
𝑑∣∣𝑥𝑖−2(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−2(𝑡))∣∣+ ⋅ ⋅ ⋅+
𝑑𝑖−2∣∣𝑥1(𝑡− 𝜏𝑖,1(𝑡))∣∣], 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ . (4)

令

𝑤𝑖 = exp(𝜉𝑡)𝑣𝑖, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , (5)

当 𝑡 ∕= 𝑡𝑘, 𝑘 ∈ 𝑁时, 计算𝐷+𝑤𝑖(𝑡)沿系统 (2)的零解

的右上导数, 可得到

𝐷+𝑤𝑖(𝑡) =

[∂𝑣𝑖(𝑡)/∂𝑥𝑖]𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑡), 𝑥𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡)),

𝑥̇𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡))) exp(𝜉𝑡) + 𝜉 exp(𝜉𝑡)𝑣𝑖(𝑡) =

{[∂𝑣𝑖(𝑡)/∂𝑥𝑖][𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑡), 𝑥𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡)),

𝑥̇𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡)))− 𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑡), 0, 0)]+

[∂𝑣𝑖(𝑡)/∂𝑥𝑖]𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑡), 0, 0) + 𝜉𝑣𝑖(𝑡)} exp(𝜉𝑡). (6)

根据条件 2, 方程 (6)整理为

𝐷+𝑤𝑖(𝑡) ⩽

[(−𝛼1 + 𝜉𝛼ℎ)∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣2+
𝛼2∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣(𝑙2∣∣𝑥𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡))∣∣+
𝑑∣∣𝑥̇𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡))∣∣)] exp(𝜉𝑡) =
∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣[(−𝛼1 + 𝜉𝛼ℎ)∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣+ 𝛼2(𝑙2∣∣𝑥𝑖−1(𝑡−
𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡))∣∣+ 𝑑∣∣𝑥̇𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡))∣∣)] exp(𝜉𝑡). (7)

将式 (4)代入 (7), 得

𝐷+𝑤𝑖(𝑡) ⩽

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣{(−𝛼1 + 𝜉𝛼ℎ)∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣+
𝛼2(𝑙2 + 𝑑𝑙1)[∣∣𝑥𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡))∣∣+ 𝑑∣∣𝑥𝑖−2(𝑡−
𝜏𝑖,𝑖−2(𝑡))∣∣+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑑𝑖−2∣∣𝑥1(𝑡− 𝜏𝑖,1(𝑡))∣∣]} exp(𝜉𝑡).

(8)

由条件 2, 可进一步得到

𝐷+𝑤𝑖(𝑡) ⩽

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣{(−𝛼1 + 𝜉𝛼ℎ)(1/𝛼ℎ)
1/2(𝑣𝑖(𝑡))

1/2+

𝛼2(𝑙2 + 𝑑𝑙1)(1/𝛼𝑙)
1/2[(𝑣𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡)))

1/2+

𝑑(𝑣𝑖−2(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−2(𝑡)))
1/2 + ⋅ ⋅ ⋅+

𝑑𝑖−2(𝑣1(𝑡− 𝜏𝑖,1(𝑡)))
1/2]} exp(𝜉𝑡) ⩽

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣{(−𝛼1 + 𝜉𝛼ℎ)(𝑤𝑖(𝑡)/𝛼ℎ)
1/2+

𝛼2(𝑙2 + 𝑑𝑙1)(1/𝛼𝑙)
1/2[(𝑤𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡)))

1/2+

𝑑(𝑤𝑖−2(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−2(𝑡)))
1/2 + ⋅ ⋅ ⋅+

𝑑𝑖−2(𝑤1(𝑡− 𝜏𝑖,1(𝑡)))
1/2]} exp[𝜉(𝑡+ (𝑖− 1)𝜏𝑖)/2]. (9)

因为 0 < 𝑑 < 1, 所以 (1− 𝑑)−1=

∞∑
𝑗=1

𝑑𝑗−1, 故

1 + 𝑑+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑑𝑖−2 < (1− 𝑑)−1, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ .
取𝑤𝑖−𝑗,0=1, 𝑗=0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖 − 1, 𝑖=2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 并考

虑条件 3, 有

𝐷+𝑤𝑖(𝑡) ⩽

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣{(−𝛼1 + 𝜉𝛼ℎ)𝛼
−1/2
ℎ + 𝛼2(𝑙2 + 𝑑𝑙1)×

𝛼
−1/2
𝑙 (1 + 𝑑+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑑𝑖−2)} exp[𝜉(𝑡+ (𝑖− 1)𝜏𝑖)/2] <

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣[(−𝛼1 + 𝜉𝛼ℎ)𝛼
−1/2
ℎ + 𝛼2(𝑙2 + 𝑑𝑙1)×

(1− 𝑑)−1𝛼
−1/2
𝑙 ] exp[𝜉(𝑡+ (𝑖− 1)𝜏𝑖)/2] < 0. (10)

由式 (9)和 (10)以及引理 1可知, 对于任意给定的 𝜀0

> 0, 存在 𝛿0 > 0, 使得

sup
𝑖

∣∣𝑤𝑖(𝑠)∣∣∞ < 𝛿0 ⇒ sup
𝑖

∣∣𝑤𝑖(𝑡)∣∣∞ < 𝜀0,

其中−𝜏𝑖 < 𝑠 ⩽ 0.

对于任意给定的 𝜀> 0, 令 𝜀0=𝛼𝑙𝜀
2, 对于 𝜀0, 取 0

< 𝛿0 < 𝜀0.

定义 𝛾 : 𝑣𝑖 = 𝜏𝛿0, 显然如下不等式成立:

𝛼1(𝜏𝛿0/𝛼ℎ)
1/2+𝛼2(𝑙2+𝑑𝑙1)(1−𝑑)−1(𝜏𝛿0/𝛼𝑙)

1/2< 0.
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定义箱体𝐵𝑎 = {𝑤∣0 ⩽ 𝑤𝑖 ⩽ 𝛿0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ }, 箱

面为

𝑓 𝑖𝑎={𝑤 ∈ ∂𝐵𝑎∣𝑤𝑖=𝛿0, 𝑤𝑗⩽𝛿0, 𝑗=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑖− 1}.
当 sup

𝑖
∣∣𝑤𝑖(𝑠)∣∣∞<𝛿0,−𝜏𝑖<𝑠⩽ 0, 即初始条件在

箱体𝐵𝑎 之内, 则由引理 1的证明过程[6]可知, 轨线不

会跑出箱体𝐵𝑎 之外, 即 0 ⩽ ∣∣𝑤𝑖(𝑡)∣∣∞ ⩽ 𝛿0 < 𝜀0.

取 𝛿= (𝛿0/𝛼ℎ)
1/2, 当 sup

𝑖
∣∣𝑥𝑖(0)∣∣<𝛿时, 有𝑤𝑖(0)

= 𝑣𝑖(0) ⩽ 𝛼ℎ∣∣𝑥𝑖(0)∣∣2 ⩽ 𝛼ℎ𝛿
2 = 𝛿0, 进而

𝑤𝑖(𝑡) = 𝑣𝑖(𝑡) exp(𝜉𝑡) < 𝜀0,

即

sup
𝑖

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣ ⩽

[(𝑣𝑖(𝑡)/𝛼𝑙) exp(𝜉𝑡)]
1/2 exp(−𝜉𝑡/2) <

(𝜀0/𝛼𝑙)
1/2 exp(−𝜉𝑡/2) = 𝜀 exp(−𝜉𝑡/2), 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ .

记 sup
𝑖

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣ < 𝜂0𝜀 exp(−𝜉𝑡/2), 0 ⩽ 𝑡 < 𝑡1, 这里 𝜂0

= 1.

下面证明当系统中存在脉冲干扰时, 系统 (2)的

零解仍是群指数稳定的.

首先采用数学归纳法证明下式成立:

sup
𝑖

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣∞ < 𝜂0𝜂1𝜂2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜂𝑘−1𝜀 exp(−𝜉𝑡/2),
即

sup
𝑖

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣2∞ < (𝜂0𝜂1𝜂2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜂𝑘−1)
2𝜀2 exp(−𝜉𝑡),

𝑡𝑘−1 ⩽ 𝑡 < 𝑡𝑘, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘 ∈ 𝑁.

假设下面的不等式对于 𝑡𝑝−1 ⩽ 𝑡 < 𝑡𝑝, 𝑝 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘均成立:

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣2∞ < (𝜂0𝜂1𝜂2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜂𝑘−1)
2𝜀2 exp(−𝜉𝑡). (11)

当 𝑡 = 𝑡𝑘 时, 利用假设 1, 有

∣∣𝑥𝑖(𝑡+𝑘 )∣∣2∞ = ∣∣𝑥𝑖(𝑡−𝑘 ) + 𝐼𝑖𝑘(𝑥𝑖(𝑡
−
𝑘 ))∣∣2∞ ⩽

𝛾2𝑖𝑘∣∣𝑥𝑖(𝑡−𝑘 )∣∣2∞ ⩽ 𝜂2𝑘∣∣𝑥𝑖(𝑡−𝑘 )∣∣2∞.
由假设 𝜂𝑘 ⩾ 1和式 (11), 可得到

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣2∞ < (𝜂0𝜂1𝜂2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜂𝑘−1𝜂𝑘)
2𝜀2 exp(−𝜉𝑡),

𝑡𝑘−1 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑡𝑘. (12)

显然式 (12)蕴含下式成立:

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣2∞ < (𝜂0𝜂1𝜂2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜂𝑘−1𝜂𝑘)
2𝜀2 exp(−𝜉𝑡),

𝑡𝑘 ⩽ 𝑡 < 𝑡𝑘+1. (13)

若式 (13)不成立, 则存在某个 𝑖和 𝑡∗ ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), 使得

∣∣𝑥𝑖(𝑡∗)∣∣2∞ = (𝜂0𝜂1𝜂2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜂𝑘−1𝜂𝑘)
2𝜀2 exp(−𝜉𝑡∗), (14)

以及𝐷+𝑤𝑖(𝑡
∗) ⩾ 0成立, 且

∣∣𝑥𝑗 (𝑡)∣∣2∞ ⩽ (𝜂0𝜂1𝜂2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜂𝑘−1𝜂𝑘)
2𝜀2 exp(−𝜉𝑡),

𝑡 ∈ [𝑡𝑘 − 𝜏𝑗 , 𝑡
∗], 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖− 1.

考虑到式 (8), 显然有

𝐷+𝑤𝑖(𝑡
∗) ⩽

[(−𝛼1 + 𝜉𝛼ℎ) + 𝛼2(𝑙2 + 𝑑𝑙1)(1− 𝑑)−1]×
(𝜂0𝜂1𝜂2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜂𝑘−1𝜂𝑘)

2𝜀2, (15)

而由条件 3可知下式成立:

(−𝛼1 + 𝜉𝛼ℎ) + 𝛼2(𝑙2 + 𝑑𝑙1)(1− 𝑑)−1 < 0,

因此𝐷+𝑤𝑖(𝑡
∗)<0. 这与式 (14)假设𝐷+𝑤𝑖(𝑡

∗) ⩾ 0矛

盾, 即 𝑡𝑘−1 ⩽ 𝑡 < 𝑡𝑘 时, 下面的不等式成立:

sup
𝑖

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣∞ < 𝜂0𝜂1𝜂2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜂𝑘−1𝜀 exp(−𝜉𝑡/2),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘 ∈ 𝑁.

因为 2 ln 𝜂𝑘/(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1) ⩽ 𝜂 < 𝜉, 所以

𝜂𝑘 ⩽ exp[𝜂(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1)/2], 𝑘 ∈ 𝑁.

进而有

sup
𝑖

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣∞ <

𝜂0𝜂1𝜂2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜂𝑘−1𝜀 exp(−𝜉𝑡/2) ⩽
exp[𝜂(𝑡1 − 𝑡0)/2] exp[𝜂(𝑡2 − 𝑡1)/2] ⋅ ⋅ ⋅ ×
exp[𝜂(𝑡𝑘−1 − 𝑡𝑘−2)/2]𝜀 exp(−𝜉𝑡/2) ⩽
𝜀 exp[−(𝜉 − 𝜂)𝑡/2],

即 sup
𝑖

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣∞ ⩽ 𝜀 exp[−(𝜉 − 𝜂)𝑡/2], 𝑡𝑘−1 ⩽ 𝑡 < 𝑡𝑘.

综上, 有

sup
𝑖

∣∣𝑥𝑖(𝑡)∣∣∞ < 𝜀 exp[−(𝜉 − 𝜂)𝑡/2], 𝑡 ⩾ 𝑡0.

根据定义 2, 当系统中存在脉冲扰动时, 系统 (2)的零

解是群指数稳定的, 指数收敛率为 (𝜉 − 𝜂)/2. 2
4 车车车辆辆辆纵纵纵向向向跟跟跟随随随的的的控控控制制制器器器设设设计计计

下面基于控制向量Lyapunov函数法的思想, 利

用滑模变结构控制策略对具有脉冲扰动的变时滞顾

前车辆纵向跟随系统进行控制器设计.

具有脉冲扰动的变时滞顾前车辆动力学模型可

由如下方程描述:

𝑥̈𝑖(𝑡) =
−𝑐𝑖𝑥̇2𝑖 (𝑡− 𝜏𝑖1(𝑡)) + 𝑢𝑖(𝑡− 𝜏𝑖2(𝑡))− 𝐹𝑖

𝑀𝑖
,

𝑡 ∕= 𝑡𝑘, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘 ∈ 𝑁 ; (16)

Δ𝑣𝑖(𝑡𝑘) = 𝑣𝑖(𝑡
+
𝑘 )− 𝑣𝑖(𝑡

−
𝑘 ) = 𝐼𝑖𝑘(𝑣𝑖(𝑡

−
𝑘 )),

𝑡 = 𝑡𝑘, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘 ∈ 𝑁. (17)

其中: 𝑥𝑖 为第 𝑖个车辆的位置, 𝑐𝑖𝑥̇2𝑖 为空气阻力, 𝑢𝑖 为

制动力, 𝐹𝑖 为地面阻力, 𝑀𝑖 为第 𝑖个车辆的惯性因素;

𝜏𝑖1(𝑡) > 0表示第 𝑖个车辆的状态延时, 𝜏𝑖2(𝑡) > 0表示

第 𝑖个车辆的控制信号时滞. 令 𝜏𝑖1 = sup
𝑡⩾0

𝜏𝑖1(𝑡), 𝜏𝑖2 =

sup
𝑡⩾0

𝜏𝑖2(𝑡). 假设系统 (16)的初始条件为𝑥𝑖(𝑠) = 𝜙𝑖(𝑠),

−𝜏𝑖1 ⩽ 𝑠 ⩽ 0, 𝑢𝑖(𝑠) = 𝜓𝑖(𝑠),−𝜏𝑖2 ⩽ 𝑠 ⩽ 0.

考虑到在车队运行过程中车辆速度不可避免地

会受到干扰, 从而导致车辆速度瞬时增大或减小. 为
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了避免车辆与其前后车辆发生碰撞, 假设

𝛾
𝑖𝑘
𝑣𝑖(𝑡

−
𝑘 )⩽𝑣𝑖(𝑡+𝑘 ) ⩽ 𝛾𝑖𝑘𝑣𝑖(𝑡

−
𝑘 ), 0<𝛾𝑖𝑘<1<𝛾𝑖𝑘,

其中 𝛾
𝑖𝑘
和 𝛾𝑖𝑘 均为常数, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘 ∈ 𝑁 .

图 1为一个顾前车辆纵向跟随系统的参考模型

示意图, 图中𝐿𝑖 表示第 𝑖 − 1个车辆与第 𝑖个车辆之

间设定的期望车间距常数, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . 假设车队

中所有跟随车辆都可以接收到领头车辆的位置、速

度以及加速度信息, 而第 𝑖个车辆根据领头车辆以及

第 𝑖− 1个车辆的信息不断调整自身的位置和速度, 最

终使得第 𝑖个车辆与第 𝑖 − 1个车辆之间的位置距离

保持在期望间距𝐿𝑖.

x v a
i i i-1 -1 -1, , x v a0 0 0, ,

M
i

M
i-1 M1 M0

x
i L

i

x
i-1

x1

x0

图 1 车辆纵向跟随系统的参考模型

设 𝑒𝑖(𝑡)为第 𝑖个车辆与第 𝑖 − 1个车辆之间的距

离误差, 表达式如下:

𝑒𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡)− 𝑥𝑖−1(𝑡) + 𝐿𝑖. (18)

显然有 𝑒̇𝑖(𝑡) = 𝑥̇𝑖(𝑡)− 𝑥̇𝑖−1(𝑡), 𝑒𝑖(𝑡) = 𝑥̈𝑖(𝑡)− 𝑥̈𝑖−1(𝑡),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ .

控制的最终目的是使 𝑒𝑖(𝑡)和 𝑒̇𝑖(𝑡)指数收敛到 0.

将式 (16)整理为

𝑒𝑖(𝑡) =

[𝑢𝑖(𝑡− 𝜏𝑖2(𝑡))− 𝑐𝑖(𝑒̇𝑖(𝑡− 𝜏𝑖1(𝑡))+

𝑥̇𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖1(𝑡)))
2 − 𝐹𝑖]/𝑀𝑖 − 𝑥̈𝑖−1(𝑡),

𝑡 ∕= 𝑡𝑘, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . (19)

当 𝑡 = 𝑡𝑘 时, 有

𝛾
𝑖𝑘
𝑣𝑖(𝑡

−
𝑘 ) ⩽ 𝑣𝑖(𝑡

+
𝑘 ) =

𝑣𝑖(𝑡
−
𝑘 ) + 𝐼𝑖𝑘(𝑣𝑖(𝑡

−
𝑘 )) ⩽ 𝛾𝑖𝑘𝑣𝑖(𝑡

−
𝑘 ),

故存在 𝜂𝑘 ⩾ sup
𝑖
{𝛾𝑖𝑘}, 使得

𝑒̇𝑖(𝑡
+
𝑘 ) = 𝑣𝑖(𝑡

+
𝑘 )− 𝑣𝑖−1(𝑡

+
𝑘 ) =

𝐼𝑖𝑘(𝑣𝑖(𝑡
−
𝑘 )) + 𝑣𝑖(𝑡

−
𝑘 )− 𝐼(𝑖−1)𝑘(𝑣𝑖−1(𝑡

−
𝑘 ))− 𝑣𝑖−1(𝑡

−
𝑘 ) ⩽

𝛾𝑖𝑘[𝑣𝑖(𝑡
−
𝑘 )− (𝛾

(𝑖−1)𝑘
/𝛾𝑖𝑘)𝑣𝑖−1(𝑡

−
𝑘 )] ⩽

𝜂𝑘[𝑣𝑖(𝑡
−
𝑘 )− 𝑣𝑖−1(𝑡

−
𝑘 )],

即

𝑒̇𝑖(𝑡
+
𝑘 ) ⩽ 𝜂𝑘𝑒̇𝑖(𝑡

−
𝑘 )𝑣, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘 ∈ 𝑁. (20)

假设存在常数 𝜂 > 0, 使得 2 ln 𝜂𝑘/(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1) ⩽ 𝜂.

已知实数集𝑅是可测集合, 且 𝑡∈ [0,∞)⊂𝑅+. 考

虑到 𝑣𝑖(𝑡)在区间 (𝑡+𝑘−1, 𝑡
−
𝑘 )上是连续的, 而在集合

{𝑡−𝑘 , 𝑡+𝑘 }中是简单函数, 从而 𝑣𝑖(𝑡)在积分区间 (𝑡+𝑘−1,

𝑡+𝑘 ]是可测的, 其中 𝑘 ∈ 𝑁 .

令𝐸𝑘 = (𝑡+𝑘−1, 𝑡
+
𝑘 ] = 𝐸1

𝑘

∪
𝐸2

𝑘

∪
𝐸3

𝑘 , 其中

𝐸1
𝑘 = (𝑡+𝑘−1, 𝑡

−
𝑘 ), 𝐸

2
𝑘 = {𝑡−𝑘 }, 𝐸3

𝑘 = {𝑡+𝑘 }.
显然𝐸1

𝑘

∩
𝐸2

𝑘

∩
𝐸3

𝑘 = Φ.令 (𝐿)
w
𝐸𝑘

𝑣𝑖(𝑡)d𝑡为 𝑣𝑖(𝑡)在

集合𝐸𝑘 的积分, 且mes(⋅)表示测度, 则有

𝑥𝑖(𝑡
+
𝑘 ) =𝑥𝑖(𝑡

−
𝑘−1) + (𝐿)

w
𝐸𝑘

𝑣𝑖(𝑡)d𝑡 =

𝑥𝑖(𝑡
−
𝑘−1) + (𝐿)

w
𝐸1

𝑘

𝑣𝑖(𝑡)d𝑡+

(𝐿)
w
𝐸2

𝑘

𝑣𝑖(𝑡)d𝑡+ (𝐿)
w
𝐸3

𝑘

𝑣𝑖(𝑡)d𝑡,

及

𝑥𝑖(𝑡
−
𝑘 ) =

𝑥𝑖(𝑡
−
𝑘−1) + (𝐿)

w
𝐸1

𝑘

𝑣𝑖(𝑡)d𝑡+ (𝐿)
w
𝐸2

𝑘

𝑣𝑖(𝑡)d𝑡.

因为Mes(𝐸2
𝑘) = Mes(𝐸3

𝑘) = 0,Mes(⋅)表示集合

的测度, 所以𝑥𝑖(𝑡
+
𝑘 ) = 𝑥𝑖(𝑡

−
𝑘 ), 进而有

𝑒𝑖(𝑡
+
𝑘 ) =𝑥𝑖(𝑡

+
𝑘 )− 𝑥𝑖−1(𝑡

+
𝑘 ) + 𝐿𝑖 =

𝑥𝑖(𝑡
−
𝑘 )− 𝑥𝑖−1(𝑡

−
𝑘 ) + 𝐿𝑖 <

𝜂𝑘𝑒𝑖(𝑡
−
𝑘 ), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘 ∈ 𝑁. (21)

4.1 控控控制制制规规规律律律设设设计计计

对于第 𝑖辆车, 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 为使其位置跟随误差

𝑒𝑖 趋近于 0, 需根据第 𝑖 − 1辆车以及领头车辆的位

置、速度和加速度信息设计控制输入𝑢𝑖, 进而不断调

整该车辆的加速度, 最终控制该车辆的速度和位置.

采用滑模控制策略, 定义如下切换函数:

𝑆𝑖(𝑡) =

𝑞1[𝑥̇𝑖(𝑡)− 𝑥̇𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡))]+

𝑞2[𝑥𝑖(𝑡)− 𝑥𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡)) + 𝐿𝑖]+

𝑞3[𝑥̇𝑖(𝑡)− 𝑣0(𝑡− 𝜏𝑖,0(𝑡))]+

𝑞4

[
𝑥𝑖(𝑡)− 𝑥0(𝑡− 𝜏𝑖,0(𝑡)) +

𝑖∑
𝑗=1

𝐿𝑗

]
, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

(22)

其中 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡) ⩾ 0为第 𝑖− 1辆车的信息传递到第 𝑖辆

车的通信延时. 当 𝑡 ∕= 𝑡𝑘, 𝑘∈𝑁时, 计算𝑆𝑖 沿式 (16)的

导数, 有

𝑆̇𝑖(𝑡) =

𝑞1(𝑥̈𝑖(𝑡)− 𝑥̈𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡)))+

𝑞2(𝑥̇𝑖(𝑡)− 𝑥̇𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡))) + 𝑞3(𝑥̈𝑖(𝑡)−
𝑎0(𝑡− 𝜏𝑖,0(𝑡))) + 𝑞4(𝑥̇𝑖(𝑡)− 𝑣0(𝑡− 𝜏𝑖,0(𝑡))) =

(𝑞1 + 𝑞3)[(−𝑐𝑖𝑥̇2𝑖 (𝑡− 𝜏𝑖1(𝑡)) + 𝑢𝑖(𝑡− 𝜏𝑖2(𝑡))−
𝐹𝑖)/𝑀𝑖]− 𝑞1𝑥̈𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡)) + 𝑞2(𝑥̇𝑖(𝑡)−
𝑥̇𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡)))− 𝑞3𝑎0(𝑡− 𝜏𝑖,0(𝑡))+

𝑞4(𝑥̇𝑖(𝑡)− 𝑣0(𝑡− 𝜏𝑖,0(𝑡))). (23)
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令 𝑆̇𝑖(𝑡) = 0, 𝑡 ∕= 𝑡𝑘, 可得到如下等价控制规律:

𝑢𝑖 equ(𝑡) =

𝑐𝑖𝑥̇
2
𝑖 (𝑡− 𝜏𝑖1(𝑡) + 𝜏𝑖2(𝑡)) + 𝐹𝑖+

[𝑀𝑖/(𝑞1 + 𝑞3)][𝑞1𝑥̈𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡) + 𝜏𝑖2(𝑡))+

𝑞3𝑎0(𝑡− 𝜏𝑖,0(𝑡) + 𝜏𝑖2(𝑡))− 𝑞2(𝑥̇𝑖(𝑡+ 𝜏𝑖2(𝑡))−
𝑥̇𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡) + 𝜏𝑖2(𝑡)))− 𝑞4(𝑥̇𝑖(𝑡+ 𝜏𝑖2(𝑡))−
𝑣0(𝑡− 𝜏𝑖,0(𝑡) + 𝜏𝑖2(𝑡)))]. (24)

此外, 为了满足滑动模态条件, 选择非线性控制

规律

𝑢𝑖𝑁 (𝑡) = −𝑀𝑖𝜆𝑆𝑖(𝑡+ 𝜏𝑖2(𝑡))/(𝑞1 + 𝑞3), (25)

这里𝜆为选择控制参数, 令𝜆 ⩾ 𝜂 > 0.

综上, 可以得到

𝑢𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖 equ(𝑡) + 𝑢𝑖𝑁 (𝑡), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . (26)

4.2 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

4.2.1 滑滑滑动动动模模模态态态的的的可可可达达达性性性

在控制规律 (26)的作用下, 先分析滑模面𝑆𝑖(𝑡)

是渐近可达的.

取控制向量Lyapunov函数𝑉𝑖(𝑡) = 𝑆2
𝑖 (𝑡)/2. 当 𝑡

∕= 𝑡𝑘, 𝑘 ∈ 𝑁时, 计算𝑉𝑖(𝑡)沿系统 (16)的右上导数, 有

𝐷+𝑉𝑖(𝑡) = 𝑆𝑖(𝑡)𝑆̇𝑖(𝑡) =

𝑆𝑖(𝑡){(𝑞1+𝑞3)[−𝑐𝑖𝑥̇2𝑖 (𝑡−𝜏𝑖1(𝑡))+𝑢𝑖(𝑡−𝜏𝑖2(𝑡))−
𝐹𝑖]/𝑀𝑖 − 𝑞1𝑥̈𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡))+

𝑞2[𝑥̇𝑖(𝑡)− 𝑥̇𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡))]−
𝑞3𝑎0(𝑡− 𝜏𝑖,0(𝑡)) + 𝑞4[𝑥̇𝑖 − 𝑣0(𝑡− 𝜏𝑖,0(𝑡))]}.
将式 (26)代入上式, 得

𝐷+𝑉𝑖(𝑡) = −𝜆𝑆2
𝑖 (𝑡). (27)

显然, 当𝑆𝑖(𝑡) ∕=0时, 𝐷+𝑉𝑖(𝑡)<0, 因此𝑉𝑖(𝑡)(𝑡>0, 𝑡 ∕=
𝑡𝑘)是严格单调递减的.

当 𝑡 = 𝑡𝑘 时, 由式 (22)可得到

𝑆𝑖(𝑡
+
𝑘 ) = 𝑞1[𝑣𝑖(𝑡

+
𝑘 )− 𝑣𝑖−1(𝑡

+
𝑘 )] + 𝑞2[𝑥𝑖(𝑡

+
𝑘 )−

𝑥𝑖−1(𝑡
+
𝑘 ) + 𝐿𝑖] + 𝑞3[𝑣𝑖(𝑡

+
𝑘 )− 𝑣0(𝑡

+
𝑘 )]+

𝑞4

[
𝑥𝑖(𝑡

+
𝑘 )− 𝑥0(𝑡

+
𝑘 ) +

𝑖∑
𝑗=1

𝐿𝑗

]
<

𝑞1𝜂𝑘[𝑣𝑖(𝑡
−
𝑘 )− 𝑣𝑖−1(𝑡

−
𝑘 )] + 𝑞2[𝑥𝑖(𝑡

−
𝑘 )−

𝑥𝑖−1(𝑡
−
𝑘 ) + 𝐿𝑖] + 𝑞3𝜂𝑘[𝑣𝑖(𝑡

−
𝑘 )− 𝑣0(𝑡

−
𝑘 )]+

𝑞4

[
𝑥𝑖(𝑡

−
𝑘 )− 𝑥0(𝑡

−
𝑘 ) +

𝑖∑
𝑗=1

𝐿𝑗

]
<

𝜂𝑘𝑆𝑖(𝑡
−
𝑘 ), 𝑘 ∈ 𝑁, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . (28)

因为 𝑆̇𝑖 + 𝜆𝑆𝑖 = 0, 所以

𝑆𝑖(𝑡
+
𝑘+1) ⩽ 𝜂𝑘+1𝑆𝑖(𝑡

+
𝑘 ) exp[−𝜆(𝑡+𝑘+1 − 𝑡+𝑘 )].

利用条件 2 ln 𝜂𝑘/(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1) ⩽ 𝜂, 𝜆 ⩾ 𝜂 > 0, 可得到

𝜂𝑘+1 exp[−𝜆(𝑡+𝑘+1 − 𝑡+𝑘 )] ⩽

exp[−(𝜆− 0.5𝜂)(𝑡+𝑘+1 − 𝑡+𝑘 )] < 1,

故有

𝑆𝑖(𝑡
+
𝑘+1) < 𝑆𝑖(𝑡

+
𝑘 ). (29)

由式 (29)可知, 脉冲序列 {𝑆𝑖(𝑡
+
𝑘 )} (𝑘∈𝑁, 𝑖=1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ )是严格递减的数列. 此外, 𝑆𝑖(𝑡)在 𝑡 ∕= 𝑡𝑘 时也是

严格递减的, 故有 𝑡→∞时, 𝑆𝑖(𝑡)→0, 即𝑆𝑖(𝑡) (𝑖=1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ )是渐近可达的.

4.2.2 滑滑滑模模模运运运动动动的的的稳稳稳定定定性性性

将式 (26)代入 (16), 可得到如下滑模运动方程:⎧⎨⎩

𝑥̈𝑖(𝑡) =

(𝑞1 + 𝑞3)
−1[𝑞1𝑥̈𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡))+

𝑞3𝑎0(𝑡− 𝜏𝑖,0(𝑡))− 𝑞2(𝑥̇𝑖(𝑡)−
𝑥̇𝑖−1(𝑡− 𝜏𝑖,𝑖−1(𝑡)))− 𝑞4(𝑥̇𝑖(𝑡)−
𝑣0(𝑡− 𝜏𝑖,0(𝑡)))− 𝜆𝑆𝑖(𝑡)], 𝑡 ∕= 𝑡𝑘;

Δ𝑣𝑖(𝑡𝑘) = 𝑣𝑖(𝑡
+
𝑘 )− 𝑣𝑖(𝑡

−
𝑘 ) = 𝐼𝑖𝑘(𝑣𝑖(𝑡

−
𝑘 )),

𝑡 = 𝑡𝑘, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ .

(30)

同理, 有⎧⎨⎩

𝑥̈𝑖−1(𝑡) =

(𝑞1 + 𝑞3)
−1[𝑞1𝑥̈𝑖−2(𝑡− 𝜏𝑖−1,𝑖−2(𝑡))+

𝑞3𝑎0(𝑡− 𝜏𝑖−1,0(𝑡))− 𝑞2(𝑥̇𝑖−1(𝑡)−
𝑥̇𝑖−2(𝑡− 𝜏𝑖−1,𝑖−2(𝑡)))− 𝑞4(𝑥̇𝑖−1(𝑡)−
𝑣0(𝑡− 𝜏𝑖−1,0(𝑡)))− 𝜆𝑆𝑖−1(𝑡)], 𝑡 ∕= 𝑡𝑘;

Δ𝑣𝑖−1(𝑡𝑘) = 𝑣𝑖−1(𝑡
+
𝑘 )− 𝑣𝑖−1(𝑡

−
𝑘 ) =

𝐼(𝑖−1)𝑘(𝑣𝑖−1(𝑡
−
𝑘 )), 𝑡 = 𝑡𝑘, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ .

(31)

令所有车辆的通信时滞 𝜏𝑖,𝑗(𝑡)(0 ⩽ 𝑗 < 𝑖, 𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ )都是相同的, 记作 𝜏 , 则由式 (18)可得

𝑒𝑖(𝑡)+𝜆𝑒̇𝑖(𝑡)+(𝑞1 + 𝑞3)
−1(𝑞2+𝑞4)(𝑒̇𝑖(𝑡)+𝜆𝑒𝑖(𝑡))=

(𝑞1 + 𝑞3)
−1[𝑞1(𝑒𝑖−1(𝑡− 𝜏) + 𝜆𝑒̇𝑖−1(𝑡− 𝜏))+

𝑞2(𝑒̇𝑖−1(𝑡− 𝜏) + 𝜆𝑒𝑖−1(𝑡− 𝜏))], 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . (32)

令 𝑧𝑖(𝑡) = 𝑒̇𝑖(𝑡)+𝜆𝑒𝑖(𝑡), 定义 𝑒0(𝑡) = 0, 𝑒̇0(𝑡) = 0, 𝑒0(𝑡)

= 0, 取 𝑙1 = 𝑞2 + 𝑞4/(𝑞1 + 𝑞3), 𝑙2 = 𝑞2/(𝑞1 + 𝑞3), 𝑑 =

𝑞1/(𝑞1 + 𝑞3).

根据式 (31), 有⎧⎨⎩
𝑧̇1(𝑡) = −𝑙1𝑧1(𝑡), 𝑡 ∕= 𝑡𝑘;

𝑧̇𝑖(𝑡) = −𝑙1𝑧𝑖(𝑡) + 𝑙2𝑧𝑖−1(𝑡− 𝜏) + 𝑑𝑧̇𝑖−1(𝑡− 𝜏),

𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡 ∕= 𝑡𝑘;

𝑧𝑖(𝑡
+
𝑘 ) = 𝑒̇𝑖(𝑡

+
𝑘 ) + 𝜆𝑒𝑖(𝑡

+
𝑘 ) < 𝜂𝑘𝑧𝑖(𝑡

−
𝑘 ), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ .

(33)

其中 𝑘 ∈ 𝑁 . 容易看出, 系统 (33)是系统 (2)的一种特

殊情形.

下面利用系统 (2)的群指数稳定性条件推导出系

统 (33)的群指数稳定性条件.
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如果 𝑞1𝑞3 > 0, 𝑞2𝑞3 > 0, 𝑞1(𝑞2 + 𝑞4) > 0, 则

𝑙1 = (𝑞2 + 𝑞4)/(𝑞1 + 𝑞3) > 0,

𝑙2 = 𝑞2/(𝑞1 + 𝑞3) > 0,

0 < 𝑑 = 𝑞1/(𝑞1 + 𝑞3) < 1.

故对于 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 有

∣∣𝑓𝑖(𝑧𝑖(𝑡), 𝑧𝑖−1(𝑡), 𝑧̇𝑖−1(𝑡))∣∣ =
∣∣ − 𝑙1𝑧𝑖(𝑡) + 𝑙2𝑧𝑖−1(𝑡− 𝜏) + 𝑑𝑧̇𝑖−1(𝑡− 𝜏)∣∣ ⩽
𝑙1∣∣𝑧𝑖(𝑡)∣∣+ 𝑙2∣∣𝑧𝑖−1(𝑡− 𝜏)∣∣+ 𝑑∣∣𝑧̇𝑖−1(𝑡− 𝜏)∣∣.
取𝑉𝑖(𝑡) = 𝑒2𝑖 (𝑡), 𝑖= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 则𝛼𝑙 = 𝛼ℎ = 1, 𝛼1 =

2𝑙1, 𝛼2 = 2. 令 𝑞3𝑞4 > 2𝑞1 + 𝑞4, 取 𝜉 = (𝑞3𝑞4 − 2𝑞1 −
𝑞4)/[𝑞3(𝑞1 + 𝑞3)], 则有

(−𝛼1 + 𝜉𝛼ℎ)(1/𝛼ℎ)
1/2+

𝛼2(𝑙2 + 𝑑𝑙1)(1/𝛼𝑙)
1/2(1− 𝑑)−1 =

(2𝑞1 + 𝑞4 − 𝑞3𝑞4)/[𝑞3(1 + 𝑞3)] < 0.

综上, 由定理 1可知, 如果参数 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 和 𝑞4 满

足如下条件, 则系统 (33)的零解是群指数稳定的:{
𝑞1𝑞3 > 0, 𝑞2𝑞3 > 0,

𝑞1(𝑞2 + 𝑞4) > 0, 𝑞3𝑞4 > 2𝑞1 + 𝑞4.
(34)

进而, 令𝑀 = sup
𝑖

∣∣𝑧𝑖(𝑠)∣∣∞,−𝜏 ⩽ 𝑠 ⩽ 0, 则由定理 1

可得 𝑧𝑖(𝑡) < 𝑀 exp[−(𝜉 − 𝜂)𝑡/2]. 由式 𝑧𝑖(𝑡) = 𝑒̇𝑖(𝑡) +

𝜆𝑒𝑖(𝑡)可知, 对于 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 有

𝑒𝑖(𝑡) = 𝑒𝑖(0) exp(−𝜆𝑡) +
w 𝑡

0
𝑧𝑖(𝜇) exp[−𝜆(𝑡− 𝜇)]d𝜇.

通过计算, 如果𝜆 = 0.5𝜉 − 𝜂, 则

∣𝑒𝑖(𝑡)∣ ⩾ ∣𝑒𝑖(0)∣ exp(−𝜆𝑡) +𝑀𝑡 exp(−𝜆𝑡); (35)

如果𝜆 ∕= 0.5𝜉 − 𝜂, 则

∣𝑒𝑖(𝑡)∣ ⩽ ∣𝑒𝑖(0)∣ exp(−𝜆𝑡) + [𝑀/∣0.5𝜉 − 𝜆− 𝜂∣]×
∣ exp(−𝜆𝑡)− exp[(𝜂 − 0.5𝜉)𝑡]∣. (36)

由式 (35)和 (36)可知, 当 𝑡→∞时, 𝑒𝑖(𝑡)→ 0. 由

𝑧𝑖(𝑡) = 𝑒̇𝑖(𝑡) + 𝜆𝑒𝑖(𝑡)可知, 𝑡→∞时, 𝑒̇𝑖(𝑡)→0.

5 数数数值值值仿仿仿真真真算算算例例例

下面对一个由 4辆车组成的车队进行编队控制,

其中 1辆作为领头车辆, 其余 3辆为跟随车辆, 编队示

意见图 1. 假设每个跟随车辆所采用的控制规律均为

式 (26), 为了使控制参数满足滑模运动条件 (34), 控制

参数分别取 𝑞1 = 1, 𝑞2 = 2, 𝑞3 = 3, 𝑞4 = 4, 𝜆= 0.8. 设期

望的车间距离为𝐿𝑖=8m, 𝑖=1, 2, 3; 车辆的初始位置

为𝑥0(0)=50m, 𝑥1(0)=42.5m, 𝑥2(0)=34.9m, 𝑥3(0)=

27.2m; 车辆的初始速度为 𝑣0(0) = 25m/s, 𝑣1(0) =

25.5m/s, 𝑣2(0) = 26m/s, 𝑣3(0) = 26.5m/s; 车辆的初始

加速度为 𝑎1(0) = 𝑎2(0) = 𝑎3(0) = 0m/s2. 根据误差定

义 (18), 可得到各个车辆初始跟随误差分别为 𝑒1(0) =

0.5m, 𝑒2(0) = 0.4m, 𝑒3(0) = 0.3m.

假设领头车辆的加速度历时如下: 当 0 s⩽ 𝑡< 4 s

时, 𝑎0=0m/s
2;当 4 s⩽ 𝑡<7 s时, 𝑎0=−0.25(𝑡−2)m/s2;

当 7 s⩽ 𝑡 < 10 s时, 𝑎0 =−0.75m/s
2; 当 10 s⩽ 𝑡 < 16 s

时, 𝑎0=0.25(𝑡−10)−0.75m/s
2; 当 16 s⩽ 𝑡<19 s时, 𝑎0

= 0.75m/s
2; 当 19 s ⩽ 𝑡 < 22 s时, 𝑎0 = 0.25(19− 𝑡) +

0.75m/s
2; 当 22 s ⩽ 𝑡 ⩽ 30 s时, 𝑎0 = 0m/s

2.

令车辆间通信为可变时滞

𝜏𝑖𝑗(𝑡) = 0.08 + 0.02 sin 𝑡.

其中: 0 ⩽ 𝑗 < 𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑡 ⩾ 0. 假设 𝑡𝑘 = 7 s时,

领头车辆的速度受到瞬时干扰, 扰动为 𝑣0(𝑡
+
𝑘 ) =

1.15𝑣0(𝑡
−
𝑘 ); 当 𝑡𝑘 = 13 s时, 第 2个跟随车辆的速度受

到瞬时干扰, 扰动为 𝑣2(𝑡
+
𝑘 ) = 0.7𝑣2(𝑡

−
𝑘 ).

此车辆编队的数值仿真结果如图 2∼图 5所示.

图 2显示了 3个跟随车辆的位移跟随误差曲线; 图 3

和图 4分别显示了车队中 4辆车的速度和加速度曲

线. 为便于观察, 将图 3中的领头车辆受到脉冲干扰

时的速度曲线放大, 如图 5所示.

由图 2和图 3可以看出, 当车辆跟随系统中存在

脉冲扰动时, 跟随车辆的速度仍然可以较快地收敛到

领头车辆的速度, 而且所有跟随车辆的位置误差仍可
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图 2 脉冲变时滞车辆跟随系统的位置误差曲线
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图 4 脉冲变时滞车辆跟随系统的加速度曲线
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图 5 领头车辆速度瞬间突变时各跟随车辆速度曲线

以收敛到 0. 由图 5可以看出, 当领头车辆的速度发生

脉冲扰动时, 后面所有跟随车辆的状态都会随之变化.

显然, 上述仿真结果验证了本文所得结论的正确性.

6 结结结 论论论

本文利用向量Lyapunov函数法和数学归纳法,

得到了确保具有脉冲扰动和可变时滞的顾前车辆纵

向跟随系统的群指数稳定的充分条件. 该条件为显示

的, 便于检验. 基于所得到的稳定性条件, 采用滑模变

结构控制策略给出了具有脉冲扰动和可变时滞的顾

前车辆跟随系统的控制器设计, 并给出了各个控制参

数之间的关系式, 便于实际设计. 最后给出了数值仿

真, 仿真结果验证了本文结论的正确性.
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