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摘 要: 针对离散随机Markov跳跃系统,基于ℋ表示方法研究了其对应的广义Lyapunov方程解的性质. 首先,证明

了广义Lyapunov方程存在唯一实对称矩阵序列解的充分必要条件是系统的谱不包含零特征值;然后,在系统的谱包

含零特征值的情况下,分析了广义Lyapunov方程解的结构;最后,通过数值仿真表明了所得结论的正确性.

关键词: 离散随机Markov跳跃系统；广义Lyapunov方程；ℋ表示；谱技术
中图分类号: TP273 文献标志码: A

Properties of solutions to generalized Lyapunov equations for discrete
stochastic Markov jump systems

GAO Ming1, SHENG Li2, ZHANG Wei-hai1

(1. College of Electrical Engineering and Automation，Shandong University of Science and Technology，Qingdao

266590，China；2. College of Information and Control Engineering，China University of Petroleum (East China),

Qingdao 266580，China. Correspondent：GAO Ming，E-mail：yuming gao@163.com)

Abstract: For discrete stochastic Markov jump systems, the properties of solutions to generalized Lyapunov

equations(GLEs) are investigated based on the ℋ-representation method. Firstly, it is proved that the GLE has a unique

solution in the form of a sequence of real symmetric matrices, if and only if the spectrum of the system does not contain zero

eigenvalue. Moreover, the structure of solutions to GLEs is also discussed when there exist zero eigenvalue in the spectrum

of the system. Finally, a numerical example is given to show the validity of the obtained results.
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0 引引引 言言言

随机Markov跳跃系统 (SMJSs)是按照一定的切

换规则在若干个随机子系统之间进行切换的混杂系

统.此类系统已用于表示工业与经济领域中大量的动

态系统,如制造业中的随机故障过程、金融领域的证

券投资模型及网络控制系统等[1-2]. 稳定性是系统能

够正常工作的必要前提, SMJSs的稳定性分析与镇定

控制一直受到人们的广泛关注[3-4].

Lyapunov方程𝑃𝐴+𝐴T𝑃 = −𝑄,其中𝑃,𝑄为实

对称矩阵,与连续线性定常系统 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡), 𝑥(0) =

𝑥0 ∈ 𝑹𝑛的渐近稳定性密切相关.当𝑄为正定矩阵时,

系统的渐近稳定等价于Lyapunov方程有正定解𝑃 .此

外, Zhou等[5]指出,上述Lyapunov方程的解𝑃 存在且

唯一的充要条件是𝐴的特征值满足𝜆𝑖(𝐴) + 𝜆̄𝑗(𝐴) ∕=
0,∀𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 针对线性随机系统, Zhang等[6]

将一个广义Lyapunov算子特征值的集合定义为随机

系统的谱,提出了 Itô随机系统的谱分析技术,深入讨

论了随机系统对应的广义Lyapunov方程与系统均方

稳定性、精确能检性之间的关系. 文献 [7]基于谱技

术研究了线性随机系统的区间稳定性与镇定控制问

题.最近,文献 [8]结合随机系统的谱分析技术提出了

ℋ表示方法, 解决了随机系统谱难以求解的问题,并

讨论了随机系统对应的广义Lyapunov方程解的若干

性质.
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虽然人们针对离散SMJSs相关的控制问题开展

了深入的研究[9-10],但此类系统对应的广义Lyapuonv

方程 (GLEs)的相关研究却鲜有报道. 这是因为长期

以来缺乏研究GLEs的有效手段. 另一方面,虽然最近

提出的ℋ表示方法[8]可以用来分析随机系统对应的

广义Lyapunov方程,但由于随机切换信号的存在,该

方法不宜直接应用于SMJSs中,必须进行适当的调整

和改进. 基于上述讨论,本文提出一种离散SMJSs的

ℋ表示方法, 并基于此方法研究离散 SMJSs对应的

GLEs解的性质.

本文采用下列记号: 𝑹(𝑪)表示实数 (复数)集合;

𝑹𝑛表示𝑛维欧氏空间; 𝑹𝑚×𝑛表示𝑚 × 𝑛维实矩阵

集合; 𝑺𝑛×𝑛表示𝑛 × 𝑛维实对称矩阵集合; 𝜎(ℳ)代

表算子ℳ或矩阵ℳ的谱; rank(𝑋)和𝑋T分别表示

矩阵𝑋的秩与转置; 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 表示实对称矩阵序列𝐴 =

(𝐴1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑁 )集合, 其中𝐴𝑖 ∈ 𝑺𝑛×𝑛, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ;

𝐼𝑛表示𝑛×𝑛维单位矩阵; diag{⋅}表示分块对角矩阵.

1 系系系统统统描描描述述述与与与准准准备备备工工工作作作

考虑如下离散随机Markov跳跃系统:

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑟𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐶(𝑟𝑘)𝑥(𝑘)𝑤(𝑘),

𝑥(0) = 𝑥0 ∈ 𝑹𝑛, 𝑘 ∈ 𝒁. (1)

其中: 𝑥(𝑘) ∈ 𝑹𝑛表示系统的状态, 𝑥0是初始状态;

𝒁 = {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ }; 𝑟𝑘表示取值于有限状态空间𝑻 = {1,
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}的离散Markov过程,其模态间变化概率为

Pr(𝑟𝑘+1 = 𝑗∣𝑟𝑘 = 𝑖) = 𝜋𝑖𝑗 ,

这里𝜋𝑖𝑗 ⩾ 0,∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑻 , 且
𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗 = 1; 𝑤(𝑘)是满足

𝐸(𝑤(𝑘) = 0)和𝐸(𝑤(𝑘)𝑤(𝑠)) = 𝛿𝑘𝑠的实随机变量. 假

设随机变量 {𝑤(𝑘), 𝑘 ∈ 𝒁}与Markov链 {𝑟𝑘, 𝑘 ∈ 𝒁}
相互独立. 对于 {𝑟𝑘 = 𝑖 ∈ 𝑻 }, 𝐴(𝑟𝑘), 𝐶(𝑟𝑘)为已知合

适维常矩阵. 为方便表示, 当 𝑟𝑘 = 𝑖 ∈ 𝑻 时, 𝐴(𝑖) :=

𝐴𝑖, 𝐶(𝑖) := 𝐶𝑖. 引入广义Lyapunov算子

ℳ : 𝑋 ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 → (ℳ̄(𝑋1), ⋅ ⋅ ⋅ ,ℳ̄(𝑋𝑁 )) ∈ 𝑺𝑛×𝑛

𝑁 ,

其中 ∀𝑖 ∈ 𝑻 ,有

ℳ̄(𝑋𝑖) =

𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝑗𝑖𝐴𝑗𝑋𝑗𝐴
T
𝑗 +

𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝑗𝑖𝐶𝑗𝑋𝑗𝐶
T
𝑗 −𝑋𝑖.

(2)

类似于文献 [6], 定义如下算子ℳ的谱为系统
(1)的谱.

定定定义义义 1 若存在复数𝜆 ∈ 𝑪和非零矩阵𝑋 ∈
𝑺𝑛×𝑛
𝑁 满足ℳ(𝑋) = 𝜆𝑋 ,则𝜆和𝑋分别称为ℳ的特
征值和特征向量. 定义ℳ的谱为如下集合:

𝜎(ℳ) = {𝜆 ∈ 𝑪 : ℳ(𝑋) = 𝜆𝑋, 𝑋 ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 , 𝑋 ∕= 0}.

注注注 1 一个𝑛×𝑛维实对称矩阵由𝑛(𝑛+ 1)/2个

元素确定,不难看出,在重根按重数计算的情况下,算

子ℳ特征值的个数为 𝑛(𝑛+ 1)

2
𝑁 .

对于任意对称矩阵𝑋 ∈ 𝑺𝑛×𝑛,定义其拉直函数

vec(⋅)和对称拉直函数 svec(⋅)如下:

vec(𝑋) = (𝑥11, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥1𝑛, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛𝑛)
T ∈ 𝑹𝑛2

,

svec(𝑋) = (𝑥11, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥1𝑛, 𝑥22, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥2𝑛, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥𝑛−1,𝑛−1, 𝑥𝑛−1,𝑛, 𝑥𝑛𝑛)

T ∈ 𝑹
𝑛(𝑛+1)

2 ,

其中𝑥𝑖𝑗(𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)表示对称矩阵𝑋第 𝑖行,第

𝑗列的元素.对𝐴 ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 定义如下两个映射:

𝜙 : 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 → 𝑹𝑛2𝑁 ,

𝜙(𝐴) = ((vec(𝐴1))
T, ⋅ ⋅ ⋅ , (vec(𝐴𝑁 ))T)T;

𝜑 : 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 → 𝑹

𝑛×(𝑛+1)
2 𝑁 ,

𝜑(𝐴) = ((svec(𝐴1))
T, ⋅ ⋅ ⋅ , (svec(𝐴𝑁 ))T)T.

显然, vec、svec、𝜙、𝜑均是可逆的.

根据上述定义, 对于𝐴 ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 , 𝜙(𝐴)是由𝐴中

所有元素构成的列向量, 而𝜑(𝐴)是由𝐴中所有不同

元素构成的列向量,并且𝜙(𝐴)与𝜑(𝐴)之间存在如下

关系:

𝜙(𝐴) = 𝐻𝑛
𝑁𝜑(𝐴), 𝐻𝑛

𝑁 ∈ 𝑹𝑛2𝑁×𝑛(𝑛+1)
2 𝑁 . (3)

其中: 𝐻𝑛
𝑁𝜑(𝐴)为𝜙(𝐴)的ℋ表示, 𝐻𝑛

𝑁为𝜙(𝐴)的ℋ表
示矩阵. 为了保证其唯一性, 限定𝐻𝑛

𝑁的每一行只有

一个元素为 1,其他元素均为 0.

由上述分析易知𝐻𝑛
𝑁是列线性无关的,即

rank(𝐻𝑛
𝑁 ) =

𝑛(𝑛+ 1)

2
𝑁.

由矩阵理论知如下结论成立:

rank(
(
𝐻𝑛

𝑁

)T
𝐻𝑛

𝑁 ) = rank(𝐻𝑛
𝑁 ) =

𝑛(𝑛+ 1)

2
𝑁.

因此
(
𝐻𝑛

𝑁

)T
𝐻𝑛

𝑁是可逆矩阵.进而定义矩阵

Γ (𝐻𝑛
𝑁 ) := ((𝐻𝑛

𝑁 )T𝐻𝑛
𝑁 )−1(𝐻𝑛

𝑁 )T(ΠT ⊗ 𝐼𝑛2)×
diag{𝐴1 ⊗𝐴1 + 𝐶1 ⊗ 𝐶1 − 𝐼𝑛2 , ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝐴𝑁 ⊗𝐴𝑁 + 𝐶𝑁 ⊗ 𝐶𝑁 − 𝐼𝑛2}𝐻𝑛

𝑁 . (4)

其中: Π = {𝜋𝑖𝑗}𝑁×𝑁 , ⊗表示Kronecker积.

引引引理理理 1 [11] 对于合适维的矩阵𝐴、𝑃、𝐵,有

vec(𝐴𝑃𝐵) = (𝐴⊗𝐵T)vec(𝑃 ).

引引引理理理 2 对于某个向量 𝜉 ∈ 𝑹𝑛2𝑁 , 若𝜙−1(𝜉) ∈
𝑺𝑛×𝑛
𝑁 ,则存在向量 𝜁 ∈ 𝑹

𝑛(𝑛+1)
2 𝑁 ,使 𝜉 = 𝐻𝑛

𝑁𝜁.

证证证明明明 令𝑋 = 𝜙−1(𝜉) ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 , 则 𝜉 = 𝜙(𝑋) =

𝐻𝑛
𝑁𝜑(𝑋). 再令 𝜁 = 𝜑(𝑋)即可得证. □

根据映射𝜙和𝜑的定义,以下引理显然成立.

引引引理理理 3 对于某个向量 𝜁 ∈ 𝑹
𝑛(𝑛+1)

2 𝑁 ,有

𝜙−1(𝐻𝑛
𝑁𝜁) = 𝜑−1(𝜁).

算子ℳ的谱与矩阵Γ (𝐻𝑛
𝑁 )的特征值集合密切
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相关,有如下引理成立.

引引引理理理 4 𝜎(ℳ) = 𝜎(Γ (𝐻𝑛
𝑁 )).

证证证明明明 首先证明𝜎(ℳ) ⊆ 𝜎(Γ (𝐻𝑛
𝑁 )). 假设𝜆是

算子ℳ的任一给定特征值, 非零矩阵𝑋 ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 是

其对应的特征向量,则有

ℳ(𝑋) = 𝜆𝑋. (5)

由式 (2)及引理 1知, ∀𝑖 ∈ 𝑻 ,有

vec(ℳ̄(𝑋𝑖)) =

𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝑗𝑖[(𝐴𝑗 ⊗𝐴𝑗 + 𝐶𝑗 ⊗ 𝐶𝑗)×

vec(𝑋𝑗)]− (𝐼𝑛 ⊗ 𝐼𝑛)vec(𝑋𝑖). (6)

根据式 (6),并在式 (5)两边取映射𝜙,可得

(ΠT ⊗ 𝐼𝑛2)𝑀𝜙(𝑋) = 𝜆𝜙(𝑋), (7)

其中𝑀 = diag
{
𝐴1 ⊗ 𝐴1 + 𝐶1 ⊗ 𝐶1 − 𝐼𝑛2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑁 ⊗

𝐴𝑁 + 𝐶𝑁 ⊗ 𝐶𝑁 − 𝐼𝑛2

}
. 由式 (3)知, (7)可转化为

(ΠT ⊗ 𝐼𝑛2)𝑀𝐻𝑛
𝑁𝜑(𝑋) = 𝜆𝐻𝑛

𝑁𝜑(𝑋). (8)

式 (8)两边同时左乘 (𝐻𝑛
𝑁 )T,可得

(𝐻𝑛
𝑁 )T(ΠT ⊗ 𝐼𝑛2)𝑀𝐻𝑛

𝑁𝜑(𝑋) = 𝜆(𝐻𝑛
𝑁 )T𝐻𝑛

𝑁𝜑(𝑋).

(9)

由于矩阵 (𝐻𝑛
𝑁 )T𝐻𝑛

𝑁可逆, 式 (9)左右两边同时左乘

((𝐻𝑛
𝑁 )T𝐻𝑛

𝑁 )−1, 可得Γ (𝐻𝑛
𝑁 )𝜑(𝑋) = 𝜆𝜑(𝑋), 其中

Γ (𝐻𝑛
𝑁 )如式 (4)中定义. 因此𝜆为Γ (𝐻𝑛

𝑁 )的特征值,

𝜑(𝑋)为其对应的特征向量, 𝜎(ℳ) ⊆ 𝜎(Γ (𝐻𝑛
𝑁 )). 又

因为矩阵Γ (𝐻𝑛
𝑁 )和算子ℳ都有且仅有 𝑛(𝑛+ 1)

2
𝑁

个特征值,所以𝜎(ℳ) = 𝜎(Γ (𝐻𝑛
𝑁 )). □

注注注 2 直接根据定义 1, 系统 (1)的谱很难求取,

引理 4将此问题转换为矩阵Γ (𝐻𝑛
𝑁 )的特征值求解问

题,易于利用已有的仿真软件计算.此外,矩阵Γ (𝐻𝑛
𝑁 )

实际上就是文献 [4]提出的 “诱导矩阵”.

2 广广广义义义Lyapunov方方方程程程解解解的的的性性性质质质
给定𝑃 ∈ 𝑺𝑛×𝑛

𝑁 , 𝑄 ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 ,离散随机Markov跳

跃系统 (1)对应的广义Lyapunov方程为

ℳ(𝑃 ) = −𝑄. (10)

其中

ℳ(𝑃 ) = (ℳ̄(𝑃1), ⋅ ⋅ ⋅ ,ℳ̄(𝑃𝑁 )) ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 ,

ℳ̄(𝑃𝑖) =

𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝑗𝑖𝐴𝑗𝑃𝑗𝐴
T
𝑗 +

𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝑗𝑖𝐶𝑗𝑃𝑗𝐶
T
𝑗 − 𝑃𝑖,

𝑖 ∈ 𝑻 .

定定定理理理 1 给定𝑄 ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 , 广义Lyapunov方程

(10)存在唯一对称矩阵序列解𝑃 ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 , 当且仅当

𝜎(ℳ)不包含 0特征值.

证证证明明明 首先证明定理 1的充分性. 若𝜎(ℳ)不包

含 0特征值,则由引理 4知,矩阵Γ (𝐻𝑛
𝑁 )与算子ℳ的

特征值相同,也不包含 0特征值,因此Γ (𝐻𝑛
𝑁 )可逆. 令

𝜉 = −Γ−1(𝐻𝑛
𝑁 )𝜑(𝑄), (11)

由于𝜑是可逆映射, 下面证明𝑃 := 𝜑−1(𝜉)是式 (10)

的一个对称矩阵序列解. 令−𝑊 = ℳ(𝑃 ) + 𝑄, 其中

𝑊 ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 ,可得

ℳ(𝑃 ) = −𝑄−𝑊. (12)

考虑到引理 1,式 (12)可转换为

(ΠT ⊗ 𝐼𝑛2)𝑀𝜙(𝑃 ) = −𝜙(𝑄+𝑊 ), (13)

其中矩阵𝑀的定义与式 (7)中相同.由式 (3)知

(ΠT ⊗ 𝐼𝑛2)𝑀𝐻𝑛
𝑁𝜑(𝑃 ) = −𝐻𝑛

𝑁 (𝜑(𝑄) + 𝜑(𝑊 )).

(14)

类似于引理 4中的证明,式 (14)两边同时左乘 (𝐻𝑛
𝑁 )T,

然后两边再同时左乘 ((𝐻𝑛
𝑁 )T𝐻𝑛

𝑁 )−1,并考虑式 (4),得

Γ (𝐻𝑛
𝑁 )𝜑(𝑃 ) = −(𝜑(𝑄) + 𝜑(𝑊 )). (15)

由于矩阵Γ (𝐻𝑛
𝑁 )可逆,有

𝜑(𝑃 ) = −Γ−1(𝐻𝑛
𝑁 )(𝜑(𝑄) + 𝜑(𝑊 )). (16)

又因为上面定义了𝑃 = 𝜑−1(𝜉),所以 𝜉 = 𝜑(𝑃 ). 由式

(11)和 (16)可知−Γ−1(𝐻𝑛
𝑁 )𝜑(𝑊 ) = 0, 于是有𝜑(𝑊 )

= 0. 根据映射𝜑的定义易知𝑊 = 0. 考虑到式 (12),

可知𝑃 = 𝜑−1(𝜉)是GLE(10)的一个解. 解的存在性

得证.

再证解的唯一性. 若𝑃 (1), 𝑃 (2)都是式 (10)的解,

则有

ℳ(𝑃 (1)) = −𝑄, (17)

ℳ(𝑃 (2)) = −𝑄. (18)

式 (17)与 (18)相减可得ℳ(𝑃 (1) − 𝑃 (2)) = 0. 重复式

(15)的推导过程,可知下式成立:

Γ (𝐻𝑛
𝑁 )(𝜑(𝑃 (1))− 𝜑(𝑃 (2))) = 0.

由于Γ (𝐻𝑛
𝑁 )是可逆的,于是有

𝜑(𝑃 (1)) = 𝜑(𝑃 (2)) ⇒ 𝑃 (1) = 𝑃 (2).

解的唯一性得证. 充分性证毕.

下面利用反证法证明必要性. 假设GLE(11)存在

唯一对称矩阵序列解,可推导出𝜎(ℳ)包含 0特征值.

由引理 4可知, Γ (𝐻𝑛
𝑁 )是奇异矩阵,则方程

Γ (𝐻𝑛
𝑁 )𝑥 = −𝜑(𝑄) (19)

可能无解, 也可能有多个解. 由于𝑃 是式 (11)的唯

一解, 𝜑(𝑃 )满足式 (19), 则 (19)一定含有多个解. 由

Γ (𝐻𝑛
𝑁 )的定义知,式 (19)等价于

(𝐻𝑛
𝑁 )T(ΠT ⊗ 𝐼𝑛2)𝑀𝐻𝑛

𝑁𝑥 = −(𝐻𝑛
𝑁 )T(𝐻𝑛

𝑁 )𝜑(𝑄).

(20)

设 𝜂 ∈ 𝑹
𝑛(𝑛+1)

2 𝑁是式 (19)不同于𝜑(𝑃 )的另一个解,

将 𝜂代入式 (20)可得
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(𝐻𝑛
𝑁 )T(ΠT ⊗ 𝐼𝑛2)𝑀𝐻𝑛

𝑁𝜂 = −(𝐻𝑛
𝑁 )T(𝐻𝑛

𝑁 )𝜑(𝑄).

(21)

令−Σ = ℳ(𝜑−1(𝜂)) + 𝑄, 则𝜑−1(𝜂)是下列GLE的

解:

ℳ(𝜑−1(𝜂)) = −𝑄− Σ . (22)

由引理 1,式 (22)可写为

(ΠT ⊗ 𝐼𝑛2)𝑀𝐻𝑛
𝑁𝜂 = −𝐻𝑛

𝑁 (𝜑(𝑄) + 𝜑(Σ )). (23)

比较式 (20)与 (23),可知

−(𝐻𝑛
𝑁 )T𝐻𝑛

𝑁 (𝜑(𝑄) + 𝜑(Σ )) = −(𝐻𝑛
𝑁 )T𝐻𝑛

𝑁𝜑(𝑄).

由于 (𝐻𝑛
𝑁 )T𝐻𝑛

𝑁可逆,可得

𝜑(Σ ) = 0, Σ = 0.

则𝜑−1(𝜂)和𝑃 分别为GLE(10)的两个不同解, 与解

的唯一性相矛盾,因此假设不成立. 必要性证毕. □

注注注 3 文献 [12]中的引理 2讨论了连续随机系

统对应的广义Lyapunov方程解的存在唯一性, 但只

给出了充分性条件,而且证明过程非常繁琐.本文的

定理 1给出了离散 SMJSs对应的GLE解存在且唯一

的充分必要判据, 基于ℋ表示的证明方法也比文献
[12]简洁高效.

下面考虑𝜎(ℳ)包含 0特征值的情形. 首先考虑

如下齐次GLE:

ℳ(𝑃 ) = 0, (24)

其中ℳ(𝑃 )的定义如式 (10)所示.

定定定理理理 2 1) 齐次GLE(24)的所有解𝑃 ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁

构成了一个线性空间Λ𝑛
𝑁 ; 2) 如果 rank(Γ (𝐻𝑛

𝑁 )) = 𝑝,

其中 0 ⩽ 𝑝 < (𝑛(𝑛+ 1)/2)𝑁 ,则

dim(Λ𝑛
𝑁 ) =

𝑛(𝑛+ 1)

2
𝑁 − 𝑝.

证证证明明明 由线性空间的定义知 1)是显然成立的.

下面证明 2). 注意到𝑃 ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 是齐次GLE (24)的解,

则由定理 1的证明可知𝜑(𝑃 )是下式的解:

Γ (𝐻𝑛
𝑁 )𝜑(𝑃 ) = 0. (25)

假设 𝜉 ∈ 𝑹
𝑛(𝑛+1)

2 𝑁是式 (25)的解,则有

(𝐻𝑛
𝑁 )T(ΠT ⊗ 𝐼𝑛2)𝑀𝐻𝑛

𝑁𝜉 = 0. (26)

下面证明 𝜉也是

(ΠT ⊗ 𝐼𝑛2)𝑀𝐻𝑛
𝑁𝜉 = 0 (27)

的解. 令

(ΠT ⊗ 𝐼𝑛2)𝑀𝐻𝑛
𝑁𝜉 = 𝜌1, (28)

其中 𝜌1 ∈ 𝑹𝑛2𝑁 . 由引理 3,式 (28)等价于

ℳ(𝜑−1(𝜉)) = 𝜙−1(𝜌1). (29)

因为式 (29)左边是对称的, 所以𝜙−1(𝜌1) ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 . 由

引理 2知,存在 𝜌2 ∈ 𝑹
𝑛(𝑛+1)

2 𝑁 ,使

𝜌1 = 𝐻𝑛
𝑁𝜌2. (30)

将式 (28)和 (30)代入 (26),可得

(𝐻𝑛
𝑁 )T(𝐻𝑛

𝑁 )𝜌2 = 0.

于是有 𝜌2 = 0,进而 𝜌1 = 0. 因此 𝜉亦是式 (27)的解向

量,即𝜑−1(𝜉)是 (25)的解.

上述分析已证明: 如果𝑃 是式 (24)的解,则𝜑(𝑃 )

是 (25)的解; 反之, 如果𝜑(𝑃 )是式 (25)的解, 则𝑃 是

(24)的解. 由齐次线性方程组的求解理论知, 如果

rank(Γ (𝐻𝑛
𝑁 )) = 𝑝, 则式 (25)有

𝑛(𝑛+ 1)

2
𝑁 − 𝑝个

线性无关解 𝜂1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜂𝑛(𝑛+1)
2 𝑁−𝑝

. 因此, 𝜑−1(𝜂1), ⋅ ⋅ ⋅
𝜑−1(𝜂𝑛(𝑛+1)

2 𝑁−𝑝
)构成了线性空间Λ𝑛

𝑁的一个基. 线

性空间的维数

dim(Λ𝑛
𝑁 ) =

𝑛(𝑛+ 1)

2
𝑁 − 𝑝. □

由定理 2,并结合矩阵理论,易得到如下定理.

定定定理理理 3 给定𝑄 ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 ,并且 0 ∈ 𝜎(ℳ). 如果

rank(Γ (𝐻𝑛
𝑁 ), 𝜑(𝑄)) ∕= rank(Γ (𝐻𝑛

𝑁 )),

则GLE(10)不存在解𝑃 ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 ;如果

rank(Γ (𝐻𝑛
𝑁 ), 𝜑(𝑄)) = rank(Γ (𝐻𝑛

𝑁 )) = 𝑝,

其中 0 ⩽ 𝑝 <
𝑛(𝑛+ 1)

2
𝑁 ,则GLE (10)有无穷多个解;

若𝑃1 ∈ 𝑺𝑛×𝑛
𝑁 是GLE (10)的特解,则GLE (10)的任意

解可表示为𝑃 = 𝑃0 + 𝑃1,其中𝑃0 ∈ Λ𝑛
𝑁 .

3 数数数值值值仿仿仿真真真

下面结合数值例子对本文所得理论结果的正确

性进行考察. 考虑二维二模态离散随机Markov跳跃

系统 (1),其参数为

𝐴1 =

[
0.4 0.1

0.3 0

]
, 𝐴2 =

[
0.2 0

0.2 1

]
,

𝐶1 =

[
−0.5 0.4

0 −0.3

]
, 𝐶2 =

[
0.2 0.3

0 0.5

]
,

Π =

[
0.4 0.6

0.2 0.8

]
.

令𝑃 = (𝑃1, 𝑃2) ∈ 𝑺2×2
2 ,则有

𝜙(𝑃 ) =

(𝑃
(11)
1 , 𝑃

(12)
1 , 𝑃

(12)
1 , 𝑃

(22)
1 , 𝑃

(11)
2 , 𝑃

(12)
2 , 𝑃

(12)
2 , 𝑃

(22)
2 )T,

𝜑(𝑃 ) =

(𝑃
(11)
1 , 𝑃

(12)
1 , 𝑃

(22)
1 , 𝑃

(11)
2 , 𝑃

(12)
2 , 𝑃

(22)
2 )T.

因此有𝜙(𝑃 ) = 𝐻2
2𝜑(𝑃 ),其中

𝐻2
2 = diag{𝐻2,𝐻2}, 𝐻2 =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 0

0 1 1 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎦
T

.

由引理 4和式 (4),可得

𝜎(ℳ) = 𝜎(Γ (𝐻𝑛
𝑁 ) =
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{−0.832 0, −0.781 3, 0.189 1, −0.314 9,

− 0.142 5 + 0.023 5j, −0.142 5− 0.023 5j}, (31)

j2 = −1.

由于𝜎(ℳ)不包含 0特征值,根据定理 1,给定

𝑄 =

[
1 0 1 0

0 1 0 1

]
∈ 𝑺2×2

2 ,

GLE(10)在𝑺2×2
2 空间上存在唯一解. 利用Matlab仿

真软件可以求出

𝑃 =

[
6.036 6 0.313 6 −0.701 0 0.626 4

0.313 6 3.893 7 0.626 4 3.110 0

]
∈ 𝑺2×2

2 ,

从而验证了定理 1的正确性.

注意到上例中求得GLE的解𝑃 ∈ 𝑺2×2
2 . 定理 1

中𝜎(ℳ)不包含 0特征值这个条件只保证了GLE (10)

在𝑺𝑛×𝑛
𝑁 空间上解的存在性与唯一性, 但不保证

GLE (10)在其他线性空间上解的唯一性. 事实上, 人

们更关心𝑺𝑛×𝑛
𝑁 空间上的解,因为此线性空间上的解

与离散 SMJSs的均方稳定性之间存在密切的关系.因

此,定理 1具有重要的理论意义与应用价值.

4 结结结 论论论

本文针对离散随机Markov跳跃系统,基于ℋ表
示方法和谱技术深入研究了其对应的GLE解的性质,

给出了保证GLE解存在且唯一的充分必要条件,并分

析了GLE解的结构. 在本文研究的基础上,讨论广义

Lyapunov方程与离散随机Markov跳跃系统稳定性、

能观性的关系,将是下一步的工作重点.
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