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摘 要: 基于分布参数系统理论,建立机械臂协调操作柔性负载系统的动力学模型. 利用奇异摄动方法,对动力学

模型进行双时标分解,得到一个表征系统大范围刚性运动的集中参数慢变子系统和表征系统弹性振动的分布参数

快变子系统.分别设计了自适应模糊滑模慢变控制器和振动反馈快变控制器,并通过分析快变子系统主算子及其生

成𝐶0半群的特性,证明了分布参数闭环子系统的渐近稳定性. 最后,通过仿真实验验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: The dynamic model of two manipulators in handling a flexible payload is established based on distributed

parameter theory. The dynamic model of cooperative system is divided by using singular perturbation method. A lumped

parameter slow subsystem describing the large rigid motion and a distributed parameter fast subsystem expressing the

elastic vibration are obtained. An adaptive fuzzy sliding mode controller and a vibration feedback controller are designed.

The characteristic of the main operator and 𝐶0 semigroup of the fast distributed parameter subsystem is analyzed, so

the distributed parameter closed-loop subsystem is proved to be asymptotic stable. Finally, simulation results show the

effectiveness of the proposed control scheme.
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1 引引引 言言言

随着大型轻薄柔性负载在航空航天、汽车造

船、印刷电路板等[1-4]领域的广泛应用,机械臂操作柔
性负载问题已引起很多学者的重视. 文献 [1]研究了
在汽车装配过程中柔性部件的装配问题; [2]基于观
测器理论对机械臂操作柔性梁的轨迹跟踪进行了研

究; [3-4]以电路板和薄板为例,对柔性负载的装配进
行了研究;此外, [5-7]分别利用假设模态方法和有限
元方法,对机械臂协调操作柔性负载进行了建模和控
制研究,将刚性控制规律、奇异摄动理论和反演思想
应用到系统中.

机械臂操作柔性负载是一个强耦合、非线性、多

输入、多输出的复杂分布参数系统.集中参数模型均

忽略了系统的一些模态,这些被忽略的模态容易导致
闭环系统不稳定, 基于集中参数模型所设计的观测
器、控制器常出现阶数太高不易工程实现,或存在观
测、控制溢出等现象.目前,已有一些学者针对柔性机
械臂[8-9]和刚性机械臂操作柔性负载[10]进行了分布参

数建模与控制研究,并提出了应变反馈,剪切力反馈,
滑模控制,准静态等相应控制方法.

本文首先利用哈密顿原理和变分的性质建立了

机械臂协调操作柔性负载系统的分布参数模型; 然

后, 利用奇异摄动理论对动力学模型进行分解简化,

得到了慢变和快变两个子系统, 并分别设计了控制

器;接着,基于算子半群理论,证明了闭环发展方程的

稳定性,从而保证了整个系统是渐近稳定的;最后,通
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过仿真实验验证了所设计控制方法的有效性.

2 协协协调调调系系系统统统动动动力力力学学学模模模型型型

2.1 分分分布布布参参参数数数模模模型型型

忽略系统阻尼的影响,由广义哈密顿原理可得系

统分布参数模型为[11]

𝑀(𝜃)𝜃 + 𝐶(𝜃, 𝜃)𝜃 +𝐺+ 𝑓(𝜃, 𝑢, �̇�) = 𝐽T𝜆+ 𝜏, (1)

�̈� =
𝑄𝑢′′

𝜌𝐴
− 𝐸𝐼𝑢(4)

𝜌𝐴
− 𝐿11𝜃11 cos(𝜃12 + 𝜃13)−

𝐿12(𝜃11 + 𝜃12) cos 𝜃13 − 𝐿11𝜃
2
11 sin(𝜃12+

𝜃13)− 𝐿12(𝜃11 + 𝜃12)
2
sin 𝜃13 − (𝐿13+

𝑟)(𝜃11 + 𝜃12 + 𝜃13), (2)

− 𝐸𝐼𝑢′′′
𝐸 +𝑄𝑢′

𝐸 =

3∑
𝑗=1

𝜆𝑗
∂𝜑𝑗

∂𝑢𝐸
, (3)

𝐸𝐼𝑢′′
𝐸 =

3∑
𝑗=1

𝜆𝑗
∂𝜑𝑗

∂𝑢′
𝐸
, (4)

𝑢0 = 𝑢′
0 = 0. (5)

其中: 右上标均表示变量对长度 𝑟求导, 右下标 “0”

和“𝐸”分别表示变量为 𝑟=0和 𝑟= 𝑙所对应的值.

2.2 奇奇奇异异异摄摄摄动动动分分分解解解

首先引入摄动参数 1/𝜀 = 𝐸𝐼/𝜌𝐴𝑙4,并定义新变

量𝑥 = 𝑟/𝑙, 𝑢 = 𝜀𝑙𝑧, 则𝑥取值范围为 [0, 1]. 将以上

定义的变量代入动力学方程 (1)∼(5)中, 并令摄动参

数 𝜀 = 0,可得集中参数子系统方程为

𝑀 (𝜃𝑠) 𝜃𝑠 + 𝐶(𝜃𝑠, 𝜃𝑠)𝜃𝑠 +𝐺 = 𝐽T
𝑠 𝜆+ 𝜏𝑠, (6)

− 𝜌𝐴𝑙2𝑧′′′𝐸𝑠 =

3∑
𝑗=1

𝜆𝑗
∂Φ𝑗

∂𝑢𝐸

∣∣∣
𝜀=0

, (7)

𝜌𝐴𝑙3𝑧′′𝐸𝑠 =

3∑
𝑗=1

𝜆𝑗
∂Φ𝑗

∂𝑢′
𝐸

∣∣∣
𝜀=0

, (8)

𝑧0𝑠 = 𝑧′0𝑠 = 0. (9)

引入伸长时标𝜇 = 𝑡/
√
𝜀,当𝜇 → 0时,可得分布

参数子系统方程为

− 𝜌𝐴𝑧′′0 + 𝜌𝐴[𝐿11 cos(𝜃12 + 𝜃13) + 𝐿12 cos 𝜃13+

𝐿13]𝑧
′′′

0 − 𝐼13
𝐿13 + 𝑙𝑥

[ ∂2𝑧

∂𝜇2
+ 𝑧

(4)
𝑓

]
= 𝜏11𝑓 , (10)

− 𝜌𝐴𝑧′′0 + 𝜌𝐴(𝐿12 cos 𝜃13 + 𝐿13)𝑧
′′′

0−
𝐼13

𝐿13 + 𝑙𝑥

[ ∂2𝑧

∂𝜇2
+ 𝑧

(4)
𝑓

]
= 𝜏12𝑓 , (11)

− 𝜌𝐴𝑧′′0 + 𝜌𝐴𝐿13𝑧
′′′

0−
𝐼13

𝐿13 + 𝑙𝑥

[ ∂2𝑧

∂𝜇2
+ 𝑧

(4)
𝑓

]
= 𝜏13𝑓 , (12)

𝑧𝑓0 = 𝑧𝑓0
′ = 𝑧𝑓𝐸

′′ = 𝑧𝑓𝐸
′′′ = 0, (13)

其中下标 𝑠和 𝑓分别表示系统的慢变量和快变量.

3 控控控制制制器器器设设设计计计

3.1 慢慢慢变变变控控控制制制器器器

集中参数子系统方程 (6)中仅有 3个关节角为独

立变量,取 𝜃1𝑗𝑠为独立变量.

假假假设设设 1 假设 𝜃2𝑗𝑠与 𝜃1𝑗𝑠在系统运动过程中总

存在函数关系 𝜃2𝑗𝑠 = Ω𝑗(𝜃1𝑗𝑠),且其二阶连续可微.

当系统存在不确定, 通过定义新的状态变量 𝜃1𝑠

= [𝜃11𝑠 𝜃12𝑠 𝜃13𝑠]
T
和𝑇 = [𝑇1 𝑇2]

T
, 慢变子系统方

程经整理可得[
𝜃1𝑠

𝜆

]
= −𝑁−1[(𝑀�̇� + 𝐶𝑇 )𝜃1𝑠 +𝐺+ 𝜏𝑠] + 𝐹. (14)

其中

𝑇1 = 𝐸3×3,

𝑇2 = diag(dΩ1/d𝜃11𝑠 dΩ2/d𝜃12𝑠 dΩ3/d𝜃13𝑠),

𝑁 = [𝑀𝑇 −𝐽T
𝑠 ], 𝐹 = −𝑁−1Ψ ,

这里Ψ表示系统未建模动力学和外部干扰.

假假假设设设 2 若Ψ具有上界，则𝐹 也具有上界.

假假假设设设 3 𝑁在系统运动中总是满秩的.

定义滑模面

𝑠 =

[
�̇�+ 𝑘1𝑒

𝑘2 (𝜆𝑑 − 𝜆) +
∫
(𝜆𝑑 − 𝜆) d𝑡

]
. (15)

其中: 𝑒 = 𝜃1𝑠𝑑 − 𝜃1𝑠,设计参数 𝑘1 > 0, 𝑘2 > 0.

根据模糊系统的通用逼近性定理,利用模糊系统

对𝐹 进行逼近.定义

𝐹 = [𝐹1 𝐹2 𝐹3]
T
, (16)

其中

𝐹𝑖 ≜ 𝐹𝑖(𝑥, �̇�∣ 𝜃𝐹𝑖) = 𝜃T𝐹𝑖𝜉𝑖(𝑥, �̇�).

定义 𝜃𝐹𝑖的最优参数估计及最小逼近误差

𝜃∗𝐹𝑖 = arg min
𝜃𝐹𝑖∈Ω

[ sup
𝑥∈𝑅3

∣𝐹𝑖 − 𝐹𝑖∣], (17)

𝜔𝑖 = 𝐹𝑖 − 𝐹 ∗
𝑖 . (18)

假假假设设设 4 𝜔𝑖有界,即 ∣𝜔𝑖∣⩽𝑝∗𝑖 ,其中 𝑝∗𝑖 = ∣𝜔𝑖∣max.

定定定理理理 1 考虑慢变子系统方程 (14)和假设 2∼
假设 4,若设计自适应模糊滑模控制器为

𝜏𝑠 =−𝑁𝐹 +𝑁

[
𝜃1𝑠𝑑 + 𝑘1�̇�

𝑘2(�̇�𝑑 − �̇�) + 𝜆𝑑

]
+𝑁�̄�𝑠+

𝑁𝑝sgn(𝑠) + (𝑀𝑇 + 𝐶𝑇 )𝜃1𝑠 +𝐺, (19)

选取自适应更新律为

˙̂𝑝𝑖 = 𝑟𝑝𝑖∣𝑠𝑖∣, ˙̂
𝜃𝐹𝑖 = −𝑟𝐹𝑖𝑠𝑖𝜉𝑖(𝑥, �̇�), (20)

则可使慢变子系统闭环渐近稳定. 其中: �̄�为正定对

角矩阵; 𝑟𝑝𝑖, 𝑟𝐹𝑖, 𝑘1和 𝑘2为设计常数.

证证证明明明 选择如下李雅普诺夫函数:

𝑉1 =

3∑
𝑖=1

(1
2
𝑠2𝑖 +

1

2𝑟𝐹𝑖
𝜃T𝐹𝑖𝜃𝐹𝑖 +

1

2𝑟𝑝𝑖
𝑝T𝑖 𝑝𝑖

)
. (21)
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计算 �̇�,并考虑如下关系式:

𝜃𝐹𝑖 = 𝜃∗𝐹𝑖 − 𝜃𝐹𝑖, 𝑝𝑖 = 𝑝∗𝑖 − 𝑝𝑖, (22)
˙̃
𝜃𝐹𝑖 = − ˙̂

𝜃𝐹𝑖, ˙̃𝑝𝑖 = − ˙̂𝑝𝑖. (23)

对式 (21)关于时间 𝑡求导数可得

�̇�1 =

3∑
𝑖=1

(
𝑠𝑖�̇�𝑖 +

1

𝑟𝐹𝑖
𝜃T𝐹𝑖

˙̃
𝜃𝐹𝑖 +

1

𝑟𝑝𝑖
𝑝T𝑖 ˙̃𝑝𝑖

)
. (24)

将式 (19), (20), (22)和 (23)一起代入 (24),化简整理有

�̇�1 =

3∑
𝑖=1

(
𝑠𝑖�̇�𝑖 +

1

𝑟𝐹𝑖
𝜃T𝐹𝑖

˙̃
𝜃𝐹𝑖 +

1

𝑟𝑝𝑖
𝑝T𝑖 ˙̃𝑝𝑖

)
⩽

3∑
𝑖=1

[
−�̄�𝑖𝑖𝑠

2
𝑖 + ∣𝑠𝑖𝜔𝑖∣ − 𝑝𝑖∣𝑠𝑖∣+ 1

𝑟𝐹𝑖
𝜃T𝐹𝑖

˙̃
𝜃𝐹𝑖−

𝑠𝑖𝜃
T
𝐹𝑖𝜉𝑖(𝑥, �̇�) +

1

𝑟𝑝𝑖
𝑝T𝑖 ˙̃𝑝𝑖

]
⩽

−
3∑

𝑖=1

�̄�𝑖𝑖𝑠
2
𝑖 ⩽ 0, (25)

因此有

𝑉 (𝑠(𝑡), 𝜃𝐹𝑖, 𝑝𝑖) ⩽ 𝑉 (𝑠(0), 𝜃𝐹𝑖, 𝑝𝑖). (26)

根据Barbalat引理,显然定理 1成立. 2
3.2 快快快变变变控控控制制制器器器

针对快变子系统方程 (10)∼(13), 选择如下控制

律:

𝜏11𝑓 = 𝜏12𝑓 + 𝜌𝐴𝐿11 cos(𝜃12 + 𝜃13)𝑧
′′′
𝑓0, (27)

𝜏12𝑓 = 𝜏13𝑓 + 𝜌𝐴𝐿12 cos 𝜃13𝑧
′′′
𝑓0, (28)

𝜏13𝑓 = −𝜌𝐴𝑧′′𝑓0 + 𝜌𝐴𝐿12 cos 𝜃13𝑧𝑓0
′′′. (29)

由此可得分布参数快变子系统闭环发展方程为

∂2𝑧𝑓/∂𝜇
2 + 𝑧

(4)
𝑓 = 0, (30)

𝑧𝑓0 = 𝑧′𝑓0 = 𝑧′′𝑓𝐸 = 𝑧′′′𝑓𝐸 = 0. (31)

取状态空间𝐿2 [0, 1], 设𝐻1 = span {1, 𝑟}, 𝐻2是

𝐻1在𝐿2 [0, 1]上的直交补空间,则𝐿2 [0, 1] = 𝐻1⊕𝐻2.

设𝑃1是空间𝐿2 [0, 1]到𝐻1上的投影算子, 那么 𝐼 −
𝑃1为空间𝐿2 [0, 1]到𝐻2上的投影算子.

在𝐻1空间上式 (30), (31)可转化为
∂2𝑧𝑓
∂𝜇2

= 0, (32)

𝑧𝑓 (𝑟, 0) = 𝑃1𝜙0,
∂𝑧𝑓
∂𝜇

∣∣∣∣
𝜇=0

= 𝑃1𝜙1. (33)

显然该偏微分方程可解,其解为

𝑧
(1)
𝑓 = 𝑎1 + 𝑎2𝑟 + 𝑎3𝜇+ 𝑎4𝜇𝑟, (34)

其中𝜙0和𝜙1为系统的初始条件. 常数 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3和

𝑎4由𝑃1𝜙0和𝑃1𝜙1唯一确定.

在空间𝐻2上,式 (30), (31)可转化为
∂2𝑧𝑓
∂𝜇2

+ 𝑧
(4)
𝑓 = 0, (35)

𝑧𝑓0 = 𝑧′𝑓0 = 𝑧′′𝑓𝐸 = 𝑧′′′𝑓𝐸 = 0, (36)

𝑧𝑓 (𝑟, 0) = (𝐼 − 𝑃1)𝜙0,
∂𝑧𝑓
∂𝜇

∣∣∣∣
𝜇=0

= (𝐼 − 𝑃1)𝜙1. (37)

若方程 (35)的解为 𝑧
(2)
𝑓 ,则投影前系统的解为

𝑧𝑓 = 𝑧
(1)
𝑓 + 𝑧

(2)
𝑓 . (38)

该解中 𝑧
(1)
𝑓 形式已知,要研究原系统解的情况只

需研究 𝑧
(2)
𝑓 . 现在𝐻2空间上定义内积和算子𝐴为

⟨𝑢, 𝑣⟩ =
w 1

0
𝑢(𝑟)𝑣(𝑟)d𝑟, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻2; (39)

𝐷(𝐴) = {𝜙∣𝜙 ∈ 𝐻2}
∪{𝜙∣𝜙(0) = 𝜙′(0) =

𝜙′′(1) = 𝜙′′′(1) = 0}; (40)

𝐴𝜙 = 𝜙(4)(𝑟), 𝜙 ∈ 𝐷(𝐴). (41)

引引引理理理 1 算子𝐴是空间𝐻2上的自伴正定算子,

其逆算子𝐴−1存在,且为有界线性算子.

证证证明明明 对任意𝜙 ∈ 𝐷 (𝐴), 利用分部积分和算子

𝐴的边界条件可得

⟨𝐴𝜙, 𝜙⟩ =
w 1

0
∣𝜙′′(𝑟)∣2d𝑟 ⩾ 0,

因此𝐴是空间𝐻2上的正定算子,并且有

𝑁 (𝐴) = {𝜙 ∈ 𝐷 (𝐴)∣𝐴𝜙 = 0} = {0} .
对任意𝜆 > 0,有

∣∣(𝜆𝐼 +𝐴)𝜙∣∣ ⩾ 𝜆 ∣∣𝜙∣∣ ,
显然𝐴为闭算子. 因此, 𝐷(𝐴−1) = 𝐻2,即算子𝐴−1可

延拓到𝐻2上成为有界线性算子. 2
引入Hilbert空间𝐻 = 𝐻2×𝐻2,定义内积和范数

为

⟨𝑢, 𝑣⟩𝐻2
= ⟨𝑢1, 𝑣1⟩+ ⟨𝑢2, 𝑣2⟩ , ∣∣𝑢∣∣ =

√
⟨𝑢, 𝑢⟩,

在空间𝐻2上的投影系统可进一步整理化简为

d𝑦

d𝜇
= 𝐴𝑦, 𝑦 (0) =

[
𝐴

1
2 (𝐼 − 𝑃1)𝜙0

(𝐼 − 𝑃1)𝜙1

]
. (42)

其中

𝑢 = (𝑢1, 𝑢2)
T
, 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2)

T
, 𝑦𝑖 = (𝑦1, 𝑦2)

T
,

𝑦1 = 𝐴
1
2 𝑧𝑓 , 𝑦2 =

d𝑧𝑓
d𝜇

, 𝐴 =

[
0 𝐴

1
2

−𝐴 1
2 0

]
.

引引引理理理 2 当Re𝜆 ⩾ 0, 𝜆 ∕= 0时, 算子 (𝜆2 +

𝐴)−1和 (𝜆−1 + 𝜆𝐴−1)
−1
存在且为𝐻2上的有界线性

算子.

证证证明明明 设𝜆 = 𝛼+ j𝛽, 𝛼 ⩾ 0,则有∣∣∣∣∣∣(𝜆+
1

𝜆
𝐴
)
𝑟
∣∣∣∣∣∣∣∣𝑟∣∣ ⩾∣∣∣〈(𝜆+

1

𝜆
𝐴
)
𝑟, 𝑟

〉∣∣∣ ⩾(
𝛼+

𝛼𝜔

𝛼2 + 𝛽2

)
∣∣𝑟∣∣2.

其中: 𝜔为𝐴的最小特征值, 根据引理 1可知𝜔 > 0,

𝜆2 +𝐴为闭线性算子. 对任意 𝑟 ∈ 𝐷 (𝐴),有

Re⟨− (
𝜆+ 𝜆−1𝐴

)
𝑟, 𝑟⟩ ⩽ −

(
𝛼+

𝛼𝜔

𝛼2 + 𝛽2

)
∣∣𝑟∣∣2.
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即算子− (
𝜆+ 𝜆−1𝐴

)
的数值域为

𝑆
(
−
(
𝜆+

1

𝜆
𝐴
))

=
{
−
〈(

𝜆+
1

𝜆
𝐴
)
𝑟, 𝑟

〉
: ∣∣𝑟∣∣ = 1,

𝑟 ∈ 𝐷
(
𝜆+

1

𝜆
𝐴
)}
⊆

{
𝜆∣Re𝜆 ⩽ −𝛼+

𝛼𝜔

𝛼2 + 𝛽2

}
,

这表明 0 ∈ 𝜌
(
𝜆2 +𝐴

)
,因此

(
𝜆2 +𝐴

)−1
存在且有界.

类似地, 利用反证法易证明
(
𝜆−1 + 𝜆𝐴−1

)−1
为

有界线性算子. 2
定定定理理理 2 当Re𝜆 ⩾ 0, 𝜆 ∕= 0时, 𝐴的预解式为

𝑅
(
𝜆,𝐴

)
= (𝜆𝐼 −𝐴)

−1
=[

𝐴− 1
2 (1/𝜆+ 𝜆𝐴−1)

−1
𝐴− 1

2

−1/𝜆(1/𝜆+ 𝜆𝐴−1)
−1

𝐴− 1
2

→

← 1/𝜆(1/𝜆+ 𝜆𝐴−1)
−1

𝐴− 1
2

𝐴− 1
2 (1/𝜆+ 𝜆𝐴−1)

−1
𝐴− 1

2

]
.

由引理 1和引理 2可直接演算出定理 2结果.

引引引理理理 3 当Re𝜆 ⩾ 0, 𝜆 ∕= 0时,以下两个算子族

是一致有界算子族.:

𝐹1 (𝜆) =
(
𝜆−1 + 𝜆𝐴−1

)−1
,

𝐹2 (𝜆) = 𝐴− 1
2

(
𝜆−1 + 𝜆𝐴−1

)−1
𝐴− 1

2 .

证证证明明明 设

𝑧𝜆 =
(
𝜆−1 + 𝜆𝐴−1

)−1
𝑟, 𝑟 ∈ 𝐻2.

若 {∣∣𝑧𝜆∣∣}关于𝜆无界, 则存在𝜆0使得 lim
𝜆→𝜆0

∣∣𝑧𝜆∣∣ =
+∞. 令 𝑦𝜆 = 𝑧𝜆/∣∣𝑧𝜆∣∣, 𝜆 = 𝛼+ j𝛽, 𝜆0 = 𝛼0 + j𝛽0,有

⟨(𝜆−1 + 𝜆𝐴−1
)
𝑦𝜆, 𝑦𝜆⟩ =

𝛼2

𝛼2 + 𝛽2
+ 𝛼⟨𝐴−1𝑦𝜆, 𝑦𝜆⟩+

j
[
𝛽⟨𝐴−1𝑦𝜆, 𝑦𝜆⟩ − 𝛽

𝛼2 + 𝛽2

]
.

显然,实部Re(⟨(𝜆−1 + 𝜆𝐴−1)𝑦𝜆, 𝑦𝜆⟩) > 0,然而

lim
𝜆→𝜆0

(
𝜆−1 + 𝜆𝐴−1

)
𝑦𝜆 = lim

𝜆→𝜆0

𝑟

∣∣𝑧𝜆∣∣ = 0,

二者彼此矛盾. 所以 {∣∣𝑧𝜆∣∣}必一致有界. 再由共鸣定

理可知𝐹1 (𝜆)一致有界. 同理可证算子族𝐹2 (𝜆)一致

有界. 2
定定定理理理 3 算子𝐴是一个𝐶0半群𝑇 (𝜇)的无穷小

生成元, 满足当𝜇 ⩾ 0,时, ∣∣𝑇 (𝜇)∣∣ ⩽ 𝑀e−𝛿𝜇, 其中

𝑀和 𝛿为正常数.

证证证明明明 因为𝐴是自伴正定算子, (j𝐴)
∗
= j𝐴, 由

Stone定理可知, 𝐴是𝐶0半群𝑇 (𝜇)的无穷小生成元,

并且 {𝜆∣Re𝜆 ⩾ 0} ⊂ 𝜌(𝐴). 又因为 0 ∈ 𝜌(𝐴),则计算

可得

𝐴−1 =

[
0 −𝐴− 1

2

𝐴− 1
2 0

]
.

若Re𝜆 ⩾ 0且𝜆 ∕= 0, 由引理 3可知𝐴的预解式𝑅(𝜆,

𝐴)是在右半闭平面上的解析函数, 且当 ∣𝜆∣ ⩾ 𝜆0 >

0时,有 ∣∣𝑅(𝜆,𝐴)∣∣ ⩽ 𝑀/∣𝜆∣成立,其中 1 ⩽ 𝑀 < +∞.

利用解析半群谱的性质以及 𝜌(𝐴)是开集的性质可知,

存在一个正常数 𝜀,使得𝜎(𝐴) ⊂ {𝜆∣Re𝜆 ⩽ −𝜀}成立.

从而由解析半群稳定性理论可知,存在一个正常数 𝛿,

使得 ∣∣𝑇 (𝜇)∣∣ ⩽ 𝑀e−𝛿𝜇在𝜇 ⩾ 0时成立. 2
定定定理理理 4 快变子系统闭环发展方程 (30)和 (31)

的解 𝑧𝑓是渐近稳定的, 即快变子系统 (10)∼(13)在振

动反馈控制律 (27)∼(29)的作用下可使闭环子系统渐

近稳定.

证证证明明明 由于 𝑧
(2)
𝑓 是系统 (35)∼(37)的解, 则化简

后的一阶发展方程 d𝑦/d𝜇 = 𝐴𝑦的解可以表示为

𝑦 =

[
𝐴

1
2 𝑧

(2)
𝑓

d𝑧
(2)
𝑓 /d𝜇

]
.

由定理 2可知它是渐近稳定的. 因此, 当𝜇 → ∞时,

𝐴
1
2 𝑧

(2)
𝑓

∣∣∙∣∣−−→ 0.又因为𝐴− 1
2 为有界线性算子,所以当

𝜇→∞时
𝑧
(2)
𝑓 = 𝐴− 1

2 (𝐴
1
2 𝑧

(2)
𝑓 )

∣∣∙∣∣−−→ 0.

考虑式 (34)和 (38),当𝜇→∞时,有

∣∣𝑧𝑓 − (𝑎1 + 𝑎2𝑟 + 𝑎3𝜇+ 𝑎4𝜇𝑟)∣∣ → 0

成立. 根据分布参数系统渐近稳定性理论可知,快变

子系统在控制律作用下闭环渐近稳定. 2
3.3 协协协调调调控控控制制制器器器

利用奇异摄动理论[12]中的 𝑧𝑓 = 𝑧 − 𝑧𝑠和

d𝑧𝑠/d𝜇 = 0, 可得缩短时标后新的 𝜏𝑓 . 故系统混合

控制规律为

𝜏 = 𝜏𝑠 + 𝜏𝑓 . (43)

系统在该控制律的作用下可保证渐近稳定,且可完成

轨迹跟踪和振动抑制的控制要求.

4 数数数值值值仿仿仿真真真

系统的相关参数详见文献 [11]. 系统的初始位置

和期望轨迹分别为

𝜃𝑠0 = [0.7 0.5 0.2]
T
,

𝜃𝑠𝑑 = [0.5 cos 2𝑡 0.7 sin 2𝑡 0.7 sin 𝑡]
T
.

本文采用单点模糊化、乘积推理和中心平均加

权解模糊所构成的模糊逻辑系统对系统不确定性进

行逼近.自适应参数赋初值如下:

𝜃𝐹1 = 𝜃𝐹2 = 𝜃𝐹3 = [1 1 1 1 1]
T
,

𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝3 = 0.

其他控制器参数选取为: �̄� = diag(400, 400, 400), 𝑟𝑝1
= 𝑟𝑝2 = 𝑟𝑝3 = 100, 𝑟𝐹1 = 𝑟𝐹2 = 𝑟𝐹3 = 10, 𝑘1 = 50,

𝑘2 = 0.07.

对于文中所建立的分布参数模型,采用本征值展

开法取其有限维近似,本文选取 2维,系统在 5 s内的

仿真结果如图 1∼图 4所示.
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图 1 关节 1的跟踪轨迹
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图 2 关节 2的跟踪轨迹
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图 3 关节 3的跟踪轨迹
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图 4 振动抑制曲线

由图 4可见,大约 0.5 s后,系统进入稳态,跟踪上

预先给定的轨迹, 跟踪误差保持在较小的范围内,大

约 1 s后,系统弹性振动得到有效抑制.

5 结结结 论论论

本文建立了刚性机械臂协调操作柔性负载多体

动力学系统的分布参数模型,避免了传统集中参数模

型所带来的问题.并针对奇异摄动分解后的两个子系

统,分别设计了控制器. 在集中参数慢变子系统中,利

用模糊系统的通用逼近性定理,当系统存在不确定性

的情况时,设计了自适应模糊滑模控制器. 在分布参

数快变子系统中, 基于算子半群理论,设计了使闭环

渐近稳定的振动反馈控制器. 仿真研究表明,所设计

的控制器不但可跟踪系统的期望轨迹,而且能有效抑

制系统的弹性振动,从而取得了满意的控制效果.
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