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考虑相关性的 Rackwitz-Fiessler随机空间变换方法 
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摘  要：从新的角度对传统 Rackwitz-Fiessler 随机空间变换方法(R-F 法)进行了多方位的阐释。首先，给出传统

R-F法的描述并从几何角度分析 R-F法与等概率变换的关系；然后，证明 R-F法的正变换过程符合等概率变换而

逆变换过程却不符合，但却可看作等概率变换的一次近似；其次，提出一种等价的 R-F条件，为清晰的阐释 R-F

法中变量相关性的变化情况提供新思路；之后，指出 R-F法的变量相关性变化情况同 Nataf-Pearson方法(N-P法)

一致；最后，比较考虑相关性变化的 R-F法和 N-P法的计算量，指出两者在单个迭代步中计算量基本一致且可通

过算法优化实现；另外对 R-F法与线性 N-P法的也作了比较。算例表明：正确考虑相关性变化的 R-F法可以得到

同 N-P法一致的结果。 
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THE RACKWITZ-FIESSLER RANDOM SPACE TRANSFORMATION 
METHOD WITH VARIABLE DEPENDENCE 

ZHOU Sheng-tong , LI Hong-guang 
(State Key Laboratory of Mechanical System and Vibration, School of Mechanical Engineering, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, China) 

Abstract:  New insights into the classic Rackwitz-Fiessler random space transformation method (R-F method) 
are presented in this study. Following a general description of the R-F method, the geometrical relationships 
between the R-F method and the isoprobabilistc transformation are discussed. The forward transformation of the 
R-F method is then proved to follow the isoprobabilistic transformation principle, whereas its backward 
transformation can only be taken as a linear approximation of the isoprobabilistic transformation. Subsequently, 
an equivalent R-F condition is proposed, which helps to investigate the dependency variation of random variables 
in the R-F method. The dependence variation of the R-F method is later shown to be the same as that of the 
Nataf-Pearson method (N-P method). Finally, the calculation cost is compared between the dependence changed 
R-F method and the N-P method, finding the costs to be almost the same for each single-step iteration when 
optimized algorithms are used. Additionally, the differences between the dependence changed R-F method and the 
linearized N-P method are also discussed. Numerical examples show that the reliability index calculated using the 
dependence changed R-F method agrees well with that of the N-P method. 
Key words:  random space transformation; Rackwitz-Fiessler method; Nataf-Pearson method; isoprobabilistic 

transformation; linear correlation coefficient 
 
目前，计算机械结构可靠度的方法很多，但大

多数方法都有诸多限制[1―2]，像一些设计点搜索算

法对涉及的随机变量有不相关和正态分布的要求。

然而，实际可靠性问题往往具有诸多的复杂性，涉

及到的随机因素不能保证具有正态性，各因素间也

常存在相互依赖性的情况等等。还有其他的一些随
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机可靠性分析方法，它们对随机变量、随机过程的

类型也都有不同程度的限制[3―5]。 
为了将随机可靠性分析方法应用于存在复杂

随机因素的可靠性问题中，处理随机变量类型相互

转换的随机空间变换方法便很自然的被引入或提

出。在可靠性领域中，随机空间通常是指由可靠性

问题涉及的随机变量所张成的空间。一般情况下，

都将实际问题所在的随机空间称为物理空间或原

空间。若所有随机变量都是正态分布，则该空间会

被称为正态空间。像由 Hasofer和 Lind提出的一次
可靠度方法—Hasofer-Lind方法(简称 H-L法)[2]，由

于其要求随机变量必须是独立的标准正态分布，所

以这种方法就必须在独立标准正态空间下才能使

用。换句话说，在使用 H-L法计算结构可靠度时，
就必须先完成将原空间变换到独立标准正态空间

的任务。 
目前，常用的随机空间变换方法有 Rackwitz- 

Fiessler方法，Nataf变换方法和 Ronsenblatt方法等
等。其中的 Nataf 变换方法是 Der Kiureghian 和
Liu[6―7]基于 Nataf 分布提出来的。由于 Nataf 分布
的相关性是由 Pearson相关系数唯一决定的，因而，
这里也将其称为 Nataf-Pearson方法(简称 N-P法)。
N-P 方法是目前处理由原空间到标准正态空间变换
方法中使用最为广泛的一种。一方面是因为它只需

提供随机向量的边缘分布函数和相关系数矩阵就

能很好的实现随机空间的变换，这一特点较符合现

实情况而且通常能够满足工程需要；另一方面是它

对变换后相关系数的变化给出了合理的推导和计

算公式。Rosenblatt 方法由于要用到随机向量的联
合概率密度函数，而这一要求在实际中是很难被满

足的，因而其应用被极大地限制了。Rackwitz- 
Fiessler 方法(简称 R-F法)是 Rackwitz 和 Fiessler[8]

首先提出来的，也是最早出现的用于非正态随机变

量正态化的方法之一。这个方法因与 H-L方法联合
使用且被国际安全度联合委员会(JCSS)推荐又称为
JC 法。R-F 方法的基本思想是通过在设计点(或候
选设计点，即迭代点)处使原非正态变量的累积分布
函数(CDF)和概率密度函数(PDF)分别与等效正态
变量的 CDF和 PDF相等来实现当量正态化。这一
基本思想也被称为“当量正态化原理”。这里，我

们称之为“Rackwitz-Fiessler条件(简称 R-F条件)”。
R-F方法通过 R-F条件实现了由原空间到等效正态
空间的变换，之后又通过一个标准化变换实现了到

标准正态空间的变换。 
相比 N-P方法，R-F方法在工程应用中被人们

熟知的程度甚至更广泛。一方面可能是因为当今许

多国际和国内规范都推荐或规定使用R-F方法解决
涉及非正态随机变量可靠性问题的分析和设计，另

一方面可能与对两种方法的思维定位上有关。通

常，R-F 方法被归类为线性化的变换方法[9]，因概

念清晰、程序实现简单，而成为许多可靠度计算初

学者的首选方法。在理论和计算精度上，也常认为

没有N-P方法这类非线性变换的理论完善和结果精
确，尤其是 R-F方法在对变换相关性的变化上不像
N-P方法有严格的分析。例如在现有的应用 R-F法
和 N-P法的文献中，许多论文和书籍[10－13]在遇到非

正态变量的变换时首先提到和推荐的都是用R-F方
法，而一旦遇到存在相关的非正态变量的变换时就

转而讨论 N-P法和 Ronsenblatt方法。 
纵看 R-F方法从提出到现在的应用情况，其使

用大概可分为三个层次：一是保留变量独立性要

求，仅将其应用到独立的非正态随机变量的可靠性

问题中[14―17]；二是启用相关性不变假设[18―23]或忽

略相关性变化[24]，将其推广应用到相关的非正态变

量的变换问题中；三是借用 Der Kiureghian 和 Liu
在 N-P 方法中相关系数的计算公式或半经验公   
式[2,24―25]，从 N-P方法的角度考虑由原空间到标准
正态空间的相关性变化。然而，从众多文献记录来

看，迄今鲜有关于 R-F方法变换前后相关系数变化
情况的详细讨论，取而代之的多是建议以 N-P方法
处理相关非正态变量问题。 
本文就是着眼于 R-F方法中相关系数的变化，

力图在理论上从另一角度重新审视和解释 R-F 方
法，并探讨 R-F方法中相关系数的计算问题。为了
便于描述，文中也以符号 X、Z、Y 和 U 分别表示
用到的原空间、正态空间、标准正态空间和独立标

准正态空间等概念。 

1  传统的 Rackwitz-Fiessler方法原理 

1.1  Rackwitz-Fiessler条件 
设 iX 为 X 空间的随机变量，其等效的正态随

机变量为 iZ ，属于 Z 空间，且在设计点 *
ix 处有等

式： 

* *

*

( ) ( ) i

i i
i i i i

i
i i

i Z
X i Z ix x z x

Z z x

z
F x F z

µ
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σ= =
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(2) 
式(1)和式(2)合称为 Rackwitz-Fiessler条件。其中，

( )
iX iF x 和 ( )

iZ iF z ， ( )
iX if x 和 ( )

iZ if z 分别是 iX 和

iZ 的 CDF和 PDF；参数
iZµ 和

iZσ 分别是等效正态

变量的均值和标准差； ( )Φ ⋅ 和 ( )φ ⋅ 为标准正态分布

的 CDF和 PDF。 
按照上述 R-F 条件可以求得等效正态变量 iZ

的分布参数表达式为： 

* *
1

,
[ ( )]( )

i i i
i i i i

Z i Z X i x x z x
z F xµ σ Φ

= =

−= −    (3) 

*

1[ ( ){ }]
( )

i

i

i
i i

X i
Z

X i x x

F x
f x

φ Φ
σ

−

=

=             (4) 

通常，在 iX 得到对应的等效变量 iZ 之后，与

iX 有关的后续运算都将由 iZ 来替代。但实际应用
中，每次替换的时效仅局限在一个迭代步中。因为

由于每步的迭代点 ( )k
ix (亦称候选设计点)不同，由

式(3)和式(4)得到的 iZ 的分布参数也不同，即分布
参数是迭代点的函数，表示为 ( )( )

i

k
iZ xµ 和

( )( )
i

k
iZ xσ 。 

1.2  标准化变换 
进一步，通过标准化变换： 

i

i

i Z
i

Z

z
y

µ

σ

−
=              (5) 

将变量 iZ 变换到 Y空间中。在变量独立的情况下，

Y空间就是独立的标准正态 U空间，可靠度就可以
直接采用 H-L方法得到。若不独立，还需正交变换
实现由 Y空间到 U空间的变换。这一过程文中不再
给出。 
1.3  R-F方法的正逆变换 
为了后续的分析，这里列写出 R-F方法实现 X

空间与 Y空间之间转换的正变换和逆变换公式。 
R-F条件正变换、逆变换： 

( ) ( )k k
i iz x=                 (6) 
( 1) ( 1)k k
i ix z+ +=               (7) 

标准化变换的正变换、逆变换： 
( ) ( ) ( ) ( )( ) /

i i

k k k k
i i Z Zy z µ σ= −           (8) 
( 1) ( ) ( 1) ( )

i i

k k k k
i iZ Zz yσ µ+ += +           (9) 

综合 R-F 条件和标准化变换，有正变换和逆  

变换： 
( ) ( ) ( ) ( )( ) /

i i

k k k k
i i Z Zy x µ σ= −        (10) 
( 1) ( ) ( 1) ( )

i i

k k k k
i iZ Zx yσ µ+ += +        (11) 

注意到，式(6)~式(11)中上标(k)表示由第 k+1
次迭代的正变换得到的量，(k+1)表示在第 k+1次迭
代中逆变换用到的量。设 N为总的迭代次数，则 k = 
0, 1, ⋯, N−1。另外，在每个迭代步中，参数

iZµ 和
iZσ

均为常数，但随迭代点 ( )k
ix 的不同而不同。 

1.4  R-F方法的几何表示 
按照等概率变换原则同样可以将X空间变换到

Y空间，其定义为： 
( ) ( )

iX i iF x yΦ=            (12) 

其中， range( ) ( , )ii ix X y∈ ∈ −∞ + ∞， 。式(12)给出
了 ix 和 iy 的一一映射关系，具有正变换和逆变换： 

1 ( ))(
ii X iy F xΦ −=            (13) 

1( ( ))
ii X ix F yΦ−=             (14) 

如果对式(13)在设计点 *
ix 处 Taylor展开，忽略

二阶以上高阶项，并利用逆函数导数性质，有： 
*

1 * *
1 *

( )
( )

{
[ ( )]

[ ( )]}
i

i

i

X i
i X i i i

X i

f x
y F x x x

F x
Φ

φ Φ
−

−= + −  (15) 

整理式(15)，得到： 
iy =  

* 1 * 1 * *

1 * *

( { }[ ( )] [ ( ) / (]
[

)
(

)
{ } / ( ))]

i i i

i i

i i X i X i X i

X i X i

x x F x F x f x
F x f x

Φ φ Φ

φ Φ

− −

−

− −
 

(16) 
注意到式(3)和式(4)，式(16)可重写为： 

i

i

i
Zi

Z

x
y

µ

σ

−
=               (17) 

同理，对式(14)在 Y空间对应的设计点展开 *
iy ，可

得到式(17)的逆函数
i ii iZ Zx yσ µ= + 。 

式(17)和其逆函数都是等概率变换原则在设计
点处的一次近似式。将 R-F 法的正逆变换式(10)和
式(11)与式(17)及其逆函数作对比，显然，正逆变换
对( ( ) ( ),k k

i ix y )和( ( 1) ( 1),k k
i ix y+ + )都在式(17)表示的直

线上，因而 R-F法变换与等概率变换的几何关系可
用图 1表示。 
如果以式(17)这种一次近似式来替代等概率变

换式(13)和式(14)进行空间变换的话，那么显然根据
“线性函数所组成的新变量的相关系数的绝对值

保持不变，仅符号可能改变”[26]的结论有
jiY Yρ =  
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jiX Xρ 。同样，如果将变换式(10)和式(11)也假设为
等概率变换的一次近似，R-F 法的相关性也应该保
持变换前后的不变性质。但 R-F法能否看作一次近
似及其相关性是如何变化的，在下节我们给出了一

种新的观点。 

( ) ( )/
i i

k k
Z Zµ σ−

( )k
ix ( 1)k

iNPx + ( 1)k
iRFx +

( )
i

ky

( 1)k
iy +

( 1)k
iNPy +

( 1)k
iRFy +

ix

iy ( ) ( )
iX i iF x yΦ=

( )

( )
i

i

k
i Z

i k
Z

x
y

µ

σ

−
=

( )
i

k
Zµ

 
图 1  R-F法变换与等概率变换的几何关系示意 

Fig.1  The geometrical relationships between R-F method and 
isoprobabilistic transformation 

2  更新的 Rackwitz-Fiessler方法观点 

2.1  证明 R-F方法的正变换符合等概率变换 
将标准化变换式(5)代入R-F条件式(1)和式(2)，

并注意到： 
( )

( ) i

i

k
k i Z

i
Z

z
y

µ

σ

−
=           (18) 

于是，有： 

( )( )( )) ( kki i ii i
X i i y yx x

F x yΦ
==

=        (19) 

( )

( )

1 )( ) (ki
i i

ki
i i

X i ix x
Z y y

f x yφ
σ=

=

=     (20) 

进一步，由于等概率变换式(12)中的 ( )
iX iF x 和

( )iyΦ 都是连续可微的单调递增函数，于是对其两

边微分并整理得： 
d

( ) ( )
di

i
X i i

i

yf x y
x

φ=          (21) 

将式(19)和式(20)与式(12)和式(21)分别比较，
可以看到两组式子的差别在于：前者仅在迭代点处

成立而后者在定义域内都成立，并且两者还有一项

不相同。但如果可以证明不同的项相等，即： 

( ) 

d1
d k

i i i

i

Z i y y

y
xσ

=

=            (22) 

那么就可以认为R-F法的正变换过程符合等概率变
换。这是因为：如果将式(22)代入式(20)就可得到： 

( )
( )

d ( )
d

( ) ki
i i k

i i

i
X i ix x

i y y

yf x y
x

φ
=

=

=      (23) 

这样，再次对式(19)和式(23)与式(12)和式(21)进行

对比，可知：虽然前者仍然要求仅在迭代点处满足，

但也说明对 R-F 法正变换中的任一迭代点 ( )k
ix (k = 

0, 1, L , N)前者也同样是成立的。而另一方面，问
题的迭代点常由初始点 )0(

ix 决定，而初始点的选取

范围可以是问题的整个定义域，因而对于 R-F法的
正变换过程来说，式(19)和式(23)在整个问题的定义
域内都应满足，也就是说 R-F的正变换完全符合等
概率变换的原则。 
事实上，从式(21)可以得到： 

d
d ( )

( )
iX ii

i i

f xy
x yφ

=            (24) 

而由等概率变换的正变换式(13)，有： 
( ) 1 ( )[ ( )]

i

k k
i i X iy y F xΦ −= =       (25) 

进一步代入式(24)有： 

( ) ( )

( )

1 ( )
d d
d d

( )
[ )])((

i

k k
ii i i i

k
X ii i

k
i i X ix x y y

f xy y
x x F xφ Φ −

= =

= =  (26) 

对比式 (26)和等效正态变量 iZ 的参数
iZσ    

式(4)，可知，式(22)成立。进而也证明了 R-F法的
正变换遵循等概率变换原则的结论。 
2.2  证明 R-F方法的逆变换不符合等概率变换 
在逆变换时，参数

iZµ 和
iZσ 仍保持正变换时的

取值，即 ( )( )
i i

k
Z xµ 和 ( )( )

i i
k

Z xσ ，而由正变换从 ( )k
ix

得到的迭代点 ( )k
iy 也经过设计点搜索算法(如 H-L

方法)得到了新的迭代点 ( 1)k
iy + 。设经 R-F逆变换得

到了在 X 空间的新迭代点 ( 1)k
ix + ，这里且不论逆变

换对( ( 1)k
iy + , ( 1)k

ix + )是否符合式(19)，而是先将其分

别代入式(20)的两端，即： 

( 1)

( 1)

1 (( ) ? )ki
i i

ki
i i

X i ix x
Z y y

f x yφ
σ+

+
=

=

   (27) 

分别对比式(27)和式(21)的两端，可知逆变换符
合等概率变换的必要条件是： 

( 1) 

d1
d k

i i i

i

Z i y y

y
xσ +=

=           (28) 

显然，式(28)是不能成立的，因为： 

( 1)

( 1) ( 1)

( 1) 1 ( 1)

( ) ( )
[ ( )

d
d ( ) ( ])

i i

k
ii i

k k
X i X ii

k k
i i X iy y

f x f xy
x y F xφ φ Φ+

+ +

+ − +
=

= = ≠  

( )

1 ( )
1

(
( )

[ )( )]
i

i i

k
X i

k
Z X i

f x
F xσ φ Φ −=        (29) 

进而式(27)也不成立，也就是说 R-F 法的逆变
换不再符合等概率变换。从 R-F 的逆变换式(11)，
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并对比式(17)，由于新迭代点 ( 1)k
iy + 的任意性(由问

题的初始点 )0(
ix 和迭代点 ( )k

ix (或 ( )k
iy )等决定)，可

以推断式(11)具备了作为等概率变换的一次近似的
要求。也就是说 R-F的逆变换可以看作是等概率变
换的一次近似。 
2.3  一种等价的 Rackwitz-Fiessler条件 
由前可知，传统的 R-F条件实现了由 X空间到

Z 空间的变换。事实上，如果进行如下两次变换则
同样可以得到相同的变换效果： 

a) 先用等概率变换由 X空间变换到 Y空间： 
1 ( ))(

ii X iy F xΦ −=            (30) 

b) 然后由 Y空间通过线性变换进入 Z空间： 

i ii i ZZz yσ µ= +             (31) 

其中，
iZµ 和

iZσ 仍然是由 R-F条件在具体的迭代点

得到的等效正态变量的均值和标准差。 
上述 a)和 b)两个过程是等价 R-F 条件的正变

换，合写为： 
1 )( )(

i i ii Z X Ziz F xσ Φ µ−= +        (32) 

其中， range( ), ( , )i ii X zx ∈ ∈ −∞ + ∞ 。而等价 R-F

条件的逆变换为： 
i ix z=                 (33) 

为了与 R-F条件的正变换式(6)作对比，将均值

iZµ 的表达式(3)代入到式(32)中，有： 
1 ( ) 1 ( )( ) [ () )( ( )]

i i i i

k k
i Z X i i Z X iz F x x F xσ Φ σ Φ− −= + −  

(34) 
可见，当迭代点为 ( )k

ix 时，式(34)与式(6)变为

一致。说明提出的等价条件是正确的。但这个等价

的 R-F条件的意义不仅局限于这一点，其真正有意
义的价值体现在它对传统R-F条件的正变换进行了
分解，从而可以更清晰的分析 R-F法变换前后的变
量相关性改变情况。 
2.4  讨论 R-F法变换后变量相关系数的变化情况 
由前面的论述可知，R-F法由 X空间到 Y空间

的正变换符合等概率变换准则。在另一方面，提出

的等价的 R-F条件也显示：传统的 R-F条件的正变
换相当于首先作了一次等概率变换，然后再作一次

线性变换。这样，用等价的 R-F 条件替换传统的
R-F 条件，并进一步实施标准化变换式(5)，即将   
式(32)代入式(5)，显然可以得到与等概率变换原则
的正变换式(13)一致的表达式。综合地说，无论是
基于传统 R-F法正变换的重新描述还是在等价 R-F
条件基础上的R-F法都表明 R-F法的正变换符合等

概率变换。这样，当原 X空间的随机变量经 R-F法
正变换进入标准正态 Y空间后，Y空间内各变量间
的相关性关系应该同样也遵循等概率变换原则的

变量相关性变化规律。幸运的是这一变化规律已经

由 Der Kiureghian 和 Liu[6―7]发现并给出如下关系

式： 
1 1( ( )) ( ( ))

i

i i

i i

j

x xi j
X X

x x

F y F yΦ Φµ
ρ

σ σ

µ− −
+∞ +∞

−∞ −∞


⋅



−



−
= ∫ ∫

   2 , , d) d(
i ji j Y Y i jy y y yϕ ρ





              (35) 

由于式 (35)求解复杂，Der Kiureghian 和  
Liu[6―7]给出了如下的半经验计算公式： 

i j i jY Y X XRρ ρ=              (36) 

其中， R为经验系数，与随机变量 i jX X、 的分布

类型和分布参数有关。 
对于 R-F法的逆变换过程，即由 Y空间变换到

X 空间的过程，不再符合等概率变换原则而是线性
变换，因而由 Y空间变换到 X空间的变量间的相关
系数是不变化的。但是在基于迭代过程的可靠度计

算方法中，R-F法的新迭代点 ( 1)k
iy + 的产生都在逆变

换之前，且在下一迭代步中又是以本步的逆变换结

果 ( 1)k
ix + 作为迭代点的，也就是说逆变换过程只是

用来得到下一迭代步的起始迭代点，因而逆变换的

相关性问题并不影响下一步正变换中相关性的  
情况。 
综上，在用 R-F法处理相关非正态的可靠性问

题时，Z 空间和 Y 空间的相关系数都可根据式(35)
或式(36)得到。 
2.5  与 N-P方法在计算量上的对比 
与 R-F法不同的是，N-P方法是完全基于等概

率变换式(12)实现 X空间与 Y空间的相互变换，其
正变换和逆变换分别为式(13)和式(14)，但相关系数
变化同样遵从式(35)和式(36)。 
图 2是 R-F法和 N-P法在应用时的流程。从流

程中可知，除了可靠度方法的迭代公式运算外，每

次迭代都需要首先得到 U空间下的迭代点 ( )ku 、安

全裕度函数 ( )G ⋅U 和梯度 ( )G∇ ⋅U ，而在本迭代步结

束时还要得到新迭代点 ( 1)k+u 在 X 空间下对应的
( 1)k +x 。其中涉及到随机空间变换的地方主要是在

求解 ( )( )kT x 、 ,X UJ 和 1 ( 1)( )kT − +u 三项中。第一项

和第三项分别对应着空间变换的正变换和逆变换，

中间一项是 Jacobian矩阵。对于 R-F法，有： 
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( ) ( )( )k kT=u x
( ) ( )( ) ( )k kG G=U Xu x

( 1) ( ) ( ) ( )k k k kλ+ = +u u d

( 1) 1 ( 1)( )k kT+ − +=x u
1k k← +

( )0 , 0k =x

( ) ( )T T
,( ) ( )k kG G∇ = ∇U X X Uu x J

 
图 2  R-F法和 N-P法通用的应用流程图 

Fig.2  The general application flow chart of R-F method and 
N-P method 

, ,diag( )
iZσ= =X U Y UJ J  

)

( )

(

1

,

[ ( )]
diag

{ }
( )

i

i

k
X i

X i
k

F x
f x

φ Φ − 
 
 
 

Y UJ      (37) 

对于 N-P法，有： 

( )

, ,d
d

iag d

k
i

i

j x

x
y

 
 = =
 
 

X U Y UJ J  

1 ( )

,( )

[ ( )]
diag

(
{ }

)
i

i

k
X i

k
X i

F x
f x

φ Φ − 
 
 
 

Y UJ      (38) 

分别对比R-F法和N-P法的正变换和逆变换式(10)、
式(11)、式(13)和式(14)以及 Jacobian 公式(37)和   
式(38)，若忽略其中其他代数运算的计算量，可以
得到：如果按照图 2所示流程，在每步迭代中 R-F
法计算量主要由 1 ( )[ ( )]

i

k
X iF xΦ − 、 ( )( )k

iyφ 、 ( )( )
i

k
X if x

三 项 产 生 ； N-P 法 主要 由 1 ( )([ )]
i

k
X iF xΦ − 、

1 ( 1)( ( ))
i

k
X iF yΦ− + 、 ( )( )k

iyφ 、 ( )( )k
if x 四项产生。 

但是，在另一方面，由于 N-P法的正变换和逆
变换公式在整个迭代过程中都是不变的，这样本迭

代步新产生的迭代点 ( 1)k
iy + 在下一迭代步中将会被

作为初始迭代点(可参考图 1)，即： 
( 1) ( 1)k k
iNP iy y+ +=             (39) 

故对于 N-P 法，除了第一次迭代需要计算
1 ( )([ )]

i

k
X iF xΦ − 外，随后的迭代步就不必计算了，而

是直接利用上次迭代的结果。如果再忽略累积分布

函数 CDF与其逆函数 invCDF间计算量的差别，那
么从理论上可以说R-F法和N-P法每个迭代步的计

算量是基本一致的，且可通过算法优化达到。 
2.6  与线性化 N-P方法的不同之处 
文献[23]给出了一种线性化的 N-P 方法。它是

基于 R-F变换是等概率变换的一次近似，用 R-F变
换公式替代等概率变换实现线性化的 N-P方法。虽
然线性化N-P方法在公式形式上与本文中讨论的考
虑相关性的 R-F方法类似，但是从其算法实现步骤
上可以清晰的发现两者的差别： 

( 1) ( ) ( ) ( )( ) ( )
i i

k k k k
i Z i i Z ix x y xσ µ+ = +     (40) 
( 1) ( )iHLRF( )k k
i iy y+ =              (41) 

其中，式(40)与文献[23]中的式(30)和算法步骤 2的
第(1)步对应；式(41)与文献[23]中的步骤 3、4、5
对应。为了清晰起见，式(40)和式(41)采用了与本文
一致的符号进行了改写并用 iy 替代了 U 空间到 Y

空间转换公式，但意义一致。 
文献[23]在得到初始的 (0(0) )

i ix y、 后，先用式

(40)得到 1( )
i

kx + ，然后再用式(41)(其用了 iHLRF法)

得到 1( )
i

ky + ，在不满足收敛条件时重复式(40)和式

(41)。其前三次迭代可用图 3 示意。可见，在抛开
所用的可靠度计算方法类型的不同外，文献[23]的
线性 N-P法与本文 R-F算法的差别在于：在 Y空间
(或 U 空间)内，本步得到的新迭代点 1( )

i
ky + 仍然是

下一迭代步的初始迭代点。 

(0)
ix

(0)
iy

ix

iy ( ) ( )
iX i iF x yΦ=

(3)
LNPiy

(2)
LNPiy

(1)
LNPiy

(1)
LNPix (2)

LNPix (3)
LNPix (4)

LNPix  
图 3  线性 N-P法迭代示意图 

Fig.3  The iteration schematic of linear N-P method 

3  算例 
3.1  问题描述 
以工程中最普遍的强度-应力干涉模型为例。设

强度 R 服从对数正态分布，用变量 1X 表示，且

1
10Xµ = 、

1
2Xσ = ；应力 S服从 Type I的极大值分

布，用变量 2X 表示，且
2

20Xµ = 、
2

5Xσ = 。并设

1X 与 2X 相关系数为
1 2

0.5X Xρ = 。于是，安全裕度

函数为： 
1 2 1 2( , )G x x x x= −  

图 4(a)和图 4(b)分别为按照等概率变换公式得
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到的变量 1X 和 2X 在 X空间和 Y空间的一一映射曲

线。另外，无论是 R-F法还是 N-P法由 X空间到 Y
空间的相关系数变化都基于式(35)或式(36)得到。于
是，按照 Der Kiureghian和 Liu提出的经验公式，
本例中两个变量类型的经验系数为： 

2 11 1 2

21.029 0.001 0.004 0.014X X X X XR ρ ρ δ= + + + +  

1 11 2

20.233 0.197X XX Xδ ρ δ−  

随
机
变
量

Y 1

 
(a) 对数正态变量 X1 

随
机
变
量

Y 2

 
(b) Type I的极大值分布 X2 

图 4  与标准正态变量间的等概率变换曲线 
Fig.4  The isoprobabilistc transformation curves 

可知，在
1 2X Xρ 一定的情况下，经验系数 R主

要是由对数正态变量 1X 的变异系数
1 11

/XX Xδ σ µ=

决定，图 5 为经验系数 R随相关系数
1 2X Xρ 和变异

系数
1Xδ 的变化曲线。于是代入数据，得到变换到 Y

空间后的变量 1Y 和 2Y 的相关系数为： 

2 21 1
0.51146X XY Y Rρ ρ= =  

1Xδ =

1 2X Xρ
 

图5  对数正态分布与Type I的极大值分布的经验系数曲线 
Fig.5  The empirical coefficient curves between Lognormal 

and Type I extreme largest value distribution 

然后，由 Y空间到独立标准正态 U空间的变换
通过一次正交变换实现。其中，图 6(a)、图 6(b)和
图 6(c)分别为安全裕度函数 1 2( , )G x x 在 X 空间、Y

空间和 U 空间下的曲线图和随机向量的联合概率
密度函数。 

 
(a) X空间 

 
(b) Y空间 

 
(c) U空间 

图 6  安全裕度函数和联合概率密度函数 
Fig.6  The plots of safety marginal function and joint 

probability density function 

3.2  三种方法的迭代结果与比较 
表 1~表 3 为分别采用：a) 不考虑相关性变化

的 R-F法；b) 考虑相关性变化的 R-F法；c) N-P法
求解的迭代信息。其中，迭代初始点取为变量均值

(10, 20)，收敛准则为 ( 1) ( )|| ||k ku u ε+ − < ，这里取
31.0 10ε −= × 。 

分析三种方法的结果可知：本文给出的考虑相

关性变化的 R-F 法(表 2)经过 7 次迭代收敛，可靠
度指标 β为−3.2869，设计点为(13.4842, 13.4842)。
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采用 N-P 法(表 3)用了 8 次迭代达到收敛，得到的
可靠度指标 β 也为−3.2869，设计点为(13.4840, 
13.4840)。两者可靠性结果表现一致。而由不考虑
相关性变化的 R-F 法(表 1)经过 6 次迭代得到的可
靠度指标 β为−3.2490，设计点为(13.4849, 13.4849)，
可靠度结果与前两种方法存在差距。这说明：能够

正确考虑相关系数变换的R-F法同样能像N-P法一
样得到可信的一次可靠性指标和设计点。 

表 1  不考虑相关系数变化的 R-F法的迭代信息 
Table 1  The iteration information of dependence unchanged 

R-F method 

迭代 
X1 
X2 

1X ′  

2X ′  
Y1 
Y2 

1Y ′  

2Y ′  
β ε 

1 
10 
20 

9.3654 
9.3654 

0.0990 
0.1773 

−0.2214 
−2.0471 

−2.2469 2.4050 

2 
9.3654 
9.3654 

13.0593 
13.0593 

−0.2320 
−3.5594 

1.7596 
−1.4216 

−3.1871 2.3886 

3 
13.0593 
13.0593 

13.5474 
13.5474 

1.4468 
−1.8020 

1.6355 
−1.6124 

−3.2479 0.2184 

4 
13.5474 
13.5474 

13.4742 
13.4742 

1.6321 
−1.6170 

1.6048 
−1.6441 

−3.2489 0.0314 

5 
13.4742 
13.4742 

13.4872 
13.4872 

1.6047 
−1.6442 

1.6096 
−1.6393 

−3.2490 0.0056 

6 
13.4872 
13.4872 

13.4849 
13.4849 

1.6096 
−1.6393 

1.6087 
−1.6402 

−3.2490 0.00097 

注：X1表示迭代中正变换过程中的值； 1X ′ 表示迭代中逆变换过程
中的值。其他符号中的“'”也是表示逆变换的值，下同。 

表 2  考虑相关系数变化的 R-F法的迭代信息 
Table 2  The iteration information of dependence changed R-F 

method 

迭代 
X1 
X2 

1X ′  

2X ′  
Y1 
Y2 

1Y ′  

2Y ′  
β ε 

1 
10 
20 

9.3005 
9.3005 

0.0990 
0.1773 

−0.2542 
−2.0607 

−2.2611 2.4201 

2 
9.3005 
9.3005 

13.0437 
13.0437 

−0.2671 
−3.5971 

1.7651 
−1.4148 

−3.2233 2.4288 

3 
13.0437 
13.0437 

13.5502 
13.5502 

1.4408 
−1.8081 

1.6369 
−1.6110 

−3.2857 0.2262 

4 
13.5502 
13.5502 

13.4720 
13.4720 

1.6331 
−1.6160 

1.6040 
−1.6449 

−3.2868 0.0334 

5 
13.4720 
13.4720 

13.4863 
13.4863 

1.6039 
−1.6450 

1.6093 
−1.6397 

−3.2869 0.0062 

6 
13.4863 
13.4863 

13.4838 
13.4838 

1.6093 
−1.6397 

1.6083 
−1.6406 

−3.2869 0.0011 

7 
13.4838 
13.4838 

13.4842 
13.4842 

1.6083 
−1.6406 

1.6085 
−1.6404 

−3.2869 0.0002 

表 3  N-P法的迭代信息 
Table 3  The iteration information of N-P method 

迭代 
X1 
X2 

1X ′  

2X ′  
Y1 
Y2 

1Y ′  

2Y ′  
β ε 

1 
10 
20 

9.3244 
12.4152 

0.0990 
0.1773 

−0.2542 
−2.0607 

−2.2611 2.4201 

(续表) 

迭代 
X1 
X2 

1X ′  

2X ′  
Y1 
Y2 

1Y ′  

2Y ′  
β ε 

2 
9.3244 
12.4152 

11.9547 
11.6713 

−0.2542 
−2.0607 

1.0005 
−2.3820 

−3.5130 1.6824 

3 
11.9547 
11.6713 

13.8842 
14.0059 

1.0005 
−2.3820 

1.7561 
−1.4513 

−3.2495 0.9859 

4 
13.8842 
14.0059 

13.3258 
13.3371 

1.7561 
−1.4513 

1.5488 
−1.6956 

−3.2833 0.2624 

5 
13.3258 
13.3371 

13.5046 
13.5048 

1.5488 
−1.6956 

1.6161 
−1.6328 

−3.2868 0.0750 

6 
13.5046 
13.5048 

13.4803 
13.4803 

1.6161 
−1.6328 

1.6070 
−1.6419 

−3.2868 0.0106 

7 
13.4803 
13.4803 

13.4848 
13.4848 

1.6070 
−1.6419 

1.6087 
−1.6402 

−3.2869 0.0019 

8 
13.4848 
13.4848 

13.4840 
13.4840 

1.6087 
−1.6402 

1.6084 
−1.6405 

−3.2869 0.00034 

另外，从求解的迭代过程中也可以发现：R-F
法在一次迭代步中得到的新迭代点，在下一迭代步

中变化了，而 N-P法却没变化。例如，采用 R-F法
的表 2 中第 1 迭代步中得到的迭代点( 1Y ′ , 2Y ′ )为

(−0.2542, −2.0607)，而在第 2迭代步中使用的迭代
点(Y1, Y2)已变为(−0.2671, −3.5971)，表 3中因 N-P
法前后两次的迭代点没有改变。实际上，这一变化

主要是由于 R-F法的正逆变换规则导致。从这里，
我们可以认为 R-F法这一特性“破坏”了由可靠度
算法迭代公式计算的迭代点，但其破坏作用可能使

迭代过程变坏也可能变好，这应该取决于具体问题

的具体条件。如前面算例选取了变量均值为迭代初

始点，结果：考虑相关性的 R-F法和 N-P法分别用
了 7次和 8次完成迭代。但如果我们选取初始点为
(14, 15)，(这个迭代点的特点一方面是离真实设计
点比较接近，另一方面其处的位置由随机变量变换

引入的非线性也较大)经过计算：考虑相关性的 R-F
法和 N-P法分别用了 6次和 4次达到收敛。 

4  结论 
本文针对传统 R-F法在使用中存在的问题，从

一些新的角度对 R-F 方法进行了观点重塑。可以  
发现： 

(1) R-F 法的正变换过程是符合等概率变换规
律的，而其逆变换过程则不符合，但可以看作是对

等概率变换的一次近似。 
(2) 支撑传统 R-F法的 R-F条件可以等价为一

次等概率变换和一次线性变换的合成。从这一等价

的 R-F条件描述可以对传统 R-F条件导致的相关性
变化作更为清晰的阐释。 
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(3) 从 R-F 法正变换的等概率变换观点以及等
价的 R-F条件方面，R-F法同 N-P法一样，其相关
性的变化同样可以采用 Der Kiureghian和 Liu提出
的计算公式或半经验公式得到。 

(4) 在忽略一些基本代数运算的计算量以及累
积分布函数和其逆函数的计算量差别后，从理论角

度可以认为R-F法与N-P法在单个迭代步的计算量
上是基本一致的，且可通过优化算法实现。 

(5) 算例显示：正确考虑相关变化的 R-F 法可
以得到同 N-P法一致的可靠度指标。在另一方面，
由于 R-F法对迭代点的“破坏”，使得 R-F法在计
算效率和收敛性方面可能优于也可能劣于 N-P法，
结果取决于具体的可靠性问题和初始条件。 
总之，本文试图从理论完整性方面对传统的

R-F法进行完整剖析，尤其给出了 R-F法在处理相
关非正态问题时正确处理相关性变化的理论依据

和方法。 
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构，研究结果也只适应于普通钢筋混凝土桥墩的抗

震性能评估研究。高耸桥墩的近场地震动强度参数

研究是下一步研究的目标。 
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