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摘 要: 针对空间连接系统,提出一种分布式递推状态估计算法,并给出算法收敛的充分必要条件.该分布式估计器

由一系列子估计器组成,每个子估计器只利用本地子系统和相邻子系统的输出测量值估计本地子系统的状态. 与集

总式Kalman滤波相比,在牺牲少量估计精度的情况下,所提出算法大幅降低了计算复杂度和数据传输压力.
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Distributed recursive state estimation for spatially interconnected systems
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Abstract: A distributed recursive state estimation algorithm is proposed for spatially interconnected systems. Necessary and

sufficient conditions for the convergence of the algorithm are obtained. This suggested distributed estimator is comprised

of a series of sub-estimators so that states of the local subsystem can be estimated only by utilizing outputs of the local

subsystem and its adjacent ones. Compared with the lumped Kalman filter, the derived distributed algorithm reduces sharply

computational complexity and communicating burden, in the case of sacrificing a small amount of estimation accuracy.
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0 引引引 言言言

空间连接系统由一系列子系统连接而成, 其中

每个子系统具有独立的输入输出和动态.由于在工业

生产和生活中的广泛应用[1-3], 空间连接系统的相关

研究已成为控制领域一个重要的研究热点[4-5]. 文献

[6]给出了空间连接系统的状态空间模型, 传统的二

维线性系统模型, 如 2-D Rosser, 2-D FM等模型都可

以看作是它的一个特例[7]. 针对空间连接系统,精度

最高的状态估计方法是集总式Kalman滤波. 它要求

所有子系统的测量值传递到中央处理器进行集总式

处理,当子系统个数较多,子系统之间距离较大时,集

总式Kalman滤波算法的计算复杂度非常高, 数据传

输压力非常大, 因此集总式算法不适用于工程应用.

为了解决此问题, 出现了一些分布式状态估计算法.

文献 [8]针对连接关系较为简单的空间连接系统,利

用采样间隙计算子系统之间的互增益阵,可以取得较

好的估计精度. 但是当子系统连接关系较为复杂时,

算法的计算复杂度非常高. 文献 [1]针对空间连接系

统提出了一种分布式状态估计算法,但与最优的集总

式Kalman滤波相比,该算法的估计精度损失较大.文

献 [9-10]利用LMI技术设计分布式估计器,但是估计

器的递推实现较为困难.

本文针对文献 [6]提出的空间连接系统,设计了

一种与原系统具有相似空间分布结构的分布式状态

估计器. 该估计器只利用局部测量信息对本地子系统

的状态进行估计,降低了数据远距离传输带来的通讯

压力. 另外,所提出算法的分布式结构大幅度降低了

计算复杂度,并且具有递推计算的优点.

1 问问问题题题描描描述述述

符号说明如下: col(𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑛)表示矩阵

𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑛由上到下排列成一个矩阵; diag(𝑋1,

𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑛)为对角块矩阵, 对角线上第 𝑖个矩阵块

为𝑋𝑖; 𝑋𝑊 (★)T为𝑋𝑊𝑋T的简写.

考虑图 1所示的一维空间连接系统,假设其子系

统个数有限, 为 𝑠𝑚个. 单个子系统Σ (𝑠)的状态空间
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方程为

𝑥(𝑡+ 1, 𝑠) =

𝐴𝑇𝑇 (𝑡, 𝑠)𝑥(𝑡, 𝑠) +𝐵𝑇𝑃 (𝑡, 𝑠)𝑣𝑝(𝑡, 𝑠)+

𝐵𝑇𝑀 (𝑡, 𝑠)𝑣𝑚(𝑡, 𝑠)+𝐵𝑇 (𝑡, 𝑠)𝑢(𝑡, 𝑠), (1)

𝑣𝑝(𝑡, 𝑠− 1) =

𝐶𝑃𝑇 (𝑡, 𝑠)𝑥(𝑡, 𝑠) +𝑊𝑃𝑃 (𝑡, 𝑠)𝑣𝑝(𝑡, 𝑠)+

𝐿𝑃 (𝑡, 𝑠)𝑢(𝑡, 𝑠), (2)

𝑣𝑚(𝑡, 𝑠+ 1) =

𝐶𝑀𝑇 (𝑡, 𝑠)𝑥(𝑡, 𝑠)+𝑊𝑀𝑀 (𝑡, 𝑠)𝑣𝑚(𝑡, 𝑠)+

𝐿𝑀 (𝑡, 𝑠)𝑢(𝑡, 𝑠), (3)

𝑦(𝑡, 𝑠) = 𝐶𝑇 (𝑡, 𝑠)𝑥(𝑡, 𝑠) + 𝑑(𝑡, 𝑠). (4)

其中: 𝑥(𝑡, 𝑠) ∈ 𝑹𝑛𝑠为第 𝑠个子系统的状态向量,其初

始值𝑥(0, 𝑠)服从均值为 0、方差为Π (𝑠)的高斯分布;

𝑦(𝑡, 𝑠) ∈ 𝑹𝑚𝑠为第 𝑠个子系统的输出测量值; 𝑣𝑝(𝑡, 𝑠)

和 𝑣𝑚(𝑡, 𝑠)为子系统之间的连接变量, 𝑣𝑚(𝑡, 1) = 0,

𝑣𝑝(𝑡, 𝑠𝑚) = 0; 𝑢(𝑡, 𝑠)和 𝑑(𝑡, 𝑠)为白噪声序列, 其协方

差阵分别为𝑄(𝑡, 𝑠)和𝑅(𝑡, 𝑠). 为了叙述方便, 假设

𝑢(𝑡, 𝑠), 𝑑(𝑡, 𝑠)和𝑥(0, 𝑠)彼此之间不相关.
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图 1 空间连接系统

上述模型在空间连接系统的研究中广泛应

用[1,4-6]. 基于此模型, 本文将设计一个与滤波对象

具有相似空间连接结构的分布式状态估计器,并对估

计器的性能进行分析.

2 分分分布布布式式式状状状态态态估估估计计计器器器设设设计计计

当 𝑠 > 1时,由式 (2)可知

𝑣𝑚(𝑡, 𝑠) =

𝐶𝑀𝑇 (𝑡, 𝑠− 1)𝑥(𝑡, 𝑠− 1)+

𝑊𝑀𝑀 (𝑡, 𝑠− 1)𝑣𝑚(𝑡, 𝑠− 1)+

𝐿𝑀 (𝑡, 𝑠− 1)𝑢(𝑡, 𝑠− 1). (5)

当 𝑠 < 𝑠𝑚时,由式 (3)可知

𝑣𝑝(𝑡, 𝑠) =

𝐶𝑃𝑇 (𝑡, 𝑠+ 1)𝑥(𝑡, 𝑠+ 1)+

𝑊𝑃𝑃 (𝑡, 𝑠+ 1)𝑣𝑝(𝑡, 𝑠+ 1)+

𝐿𝑃 (𝑡, 𝑠+ 1)𝑢(𝑡, 𝑠+ 1). (6)

那么当 1 < 𝑠 < 𝑠𝑚时,将式 (5)代入 (3)可得

𝑣𝑚(𝑡, 𝑠+ 1) =

𝐶𝑀𝑇 (𝑡, 𝑠)𝑥(𝑡, 𝑠)+

𝑊𝑀𝑀 (𝑡, 𝑠)𝐶𝑀𝑇 (𝑡, 𝑠− 1)𝑥(𝑡, 𝑠− 1)+

𝑊𝑀𝑀 (𝑡, 𝑠)𝑊𝑀𝑀 (𝑡, 𝑠− 1)𝑣𝑚(𝑡, 𝑠− 1)+

𝑊𝑀𝑀 (𝑡, 𝑠)𝐿𝑀 (𝑡, 𝑠− 1)𝑢(𝑡, 𝑠− 1)+

𝐿𝑀 (𝑡, 𝑠)𝑢(𝑡, 𝑠). (7)

同理,将式 (6)代入 (2)可得

𝑣𝑝(𝑡, 𝑠− 1) =

𝐶𝑃𝑇 (𝑡, 𝑠)𝑥(𝑡, 𝑠)+

𝑊𝑃𝑃 (𝑡, 𝑠)𝐶𝑃𝑇 (𝑡, 𝑠+ 1)𝑥(𝑡, 𝑠+ 1)+

𝑊𝑃𝑃 (𝑡, 𝑠)𝑊𝑃𝑃 (𝑡, 𝑠+ 1)𝑣𝑃 (𝑡, 𝑠+ 1)+

𝑊𝑃𝑃 (𝑡, 𝑠)𝐿𝑃 (𝑡, 𝑠+ 1)𝑢(𝑡, 𝑠+ 1)+

𝐿𝑃 (𝑡, 𝑠)𝑢(𝑡, 𝑠). (8)

所以,当 𝑠 > 1时,有

𝑥(𝑡+ 1, 𝑠− 1) =

𝐴𝑇𝑇 (𝑡, 𝑠− 1)𝑥(𝑡, 𝑠− 1)+

𝐵𝑇𝑃 (𝑡, 𝑠− 1)𝐶𝑃𝑇 (𝑡, 𝑠)𝑥(𝑡, 𝑠)+

𝐵𝑇𝑃 (𝑡, 𝑠− 1)𝑊𝑃𝑃 (𝑡, 𝑠)𝐶𝑃𝑇 (𝑡, 𝑠+ 1)𝑥(𝑡, 𝑠+ 1)+

𝐵𝑇𝑃 (𝑡, 𝑠− 1)𝑊𝑃𝑃 (𝑡, 𝑠)𝑊𝑃𝑃 (𝑡, 𝑠+ 1)𝑣𝑝(𝑡, 𝑠+ 1)+

𝐵𝑇𝑀 (𝑡, 𝑠− 1)𝑣𝑚(𝑡, 𝑠− 1)+

𝐵𝑇 (𝑡, 𝑠− 1)𝑢(𝑡, 𝑠− 1)+

𝐵𝑇𝑃 (𝑡, 𝑠− 1)𝐿𝑃 (𝑡, 𝑠)𝑢(𝑡, 𝑠)+

𝐵𝑇𝑃 (𝑡, 𝑠− 1)𝑊𝑃𝑃 (𝑡, 𝑠)𝐿𝑃 (𝑡, 𝑠+ 1)𝑢(𝑡, 𝑠+ 1). (9)

当 𝑠 < 𝑠𝑚时,有

𝑥(𝑡+ 1, 𝑠+ 1) =

𝐵𝑀𝑇 (𝑡, 𝑠+ 1)𝑊𝑀𝑀 (𝑡, 𝑠)×
𝐶𝑀𝑇 (𝑡, 𝑠− 1)𝑥(𝑡, 𝑠− 1)+

𝐵𝑇𝑀 (𝑡, 𝑠+ 1)𝐶𝑀𝑇 (𝑡, 𝑠)𝑥(𝑡, 𝑠)+

𝐴𝑇𝑇 (𝑡, 𝑠+ 1)𝑥(𝑡, 𝑠+ 1)+

𝐵𝑇𝑃 (𝑡, 𝑠+ 1)𝑣𝑝(𝑡, 𝑠+ 1)+

𝐵𝑇𝑀 (𝑡, 𝑠+ 1)𝑊𝑀𝑀 (𝑡, 𝑠)×
𝑊𝑀𝑀 (𝑡, 𝑠− 1)𝑣𝑚(𝑡, 𝑠− 1)+

𝐵𝑇𝑀 (𝑡, 𝑠+ 1)𝑊𝑀𝑀 (𝑡, 𝑠)×
𝐿𝑀 (𝑡, 𝑠− 1)𝑢(𝑡, 𝑠− 1)+

𝐵𝑇𝑀 (𝑡, 𝑠+ 1)𝐿𝑀 (𝑡, 𝑠)𝑢(𝑡, 𝑠)+

𝐵𝑇 (𝑡, 𝑠+ 1)𝑢(𝑡, 𝑠+ 1). (10)

当 1 < 𝑠 < 𝑠𝑚时,定义

𝑥𝑜(𝑡, 𝑠) =

col(𝑥(𝑡, 𝑠− 1), 𝑥(𝑡, 𝑠), 𝑥(𝑡, 𝑠+ 1)), (11)
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𝑦𝑜(𝑡, 𝑠) =

col(𝑦(𝑡, 𝑠− 1), 𝑦(𝑡, 𝑠), 𝑦(𝑡, 𝑠+ 1)), (12)

𝑢𝑜(𝑡, 𝑠) =

col(𝑢(𝑡, 𝑠− 1), 𝑢(𝑡, 𝑠), 𝑢(𝑡, 𝑠+ 1)), (13)

𝑣𝑜(𝑡, 𝑠) =

col(𝑣𝑝(𝑡, 𝑠+ 1), 𝑣𝑚(𝑡, 𝑠− 1)), (14)

𝑑𝑜(𝑡, 𝑠) =

col(𝑑(𝑡, 𝑠− 1), 𝑑(𝑡, 𝑠), 𝑑(𝑡, 𝑠+ 1)). (15)

系统 (1)∼ (4)转化为

𝑥𝑜(𝑡+ 1, 𝑠) =

𝐴𝑜(𝑡, 𝑠)𝑥𝑜(𝑡, 𝑠) + 𝐸𝑜(𝑡, 𝑠)𝑣𝑜(𝑡, 𝑠)+

𝐵𝑜(𝑡, 𝑠)𝑢𝑜(𝑡, 𝑠), (16)

𝑦𝑜(𝑡, 𝑠) = 𝐶𝑜(𝑡, 𝑠)𝑥𝑜(𝑡, 𝑠) + 𝑑𝑜(𝑡, 𝑠), (17)

其中矩阵𝐴𝑜(𝑡, 𝑠), 𝐵𝑜(𝑡, 𝑠), 𝐸𝑜(𝑡, 𝑠), 𝐶𝑜(𝑡, 𝑠), 𝑄𝑜(𝑡, 𝑠)

和𝑅𝑜(𝑡, 𝑠)的定义根据上述推导过程得到.

变换后的子系统 Σ̂ (𝑠)描述的是子系统Σ (𝑠)与

前后两个子系统联合的输入输出关系.因为原系统的

状态𝑥(𝑡, 𝑠)包含在状态𝑥𝑜(𝑡, 𝑠)中,所以针对模型 (16)

和 (17)所设计的状态估计器便可以估计原系统状态.

本文所设计的分布式状态估计器的递推形式为

⋅ ⋅ ⋅ → �̂�𝑤(𝑡∣𝑡, 𝑠) → 𝑣(𝑡∣𝑡, 𝑠) →
�̂�𝑤(𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠) → 𝑣(𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠) → ⋅ ⋅ ⋅ .

其中: �̂�𝑤(𝑡∣𝑡, 𝑠)为子系统状态的估计值, 𝑣(𝑡∣𝑡, 𝑠)为子
系统连接变量的估计值.

Step 1: 由 �̂�𝑤(𝑡∣𝑡, 𝑠)得到 𝑣(𝑡∣𝑡, 𝑠). 假设 𝑡时刻,在

测量数据 {𝑦𝑖∣𝑡𝑖=0}已知的情况下, 系统状态𝑥(𝑡, 𝑠)的

最优估计值为 �̂�𝑤(𝑡∣𝑡, 𝑠), 外部输入的最优估计值为
�̂�(𝑡∣𝑡, 𝑠) = 0,那么根据式 (2)和 (3)可以求出子系统之

间连接变量的估计值

𝑣𝑝(𝑡∣𝑡, 𝑠− 1) =

𝐶𝑃𝑇 (𝑡∣𝑡, 𝑠)𝑥𝑤(𝑡∣𝑡, 𝑠)+
𝑊𝑃𝑃 (𝑡, 𝑠)𝑣𝑝(𝑡∣𝑡, 𝑠), 𝑣𝑝(𝑡∣𝑡, 𝑠𝑚) = 0, (18)

𝑣𝑚(𝑡∣𝑡, 𝑠+ 1) =

𝐶𝑀𝑇 (𝑡∣𝑡, 𝑠)𝑥𝑤(𝑡∣𝑡, 𝑠)+
𝑊𝑀𝑀 (𝑡, 𝑠)𝑣𝑚(𝑡∣𝑡, 𝑠), 𝑣𝑚(𝑡∣𝑡, 1) = 0. (19)

由此, 根据 𝑣𝑜(𝑡, 𝑠)的定义式 (14)可以得到其估计值

𝑣𝑜(𝑡∣𝑡, 𝑠). 子系统连接变量是在空间上传递的量,所以

其估计涉及到空间上的递推.

Step 2:由 �̂�𝑤(𝑡∣𝑡, 𝑠)和 𝑣(𝑡∣𝑡, 𝑠)得到 �̂�𝑤(𝑡+1∣𝑡+1,

𝑠). 当式 (16)中的子系统连接变量 𝑣𝑜(𝑡, 𝑠)由其估计值

代替时,系统 (16)和 (17)便可以看作是含有确定性输

入𝐸𝑜(𝑡, 𝑠)𝑣𝑜(𝑡∣𝑡, 𝑠)的状态空间方程. 利用Kalman滤

波可以求出 𝑡+1时刻的估计值 �̂�𝑜(𝑡+1∣𝑡+1, 𝑠),具体

如下所示:

1)初始化. �̂�0(0∣0, 𝑠)(𝑠 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑚 − 1)的求

取如下所示:

𝑃𝑜(0, 𝑠) =

diag[Π (𝑠− 1),Π (𝑠),Π (𝑠+ 1)],

𝑃𝑜(0∣0, 𝑠) =
[𝑃−1

𝑜 (0, 𝑠) + 𝐶T
𝑜 (0, 𝑠)𝑅

−1
𝑜 (0, 𝑠)𝐶𝑜(0, 𝑠)]

−1,

�̂�𝑜(0∣0, 𝑠) =
𝑃𝑜(0∣0, 𝑠)𝐶T

𝑜 (0, 𝑠)𝑅
−1
𝑜 (0, 𝑠)𝑦𝑜(0, 𝑠).

2)状态更新. 状态 �̂�𝑜(𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠)(𝑠 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑠𝑚 − 1)的求取如下所示:

�̂�𝑜(𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠) =

𝐴𝑜(𝑡, 𝑠)�̂�
𝑤
𝑜 (𝑡∣𝑡, 𝑠) + 𝐸𝑜(𝑡, 𝑠)𝑣𝑜(𝑡∣𝑡, 𝑠)+

𝑃𝑜(𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠)𝐶T
𝑜 (𝑡+ 1, 𝑠)𝑅−1

𝑜 (𝑡+ 1, 𝑠)×
[𝑦𝑜(𝑡+ 1, 𝑠)− 𝐶𝑜(𝑡+ 1, 𝑠)𝐴𝑜(𝑡, 𝑠)�̂�

𝑤
𝑜 (𝑡∣𝑡, 𝑠)−

𝐶𝑜(𝑡+ 1, 𝑠)𝐸(𝑡, 𝑠)𝑣𝑜(𝑡∣𝑡, 𝑠)], (20)

𝑃𝑜(𝑡+ 1∣𝑡, 𝑠) =
𝐴𝑜(𝑡, 𝑠)𝑃𝑜(𝑡∣𝑡, 𝑠)𝐴T

𝑜 (𝑡, 𝑠)+

𝐵𝑜(𝑡, 𝑠)𝑄𝑜(𝑡, 𝑠)𝐵
T
𝑜 (𝑡, 𝑠), (21)

𝑅𝑒𝑜(𝑡+ 1, 𝑠) =

𝑅𝑜(𝑡+ 1, 𝑠) + 𝐶𝑜(𝑡+ 1, 𝑠)×
𝑃𝑜(𝑡+ 1∣𝑡, 𝑠)𝐶T

𝑜 (𝑡+ 1, 𝑠), (22)

𝑃𝑜(𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠) =

𝑃𝑜(𝑡+ 1∣𝑡, 𝑠)− [𝑃𝑜(𝑡+ 1∣𝑡, 𝑠)×
𝐶T

𝑜 (𝑡+ 1, 𝑠)]𝑅−1
𝑒𝑜 (𝑡+ 1, 𝑠)[★]T. (23)

由式 (11)可知,第 𝑠(2 < 𝑠 < 𝑠𝑚 − 1)个子系统的状态

估计值 �̂�(𝑡 + 1∣𝑡 + 1, 𝑠)包含在 �̂�𝑜(𝑡 + 1∣𝑡 + 1, 𝑠 − 1),

�̂�𝑜(𝑡 + 1∣𝑡 + 1, 𝑠)和 �̂�𝑜(𝑡 + 1∣𝑡 + 1, 𝑠 + 1)中, 分别为

[�̂�𝑜(𝑡+1∣𝑡+1, 𝑠−1)]3, [�̂�𝑜(𝑡+1∣𝑡+1, 𝑠)]2和 [�̂�𝑜(𝑡+1∣𝑡+
1, 𝑠+ 1)]1三种形式. 为了提高估计精度, 𝑥(𝑡+ 1, 𝑠)的

综合估计值 �̂�𝑤(𝑡+1∣𝑡+1, 𝑠)通过加权方式求得,权值

分别为相应估计值的估计误差协方差阵的逆矩阵,即

�̂�𝑤(𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠) =

{[𝑃−1
𝑜 (𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠− 1)]33+

[𝑃−1
𝑜 (𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠)]22+

[𝑃−1
𝑜 (𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠+ 1)−1]11}−1×

{[𝑃−1
𝑜 (𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠− 1)]−1

33 ×
[�̂�𝑜(𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠− 1)]3+

[𝑃−1
𝑜 (𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠)]−1

22 [�̂�𝑜(𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠)]2+
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[𝑃−1
𝑜 (𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠+ 1)−1]11×

�̂�𝑜(𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠+ 1)]1}. (24)

在式 (24)中,矩阵𝑃𝑜(𝑡 + 1∣𝑡 + 1, 𝑠)被分成 3 × 3

的矩阵块,每个矩阵块的位置用下标表示. 按照同样

的方式可以求得第 1个和最后 1个子系统的状态估

计值.式 (18)∼ (23)结合 (24)即可完成从 �̂�𝑤(𝑡∣𝑡, 𝑠)到
�̂�𝑤(𝑡 + 1∣𝑡 + 1, 𝑠)的分布递推计算.由以上算法可知,

对第 𝑠个子系统进行状态估计,只需要利用第 𝑠个子

系统和相邻两个子系统的输出测量值即可.

3 算算算法法法性性性能能能及及及计计计算算算复复复杂杂杂度度度分分分析析析

分布式系统的集总式形式为

�̄�(𝑡+ 1) = 𝐴(𝑡)�̄�(𝑡) + �̄�(𝑡)�̄�(𝑡), (25)

𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑡)�̄�(𝑡) + 𝑑(𝑡). (26)

其中

�̄�(𝑡) = col(𝑥(𝑡, 𝑠)∣𝑠𝑚𝑠=1),

�̄�(𝑡) = col(𝑢(𝑡, 𝑠)∣𝑠𝑚𝑠=1),

𝑦(𝑡) = col(𝑦(𝑡, 𝑠)∣𝑠𝑚𝑠=1),

𝑑(𝑡) = col(𝑑(𝑡, 𝑠)∣𝑠𝑚𝑠=1),

𝐶(𝑡) = diag(𝐶𝑇 (𝑡, 𝑠)∣𝑠𝑚𝑠=1),

𝐴(𝑡) = [𝐴𝑖𝑗(𝑡)]𝑠𝑚×𝑠𝑚 ,

�̄�(𝑡) = [𝐵𝑖𝑗(𝑡)]𝑠𝑚×𝑠𝑚 .

𝐴𝑖𝑗(𝑡) =⎧⎨⎩

𝐴𝑇𝑇 (𝑖, 𝑡), 𝑖 = 𝑗;

𝐵𝑇𝑃 (𝑖, 𝑡)
( 𝑗−1∏
𝑘=𝑖+1

𝑊𝑃𝑃 (𝑘, 𝑡)
)
𝐶𝑃𝑇 (𝑗, 𝑡), 𝑖 < 𝑗;

𝐵𝑇𝑀 (𝑖, 𝑡)
( 𝑗+1∏
𝑘=𝑖−1

𝑊𝑀𝑀 (𝑘, 𝑡)
)
𝐶𝑀𝑇 (𝑗, 𝑡), 𝑖 > 𝑗.

𝐵𝑖𝑗(𝑡) =⎧⎨⎩

𝐵𝑇 (𝑖, 𝑡), 𝑖 = 𝑗;

𝐵𝑇𝑃 (𝑖, 𝑡)
( 𝑗−1∏
𝑘=𝑖+1

𝑊𝑃𝑃 (𝑘, 𝑡)
)
𝐿𝑃 (𝑗, 𝑡), 𝑖 < 𝑗;

𝐵𝑇𝑀 (𝑖, 𝑡)
( 𝑗+1∏
𝑘=𝑖−1

𝑊𝑀𝑀 (𝑘, 𝑡)
)
𝐿𝑀 (𝑗, 𝑡), 𝑖 > 𝑗.

定义如下矩阵:

𝐹 (𝑡) = 𝐴(𝑡)− 𝜑(𝑡)�̄�𝑓 (𝑡+ 1)𝐸7𝐶(𝑡+ 1)𝐴(𝑡), (27)

Ψ(𝑡) =

[𝜑(𝑡)�̄�𝑓 (𝑡+ 1)𝐸7𝐶(𝑡+ 1)�̄�(𝑡) + �̄�(𝑡)]�̄�(𝑡)[★]T+

[𝜑(𝑡)�̄�𝑓 (𝑡+ 1)𝐸7]�̄�(𝑡+ 1)[★]T, (28)

�̄�𝑓 (𝑡) = diag{𝑃𝑜(𝑡∣𝑡, 𝑠)𝐶T
𝑜 (𝑡, 𝑠)𝑅

−1
0 (𝑡, 𝑠)∣𝑠𝑚𝑠=2}, (29)

�̄�(𝑡) = diag{𝑄(𝑡, 𝑠)∣𝑠𝑚𝑠=2}, (30)

�̄�(𝑡) = diag{𝑅(𝑡, 𝑠)∣𝑠𝑚𝑠=2}. (31)

其中

𝜑(𝑡) =

[(𝐸1𝑃1(𝑡+ 1)𝐸T
1 )

−1 + (𝐸2𝑃2(𝑡+ 1)𝐸T
2 )

−1+

𝐸3𝑃3(𝑡+ 1)𝐸T
3 )

−1]−1[(𝐸1𝑃1(𝑡+ 1)𝐸T
1 )

−1𝐸4+

(𝐸2𝑃2(𝑡+ 1)𝐸T
2 )

−1𝐸5 + (𝐸3𝑃3(𝑡+ 1)𝐸T
3 )

−1𝐸6],

𝐸1 =

diag(𝐼𝑛, [0𝑛
√
2𝐼𝑛0𝑛], [0𝑛 0𝑛𝐼𝑛], ⋅ ⋅ ⋅ ,

[0𝑛 0𝑛𝐼𝑛], [0𝑛 0𝑛 𝐼𝑛], 𝐼𝑛),

𝐸2 =

diag(𝐼𝑛, [0𝑛
√
2𝐼𝑛 0𝑛], [0𝑛 𝐼𝑛 0𝑛], ⋅ ⋅ ⋅ ,

[0𝑛 𝐼𝑛 0𝑛], [0𝑛
√
2𝐼𝑛 0𝑛], 𝐼𝑛),

𝐸3 =

diag(𝐼𝑛, [𝐼𝑛 0𝑛 0𝑛], [𝐼𝑛 0𝑛 0𝑛], ⋅ ⋅ ⋅ ,
[𝐼𝑛 0𝑛 0𝑛], [0𝑛

√
2𝐼𝑛 0𝑛], 𝐼𝑛),

𝐸4 =

diag(𝐼𝑛, 𝐼𝑛, 𝐼𝑛, [0𝑛 0𝑛 𝐼𝑛], [0𝑛 0𝑛 𝐼𝑛], ⋅ ⋅ ⋅ ,
[0𝑛 0𝑛 𝐼𝑛]),

𝐸5 =

diag(𝐼𝑛, 𝐼𝑛, [0𝑛 0𝑛 𝐼𝑛], [0𝑛 0𝑛 𝐼𝑛], ⋅ ⋅ ⋅ ,
[0𝑛 0𝑛 𝐼𝑛], 𝐼𝑛),

𝐸6 =

diag(𝐼𝑛, [0𝑛 0𝑛 𝐼𝑛], [0𝑛 0𝑛 𝐼𝑛], ⋅ ⋅ ⋅ ,
[0𝑛 0𝑛 𝐼𝑛], 𝐼𝑛, 𝐼𝑛),

𝐸7 =

col([𝐼3𝑛 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0], [0𝐼3𝑛 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0], ⋅ ⋅ ⋅ ,
[0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 ‘𝐼3𝑛]),

𝑃1(𝑡) =

diag(𝐼𝑛, 𝑃𝑛(𝑡∣𝑡, 2), 𝑃𝑛(𝑡∣𝑡, 2), 𝑃𝑛(𝑡∣𝑡, 3),
⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑛(𝑡∣𝑡, 𝑠𝑚 − 2), 𝐼𝑛),

𝑃2(𝑡) =

diag(𝐼𝑛, 𝑃𝑛(𝑡∣𝑡, 2), 𝑃𝑛(𝑡∣𝑡, 3), 𝑃𝑛(𝑡∣𝑡, 4), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑃𝑛(𝑡∣𝑡, 𝑠𝑚 − 1), 𝐼𝑛),

𝑃3(𝑡) =

diag(𝐼𝑛, 𝑃𝑛(𝑡∣𝑡, 3), 𝑃𝑛(𝑡∣𝑡, 4), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑃𝑛(𝑡∣𝑡, 𝑠𝑚 − 1), 𝑃𝑛(𝑡∣𝑡, 𝑠𝑚 − 1), 𝐼𝑛).

第 2节给出的分布式算法收敛性的分析结果由

以下定理给出.

定理 1 当且仅当以下条件得到满足时,分布式
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状态估计算法收敛:

1)分布式系统 (1)∼ (4)的参数时不变, {𝐴𝑜(𝑡, 𝑠),

𝐵𝑜(𝑡, 𝑠)𝑄
1/2
𝑜 (𝑡, 𝑠)}可镇定, {𝐴𝑜(𝑡, 𝑠), 𝐶𝑜(𝑡, 𝑠)}可检测.

2)矩阵𝐹 (𝑡)稳定.

证证证明明明 定义

ˆ̄𝑥𝑜(𝑡+ 1∣𝑡+ 1) = diag[�̂�𝑜(𝑡+ 1∣𝑡+ 1, 𝑠)∣𝑠𝑚−1
𝑠=2 ],

ˆ̄𝑥𝑤(𝑡∣𝑡) = diag[�̂�𝑤(𝑡∣𝑡, 𝑠)∣𝑠𝑚𝑠=1],

则由式 (20)可得

ˆ̄𝑥𝑜(𝑡+ 1∣𝑡+ 1) =

𝐸7𝐴(𝑡)ˆ̄𝑥𝑤(𝑡∣𝑡) + �̄�𝑓 (𝑡+ 1)𝐸7×
[𝑦(𝑡+ 1)− 𝐶(𝑡+ 1)𝐴(𝑡)ˆ̄𝑥𝑤(𝑡∣𝑡)]. (32)

式 (24)的集总式形式可以表示为

ˆ̄𝑥𝑤(𝑡+ 1∣𝑡+ 1) = 𝜑(𝑡)ˆ̄𝑥𝑜(𝑡+ 1∣𝑡+ 1). (33)

因为𝜑(𝑡)𝐸7 = 𝐼 ,所以将式 (32)代入(33)可得

ˆ̄𝑥𝑤(𝑡+ 1∣𝑡+ 1) =

𝐴(𝑡)ˆ̄𝑥𝑤(𝑡∣𝑡) + 𝜑(𝑡)�̄�𝑓 (𝑡+ 1)𝐸7×
[𝑦(𝑡+ 1)− 𝐶(𝑡+ 1)𝐴(𝑡)ˆ̄𝑥𝑤(𝑡∣𝑡)]. (34)

定义 ˜̄𝑥(𝑡∣𝑡) = �̄�(𝑡)− ˆ̄𝑥𝑤(𝑡∣𝑡),由式 (25)和 (34)可得

˜̄𝑥(𝑡+ 1∣𝑡+ 1) =

[𝐴(𝑡)− 𝜑(𝑡)�̄�𝑓 (𝑡+ 1)𝐸7𝐶(𝑡+ 1)𝐴(𝑡)]×
˜̄𝑥(𝑡∣𝑡) + �̄�(𝑡)�̄�(𝑡)− 𝜑(𝑡)�̄�𝑓 (𝑡+ 1)𝐸7×
[𝐶(𝑡+ 1)�̄�(𝑡)�̄�(𝑡) + 𝑑(𝑡+ 1)]. (35)

定义估计误差的协方差阵为

𝑃𝑙(𝑡) = 𝐸{˜̄𝑥(𝑡∣𝑡)˜̄𝑥T(𝑡∣𝑡)},
由式 (35)可得

𝑃𝑙(𝑡+ 1) =

[𝐴(𝑡)− 𝜑(𝑡)�̄�𝑓 (𝑡+ 1)𝐸7𝐶(𝑡+ 1)𝐴(𝑡)]𝑃𝑙(𝑡)[★]
T+

[𝜑(𝑡)�̄�𝑓 (𝑡+ 1)𝐸7𝐶(𝑡+ 1)�̄�(𝑡) + �̄�(𝑡)]�̄�(𝑡)[★]T+

[𝜑(𝑡)�̄�𝑓 (𝑡+ 1)𝐸7]�̄�(𝑡+ 1)[★]T =

𝐹 (𝑡)𝑃𝑙(𝑡)𝐹
T(𝑡) +Ψ(𝑡). (36)

另外,由式 (21)∼ (23)可得

𝑃𝑜(𝑡+ 1∣𝑡, 𝑠) =
𝐴𝑜(𝑡)𝑃𝑜(𝑡∣𝑡− 1, 𝑠)𝐴T

𝑜 (𝑡)−𝐴𝑜(𝑡, 𝑠)×
𝑃𝑜(𝑡∣𝑡, 𝑠)𝐶T

𝑜 (𝑡, 𝑠)
[
𝑅𝑜(𝑡, 𝑠) + 𝐶𝑜(𝑡, 𝑠)𝑃𝑜𝐶

T
𝑜 (𝑡, 𝑠)

]−1 ×
𝐶𝑜(𝑡, 𝑠)𝑃𝑜(𝑡∣𝑡− 1, 𝑠)𝐴T

𝑜 (𝑡, 𝑠)+

𝐵𝑜(𝑡, 𝑠)𝑄𝑜(𝑡, 𝑠)𝐵
T
𝑜 (𝑡, 𝑠). (37)

式 (37)为Riccati递推式,当条件 1)满足时, 𝑃𝑜(𝑡∣𝑡−1,

𝑠)收敛到惟一的半正定矩阵, 记为𝑃𝑜(𝑠), 此时矩阵

𝑃𝑜(𝑡∣𝑡, 𝑠)同样收敛到一个半正定矩阵, 记为𝑃 (𝑠), 则

式(36)收敛到一常系数Lyapunov递推式. 由Lyapunov

递推式的性质[11]可知,当矩阵𝐹 (𝑡)稳定时,矩阵𝑃𝑙(𝑡)

收敛到一个半正定矩阵𝑃𝑙. 所以当条件 1)和条件 2)

得到满足时,分布式算法收敛.

另一方面, 当分布式算法收敛时, 要求矩阵序

列𝑃𝑜(𝑡∣𝑡− 1, 𝑠)收敛到惟一的半正定矩阵𝑃𝑜(𝑠),则条

件 1)必须得到满足. 除此之外,还要求Lyapunov递推

式 (36)收敛,则条件 2)必须得到满足. 所以条件 1)和

条件 2)也是分布式算法收敛的必要条件. □

下面分析算法的计算复杂度.为了叙述简洁,假

设所有子系统状态向量维数相同, 记为𝑛. 对于集总

式Kalman滤波,集总式状态的维数为 𝑠𝑚𝑛,则其计算

复杂度为𝒪((𝑠𝑚𝑛)𝑎),其中 𝑎 ∈ [2 3]. 由式 (18)∼ (24)

可得, 分布式算法的计算复杂度为𝒪(𝑠𝑚𝑛𝑎). 由此可

知,在子系统个数较多时,与集总式Kalman滤波相比,

本文所提出的分布式滤波算法大幅度降低了计算复

杂度.

4 数数数值值值仿仿仿真真真

虽然本文所考虑的系统 (1)∼ (4)可以是时变和

空变系统,但为了方便,本节对一个线性定常系统进

行仿真,模型参数如下:

𝐴𝑇𝑇 (𝑡, 𝑠) =

[
0.4

−0.35

]
, 𝐵𝑇 (𝑡, 𝑠) =

[
0.1

0.2

]
,

𝐶𝑇 (𝑡, 𝑠) = [0.3 − 0.8], 𝐶𝑃𝑇 (𝑡, 𝑠) = [−0.4 0.6],

𝐵𝑇𝑀 (𝑡, 𝑠) =

[
0.3

−0.5

]
, 𝐵𝑇𝑃 (𝑡, 𝑠) =

[
0

−0.5

]
,

𝐶𝑀𝑇 (𝑡, 𝑠) = [0.5 0.2], 𝑊𝑀𝑀 (𝑡, 𝑠) = −0.1,

𝑊𝑃𝑃 (𝑡, 𝑠) = 0.1, 𝐿𝑃 (𝑡, 𝑠) = 1, 𝐿𝑀 (𝑡, 𝑠) = −1.

其中: 初始值𝑥(0, 𝑠)服从标准正态分布, 𝑢(𝑡, 𝑠)和 𝑑(𝑡,

𝑠)分别是均值为 0、方差为单位阵的白噪声序列. 本

文将新算法和集总式Kalman滤波、文献 [1]算法进行

比较,子系统个数为 𝑠𝑚 = 300,独立实验次数为Num

= 100,采样时间为𝑇 = 100. 将 100次仿真实验的估

计误差方差的平均值作为衡量估计精度的指标,所有

子系统估计误差方差的比较结果如图 2所示. 由图 2

可见,本文算法的估计精度高于文献 [1]算法,与最优

的集总式Kalman滤波算法相比, 本文算法估计精度

的损失并不是很大.
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图 2 估计误差比较
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为了比较计算复杂度,进行如下实验.子系统个

数分别取值为 [50 100 150 200 250 300 350 400],

将 3种算法递推 100步所消耗的CPU时间进行比较,

结果如图 3所示.
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图 3 计算时间比较

由图 3可见, 本文算法和文献 [1]算法的计算时

间均随子系统个数的增加线性增大, 集总式Kalman

滤波的计算时间以子系统个数高次幂的速度增大.当

子系统个数较大时,分布式算法的计算时间远小于集

总式Kalman滤波,这与第 3节的分析结果相符.

5 结结结 论论论

本文针对时变和空变的空间连接系统,提出了一

种分布式状态估计算法,并分析了算法的收敛性. 该

算法能够估计子系统状态和子系统连接变量,且由于

利用局部测量信息对本地子系统进行状态估计,避免

了数据远距离传输带来的通讯压力. 仿真实验表明了

与最优集总式Kalman滤波相比, 在牺牲少量滤波精

度的情况下, 所提出算法大幅降低了计算复杂度,且

与文献 [1]算法相比,在计算精度上也占有一定优势.
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