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摘 要: 根据 Forman的离散Morse理论的特点,提出一种基于离散Morse理论的优化模型. 该模型在 3维及以上空

间点构建离散Morse函数进行最优化,得到了问题的最优解或近似最优解. 同时,证明了所构建的函数确实是复形上

的离散Morse函数. 利用 4个典型的测试函数进行仿真实验,结果表明了该模型的有效性,且该模型尤其适用于解决

大数据量的优化问题.从聚类的过程即目标函数的优化过程这一角度考虑,尝试将优化模型应用于聚类分析.仿真实

验结果表明,所提出的算法能较好地划分数据点重叠区域的聚类形状,验证了所提出算法的可行性和有效性.
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Abstract: An optimization model based on the discrete Morse theory is presented for the characteristics of Forman’s theory,

which can obtain an optimal value or approximate optimal one by the algorithm of constructing a discrete Morse function

in 3D space and above. The experimental results show that this model is effective for applications and especially for the

optimization problem of a large amount of data. Based on an optimization model based on discrete Morse theory, the

clustering framework is proposed. The experimental results on synthetic and UCI data sets show that the proposed algorithm

can successfully divide data points overlapping into the feature space to many correct clusters, and also show the feasibility

and effectiveness of the algorithm.
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0 引引引 言言言

聚类[1]就是将数据对象分成多个类或簇,在同一

个簇中对象相似度高,而在不同簇中对象的相似度低.

将空间样本数据进行聚类转换成基于聚类目标函数

的优化问题,由此产生了很多计算智能技术—–用于

聚类分析的融合算法[2-5],如模糊控制、神经网络、进

化计算、群体智能、人工生命和DNA计算.基于计算

智能的聚类分析模型对处理目标的特性具有良好的

适应能力, 弥补了传统聚类算法的缺点及不足, 从而

取得了良好的效果.但是, 随着数据挖掘技术应用领

域的不断扩展, 数据挖掘系统通常面对的是更为复

杂、任意分布、任意大小和密度的数据集,因此,提出

一种新的技术应用于聚类分析具有重要意义.

受文献 [6-7]中离散Morse理论的启发, 本文尝

试在 3维及以上的离散空间𝐾对任意给定的 𝑓 : 𝐾

→ 𝑅进行优化分析,构造最优离散Morse函数, 产生

尽可能少的临界单元, 从而得到函数的最优值或接

近最优值. 根据上述思想构建一种基于离散Morse

理论的优化模型,以解决离散Morse理论的优化问题,

并将该优化模型应用于聚类分析, 提出一种基于离

散Morse优化模型的聚类算法. 该算法采用基于核密

度估计的层次聚类的思想,根据离散Morse优化模型

得到密度函数的极值,同时根据构造的离散梯度向量

场得到以极值点为聚类中心的数据集的初始划分;然

后, 通过临界单元的抵消算法对初始聚类进行合并,

产生不同层次的划分模式. 实验分别在人工数据集

收稿日期: 2012-04-26；修回日期: 2013-09-24.

基金项目: 国家自然科学基金项目 (60873058, 60743010)；山东省“泰山学者”建设工程专项项目.

作者简介: 张建萍(1979−),女,讲师,博士,从事数据挖掘、遗传算法的研究；刘希玉(1964-),男,教授,博士生导师,从

事数据挖掘、计算智能等研究.



348 控 制 与 决 策 第 29 卷

和UCI数据库中的Haberman’s Survival数据集上进

行. 理论分析和仿真实验结果均表明,该算法能够发

现任意形状、大小和密度的聚类,能较好地划分数据

点重叠区域的聚类形状,并验证了所提出算法的可行

性和有效性.

1 离离离散散散Morse理理理论论论优优优化化化模模模型型型
受离散Morse理论中离散梯度向量场这一特点

的启发, 提出一种离散结构的优化模型.单纯复形是

一种很重要的研究离散结构拓扑属性的工具.

首先, 给出本文所用到的相关符号表示及术

语. 有限数据集为𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛} ⊂ 𝑅𝑛; 数据

集的映射函数ℎ : 𝑋 → 𝑅1; 离散曲面为𝑆 = {(𝑥𝑖,

ℎ(𝑥𝑖))∣𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛} ⊂ 𝑅𝑛+1; 每个几何无关点组

𝜎 = (𝑎0, 𝑎1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑞)决定的最小凸集称为𝐸𝑛中的

一个 𝑞维单形, 记为𝜎(𝑞), 𝜎(𝑞)的连接点 𝑎𝑖 /∈ 𝜎(𝑞)形

成的凸集即为 𝑞 + 1维单形𝜎(𝑞+1); 定义maxℎ(𝜎) =

max
0⩽𝑗⩽𝑖

{ℎ(𝑎𝑗)}.

下面给出顶点𝑥的邻域的定义.

定定定义义义 1[8] 𝑥的较小星域𝑆(𝑥)由𝑥的所有依附

面组成,包括𝑥本身且满足 𝑔(𝑥) = max 𝑔(𝛼),即

𝑆(𝑥) = {𝛼 ∈ 𝐾∣𝑥 ∈ 𝛼, 𝑔(𝑥) = max
𝑦∈𝛼

𝑔(𝑦)}.
定定定义义义 2[8] 𝑥较小链域𝐿(𝑥)由𝑆(𝑥)的所有单形

中不包含𝑥的面组成,且满足 𝑔(𝑥) > max 𝑔(𝑣),即

𝐿(𝑥) = {𝜐 ∈ 𝐾∣𝜐 ⊆ 𝛼 ∈ 𝑆(𝑥), 𝜐
∩
𝑥 = 𝜙}.

1.1 离离离散散散结结结构构构—–单单单纯纯纯复复复形形形

曲面的离散化是通过基于凸包的三角剖分实现

的,对曲面的三角剖分形成单纯复形. hull(𝑋)表示数

据集𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛} ⊂ 𝑅𝑛形成的凸包. 对于凸

包内的点𝑥𝑖 ∈ 𝑋 ,对应于曲面上点 (𝑥𝑖, ℎ(𝑥𝑖))存在其

邻域同胚于𝑅𝑛; 对于凸包上的点𝑥𝑖 ∈ 𝑋 , 对应于曲

面上的点 (𝑥𝑖, ℎ(𝑥𝑖))存在其邻域同胚于𝑅𝑛的半球,故

曲面的三角剖分是一个有边界的𝑛维流形. 对于曲面

的三角剖分, 分两步得到其单纯复形. 首先, 在数据

集𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛} ⊂ 𝑅𝑛上进行Delaunay三角

剖分.一个 𝑞+1维单形是通过 𝑞维单形与点𝑥𝑖 ∈ 𝑋连

接形成,且 𝑞 + 1维单形的外接球内不存在其他点. 然

后,对每个数据点𝑥𝑖提升ℎ(𝑥𝑖),即可得到曲面的单纯

复形. 本文以𝐹1为例随机产生 30 000个坐标点生成

曲面单纯复形 (部分), 如图 1所示. 表 1为运算实例

(30 000个坐标点)建立单纯复形的时间.

表 1 运算实例 (30 000个坐标点)

建立单纯复形的时间

实例 𝐹1 𝐹2 𝐹3 𝐹4

CPU/s 0.028 0.032 0.038 0.05

图 1 剖分后生成的曲面单纯复形 (部分)

1.2 离离离散散散Morse理理理论论论

定定定义义义 3[6](离散Morse函数) 将复形𝐾的每个单

形映射为一个实数函数 𝑓 : 𝐾 → 𝑅, 称为离散Morse

函数. 此函数满足: 对于每个单形𝛼(𝑝) ∈ 𝐾,有

#{𝜏 (𝑃+1) > 𝛼(𝑝) : 𝑓(𝜏) ⩽ 𝑓(𝛼)} ⩽ 1, (1)

#{𝜐(𝑝−1) < 𝛼(𝑝) : 𝑓(𝜐) ⩾ 𝑓(𝛼)} ⩽ 1. (2)

定定定义义义 4[6](临界单形) 设 𝑓 : 𝐾 → 𝑅是一个离散

Morse函数. 若单形𝛼(𝑝)是一个临界单形,则需满足

#{𝜏 (𝑝+1) > 𝛼(𝑝) : 𝑓(𝜏) ⩽ 𝑓(𝛼)} = 0, (3)

#{𝜐(𝑝−1) < 𝛼(𝑝) : 𝑓(𝜐) ⩾ 𝑓(𝛼)} = 0. (4)

不满足上述条件的单形称为规则单形.

定定定义义义 5(离散梯度向量) 离散梯度向量场𝑉 是

复形𝐾中单形的有序对 ⟨𝛼(𝑝), 𝛽(𝑝+1)⟩集合, 𝛼, 𝛽满足

𝛼 < 𝛽且 𝑓(𝛽) ⩽ 𝑓(𝛼).

性性性质质质 1 若离散Morse函数 𝑓是在离散梯度向

量场𝑉 上构建的, 则函数 𝑓沿着𝑉 -path方向是下降

的.

由性质 1可以看出, Morse函数 𝑓沿着下降流方

向是递减的, 这便为Morse理论提供了优化基础, 但

在一个给定复形上直接构建离散Morse函数是一

个NP-hard问题[9]. 本文从构建离散梯度向量场的角

度出发构建Morse函数.

1.3 构构构造造造离离离散散散梯梯梯度度度向向向量量量场场场算算算法法法

本文基于修正的Hasse图[9]中的子图𝑅𝑖 (𝑖 = 1,

2, ⋅ ⋅ ⋅ ,dim𝐾)考虑构造离散梯度向量场. 离散梯度向

量场 (DVF)算法包含两部分: ConstructDVF(𝐾, 𝑔)和

CancelCriticalCell(𝐾, 𝑔, 𝑗). 其中: ConstructDVF(𝐾, 𝑔)

产生未经调整的𝐴, 𝐵, 𝐶和 𝑟; CancelCriticalCell(𝐾, 𝑔,

𝑗)修正已产生的𝐴, 𝐵, 𝐶和 𝑟.

1) ConstructDVF(𝐾, 𝑔).

Step 1: 输入有限单形𝐾,映射函数ℎ : 𝐾0 → 𝑅.

Step 2:初始化相关参数.设定𝐴, 𝐵, 𝐶为空;设定

映射 𝑟 : 𝐵 → 𝐴,其中 𝑟(𝜎)是𝜎的一个面.

Step 3: 取顶点𝑥 ∈ 𝐾0, 求𝑥的较小链域𝐾 ′. 若

𝐾 ′为空,则将𝑥放入𝐶中 (𝑥为局部最小值);否则将𝑥
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放入𝐴中,在𝐾 ′上重新定义ℎ′ : 𝐾 ′
0 → 𝑅作为ℎ的约

束条件,再转Step 2重新执行,直至𝐾 ′上的单形分别

存入𝐴′, 𝐵′, 𝐶 ′.

Step 4:找到𝑤0 ∈ 𝐶 ′
0,使得ℎ′(𝑤0)最小;将 [𝑥,𝑤0]

放入𝐵中,定义 𝑟([𝑥,𝑤0]) = 𝑥;对于每个𝜎 ∈ 𝐶 ′ − 𝑤0,

将𝑥 ∗ 𝜎放入𝐶中; 对于每个𝜎 ∈ 𝐵′,将𝑥 ∗ 𝜎放入𝐵,

将𝑥 ∗ 𝑟′(𝜎)放入𝐴中,定义 𝑟(𝑥 ∗ 𝜎) = 𝑥 ∗ 𝑟′(𝜎).
Step 5: 转 Step 3,直到𝐾0中的顶点取完为止.

ℎ′采用下式定义:

ℎ′(𝑤) = (ℎ(𝑤)− ℎ(𝑥))/𝑙([𝑥,𝑤]),

其中 𝑙([𝑥,𝑤])表示边 [𝑥,𝑤]的欧氏距离.

为了得到尽可能少的临界单元,产生最优的离散

Morse函数, 在已产生的离散梯度向量场中, 如发现

存在如下路径: 以 𝜏 ∈ 𝐶𝑗为起点, 𝜎 ∈ 𝐶𝑗−1为终点,

且梯度路径上的每个单形 𝛽的ℎ(𝛽) < 𝛿 (若数据集

无噪声点,则通常取 0),则选择𝜎 = max{maxℎ(𝜏) −
maxℎ(𝜎)},执行算法 2).

2) CancelCriticalCell(𝐾, 𝑔, 𝑗).

Step 1: 取 1个 𝜏 ∈ 𝐶𝑗 .

Step 2: 找到所有梯度路径 𝜏 = 𝜏𝑖1 → 𝜏𝑖2 → ⋅ ⋅ ⋅
→ 𝜏𝑖𝑙 ∈ 𝐶𝑗−1. 若从 𝜏的面到𝜎 ∈ 𝐶𝑗−1的梯度路径只

有一条,则令𝑚𝑖 = max{ℎ(𝜏𝑘𝑙)}.

Step 3: 𝑚𝑖至少被赋值 1次,选择𝑚𝑗 = max{𝑚𝑖}.

若梯度路径上每个单形 𝛽的ℎ(𝛽) < 𝛿,则执行 Step 4,

否则执行Step 1.

Step 4: 找到惟一的梯度路径 𝜏 = 𝜏1 → 𝜎1 → 𝜏2

→ 𝜎2 → ⋅ ⋅ ⋅ → 𝜎𝑗 = 𝜎 ∈ 𝐶𝑗−1,其中𝑉 (𝜎𝑖) = 𝜏𝑖+1, 𝜎𝑖

是 𝜏𝑖的一个面且𝜎𝑖 ∕= 𝜎𝑖+1.

Step 5: 从𝐶中删除𝜎和 𝜏 ,翻转 𝜏到𝜎的方向,即

𝑉 (𝜎𝑖) = 𝜏𝑖.

Step 6: 重复 Step 1,直到取完为止.

1.4 构构构造造造离离离散散散Morse函函函数数数

文献 [10]提出了一种将顶点函数ℎ扩展成离散

Morse函数 𝑓的算法,并给出了证明.

定定定理理理 1[10] 给定 𝜀 > 0, 构造的Morse函数 𝑓满

足 ∣𝑓(𝜏)−maxℎ(𝜏)∣ ⩽ 𝜀,其中maxℎ(𝜏) = max{ℎ(𝑥) :
𝑥是 𝜏的顶点}.

由于𝐾 = 𝑆(𝑥1)
∪

𝑆(𝑥2)
∪ ⋅ ⋅ ⋅∪𝑆(𝑥𝑛), 考虑在

单个𝑆(𝑥𝑖)上构造离散Morse函数后扩展到整个𝐾

区域. 若 𝑟(𝛿) = 𝑥𝑖, 则认为 𝛿在𝑥𝑖之前, 即 𝑓(𝛿) ⩽
𝑓(𝑥𝑖), 由此根据进入𝐴, 𝐵或𝐶的顺序得到𝑆(𝑥𝑖)所

有单元的一个序列 𝛿, 𝑥𝑖, 𝛼𝑖1, 𝛼𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑖𝑛. 受定理 1启

发, 结合本文构造离散梯度向量场的方法,下面给出

具体Morse函数的定义:给定 𝜀 > 0,有⎧⎨⎩
𝑓(𝛿) = ℎ(𝑥𝑖)− 𝜀,

𝑓(𝑥𝑖) = ℎ(𝑥𝑖),

𝑓(𝛼𝑖𝑗) = ℎ(𝑥𝑖) + 𝑗𝜀,

(5)

其中 𝑗 > 0,且 𝑗尽可能的小.

1)若𝑆(𝑥𝑖)含单元数 𝑘 = 1,则只有顶点𝑥𝑖, 𝑥𝑖存

入𝐶中,此时 𝑓(𝑥𝑖) = ℎ(𝑥𝑖)成立.

2)若𝑆(𝑥𝑖)含单元数 𝑘 = 2,则会出现配对 𝑟(𝛿) =

𝑥𝑖, 𝛿存入𝐵中, 𝑥𝑖存入𝐴中,此时 (𝑓(𝛿) = ℎ(𝑥𝑖)−𝜀) <

(𝑓(𝑥𝑖) = ℎ(𝑥𝑖))成立.

3)若𝑆(𝑥𝑖)含单元数 𝑘 = 𝑛(𝑛 > 2),且规则单元

(𝛼(𝑝), 𝛽(𝑝+1)) ∈ 𝑉 ,则 𝑓(𝛽) < 𝑓(𝛼),显然满足 𝑓 ,由算

法 1可知, 𝛽的其他面之前已存入 𝑟或𝐶中, 𝛼是 𝛽的

唯一自由面. 若 𝛾 ∈ 𝐶,则表明 𝛾的所有面之前已存入

𝑟或𝐶中, 而其依附面会随后加进来, 因此, Morse函

数产生的临界单元 𝛾的条件 𝑓也得到满足.

定定定理理理 2 若𝑥是𝐾的顶点且ℎ(𝑥)最小, 则DVF

算法会将𝑥作为一个临界单元输出.

临界顶点是ℎ取得局部最小值的顶点,但不是每

个局部最小值顶点都是临界顶点. 因为如果取得局部

最小值的顶点𝑤与ℎ的鞍点[11]相连接,则𝑤可能不会

产生临界顶点. 同样,临界 2维单形 𝑒与ℎ的局部最大

值𝑚相邻接, 但若𝑚与ℎ的鞍点相连接, 则 𝑒可能不

会是临界单元.

2 基基基于于于离离离散散散Morse的的的密密密度度度聚聚聚类类类算算算法法法
在密度聚类算法[12]的总体框架下, 本文采用离

散Morse理论作为工具进行聚类. 这是一种新颖的方

法. 基于Morse理论的聚类算法是一种基于图论的聚

类方法[13]. 每棵树代表一个簇,树的根节点代表簇的

中心点, 叶子节点表示位于低密度区的数据点.聚类

产生由多棵树构成的森林. 通过离散梯度路径进行聚

类的过程就是有向树的形成过程. 有向树的形成是通

过查找节点的父节点来完成. 由离散梯度向量场的构

造方法可知,查找节点𝑥 ∈ 𝑋的父节点是以𝑥 为起点

沿着下降最快方向路径得到的点 𝑦. 利用该方法,数据

点很快就划分到相应的簇中,每个簇就是一棵有向树,

每个簇是由离散梯度向量场构成的.

基于离散Morse理论的聚类算法总体分为两步

进行: 1)构造数据集曲面的三角剖分; 2)在曲面构成

的单纯复形上进行聚类. 下面给出基于离散Morse理
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论的密度聚类算法的总体框架及步骤.

Step 1: 输入数据集𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛};

Step 2: 对每个点𝑥𝑖, 计算其概率密度 𝑓(𝑥𝑖), 𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

Step 3: 根据 1.1节的方法构造曲面的单纯复形

𝐾;

Step 4: 根据算法 1得到初始聚类划分;

Step 5: 利用层次聚类[14]的思想,根据算法 2对满

足条件的聚类进行合并,得到最终聚类结果.

本文中的所有计算都是在密度函数生成的离散

曲面上完成,因此最终聚类的结果要还原到数据点的

聚类, 通过水平集确定数据点所属类别.算法框架如

图 2所示.

!"#$% X

&'()*+,- K

&'./01234 V

&'./ 5#Morse f

6789:;？ =>?@2

!ABCDα∈ FGHIC V
0

-Path

JK%LM#$%BNOP，!ARS

Y

N

图 2 聚类算法流程

3 实实实验验验结结结果果果及及及分分分析析析

3.1 离离离散散散Morse优优优化化化模模模型型型实实实验验验及及及分分分析析析

下面对本文所提出的算法进行实验验证和分析.

算法由Visual c++ 2005实现. 实验采用表 1中的 4个

标准测试函数[15]进行一系列实验. 这 4个测试函数具

有不同的特点,可充分测试算法对不同类型问题的优

化性能.

表 2 标准测试函数

测试函数 𝑥𝑖

𝐹1 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑥
2
𝑖 [−100, 100]

𝐹2 =

𝑛−1∑
𝑖=1

(100(𝑥𝑖+1 − 𝑥
2
𝑖 )

2
+ (𝑥𝑖 − 1)

2
) [−2.048, 2.048]

𝐹3 =

𝑛∑
𝑖=1

(𝑥
2
𝑖 − 10 cos(2𝜋𝑥𝑖) + 10) [−5.12, 5.12]

𝐹4 =
1

4 000

𝑛∑
𝑖=1

𝑥
2
𝑖 −

𝑛∏
𝑖=1

cos
( 𝑥𝑖√

𝑖

)
+ 1 [−600, 600]

𝐹1和𝐹2是连续的单峰函数,其中𝐹2是一个经典

的复杂优化问题,取值区间内走势平坦, 收敛到全局

最优点的机会微乎其微; 𝐹3和𝐹4是复杂的非线性多

峰函数, 存在大量局部极值,可检验算法的全局搜索

和逃离局部极值的能力.

实验中测试函数维数 dim = 3, 数据规模 size =

30 000,所有数据均为测试函数在其取值范围内随机

产生. 表 3详细记录了算法循环 100次的结果.

表 3 优化模型的实验结果

测试函数 最优Morse函数 平均寻优结果 与最优值差值

𝐹1 (1, 0, 0, 0) 1e-261 0

𝐹2 (2, 5, 2, 0) 4.22e+01 −4.22e+01

𝐹3 (1, 1, 0, 0) 1.01e+01 −1.01e+01

𝐹4 (1, 0, 0, 0) 7e-02 −4e-02

通过将表 3中的最优值与文献 [15]中的最优值

进行比较可以看出,本文构建的离散Morse函数能够

取得或接近取得函数的最优值.由此可知, 通过构建

最优离散Morse函数进行函数优化的思路可行,且能

取得较好的效果.

对于单峰函数, 利用DVF算法所得最优解的收

敛精度较高. 对于多峰函数,此算法有可能会陷入局

部最优,但可以尝试通过调整参数的方法尽可能避开

收敛于某一局部极值点. 通过大量的模拟实验发现,

利用该方法进行优化问题求解结果的准确性很大程

度上取决于问题空间的取值类型. 取值类型是整型的

求解结果效果要好于浮点型的求解效果,这是因为在

顶点的低值链域上ℎ′定义为两个顶点坐标的欧氏距

离所致.

3.2 基基基于于于离离离散散散Morse优优优化化化模模模型型型聚聚聚类类类算算算法法法实实实验验验及及及

分分分析析析

为便于聚类结果的比较以及结果的可视化,图形

分别在Matlab 7.0及Geomview中显示.算法采用人工

数据集Dataset1及UCI数据库中Haberman’s Survival

数据集进行仿真实验.

3.2.1 参参参数数数设设设置置置

在基于离散Morse理论的密度聚类算法中需要

设置的参数为窗宽𝜎. 由于引进层次聚类中的合并思

想, 𝜎的选取降低了对全局密度函数结果的影响.在所

有的实验中设定𝜎 = 0.5 ∼ 2.

3.2.2 人人人工工工数数数据据据集集集实实实验验验结结结果果果及及及分分分析析析

Dataset1包含 300个数据点, 数据分布呈现 2个

不规则形状的聚类, 如图 3(a)所示. 在图 3(b)上采

用基于离散Morse理论的聚类算法, 𝜎在 [0.1,1]范围
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内取值, 对样本集进行 10次实验, 每次都能得到图

3(c)的聚类结果. 所用的整个处理时间是 1.3 s. 图 3

中, “+”属于一个簇, “⋅”属于另一个簇.
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图 3 本文聚类算法对Dataset1进行聚类

3.2.3 Haberman’s Survival数数数据据据集集集实实实验验验结结结果果果及及及分分分析析析

Haberman’s Survival是一个 3维数据集,包含 306

个数据点,数据点分为 2类,每个样本点由 3个属性组

成. 数据分布呈现不规则形状的聚类,数据点在其属

性空间中交叉重叠.图像采用Gemview显示,在窗口

中包含数据点和大小不同的球,顶点和球之间通过线

连接. 通过线连接的单形是临界单形,球包着单形的

重心, 线连接着它的相关面的重心, 最大的球代表临

界顶点.

Haberman’s Survival数据集根据 1.1节得到对应

曲面的Delaunay三角剖分, 如图 4(a)所示. 执行算法

1后得到的临界单元为 (4, 11, 8, 0): 4个 0-临界单形,

11个 1-维单形, 8个 2-维临界单形, 0个 3-维临界单

形,如图 4(b)所示. 图 4(b)中,最大球表示 0-维临界单

形, 较小球代表 1-维临界单形, 最小球表示 2-维临界

单形.图 4(c)显示了 0-1层梯度路径 (灰色线表示),图

4(d)显示了 1-2层梯度路径 (灰色线表示). 执行算法

2 CancelCriticalCell(𝐾, 𝑔, 𝑗),消除 1-2层后临界单元数

分别为 (4, 3, 0, 0),梯度路径 (灰色线表示)如图 4(e)所

示. 对于 0-1层临界单元则按照由大到小依次消除.

0-维临界单元的个数即为聚类的簇数,沿着离散梯度

路径达到𝛼 ∈ 𝐶0的所有数据点属于以𝛼为密度吸引

点的簇.

(a) !"#$%&'()

(b) 1*+ %,-./

(  ) 0-101234c

(d) 1-201234
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图 4 本文聚类算法对Haberman’s Survival进行聚类

在Haberman’s Survival数据集中, 在 [0.5 ∼ 2]范

围内改变𝜎的取值,进行 10次实验. 由于簇间数据点

的交叉重叠,聚类平均正确率达到 98%, 所用的整个

处理时间是 4.3 s.



352 控 制 与 决 策 第 29 卷

由以上实验结果可知,基于离散Morse理论的聚

类算法能够产生令人满意的聚类结果,即使在数据点

交叉重叠的情况下,该算法也能够得到正确的聚类.

4 结结结 论论论

本文提出了一种构建离散Morse函数求最优解

的算法, 证明了所构建的函数确实是𝐾上的离散

Morse函数, 并得到了问题的最优解或近似最优

解, 这是一个全新的尝试. 同时构建了一种基于离

散Morse理论的优化模型,实验结果验证了该模型的

有效性. 从聚类的过程就是目标函数的优化过程这一

角度考虑,本文尝试将优化模型应用于聚类分析.仿

真实验结果表明,该算法能较好划分数据点重叠区域

的聚类形状,并验证了所提出算法的可行性及有效性.

需要说明的是, 在对多峰函数构建最优离散

Morse函数时,还需要对参数进行人工调整才能尽可

能避免过早陷入局部最优. 另外,为了提高取得最优

值的精度,对问题的解空间数据类型需进行一定的限

制,这是下一步需要解决的问题.
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