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摘 要: 针对一般广义时变系统,采用广义Lyapunov不等式和受限等价变换的分析方法,提出了一般广义时变系统

容许性和二次容许性的概念,建立了一般广义时变系统的Lyapunov不等式. 将一般广义时变系统容许性问题转化为

求解Lyapunov不等式问题,获得了该类系统容许和二次容许的充要条件,所得结论是广义系统容许性研究成果向一

般广义时变系统的自然推广. 最后,通过数值算例验证了所得结论的有效性.
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Abstract: Considering the time-varying general singular system, by using the analysis method of singular Lyapunov

inequality and restrained equal transformation，the concept of admissibility and quadratic admissibility for the time-varying

general singular system is proposed, a Lyapunov inequality for time-varying general singular system is established, the

problem of admissibility for time-varying general singular system is transformed into solving the Lyapunov inequality

problem. The necessary and sufficient conditions of admissibility and quadratic admissibility are obtained for the system.

The conclusions of admissibility research achievements are natural extend from singular system to the time-varying general

singular system. Finally, a numerical example is provided to demonstrate the effectiveness of the obtained conclusions.
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0 引引引 言言言

广义系统[1]的研究是从 20世纪 70年代[2]开始

的,迄今已有近 40年的历史,其基本理论体系已经建

立. 近年来, 随着对广义系统研究的不断深入, 取得

了一系列的丰硕成果[3-5], 广义系统理论已发展成为

现代控制理论的一个独立研究领域.这些研究成果主

要集中在广义定常系统[6]和广义周期时变系统[7-8]上,

而对于广义时变系统的研究成果[9-10]较少. 这是因为

广义时变系统较之广义周期系统更具复杂性,主要区

别体现在广义周期系统系数矩阵为周期函数矩阵,而

广义时变系统的系数矩阵为非周期时变矩阵,这给研

究带来很大不便,因此获得的研究成果很少. 苏晓明

等[11]通过建立Lyapunov方程和Riccati方程研究了时

变广义系统的稳定性问题.张雪峰等[12]研究了时变广

义系统的能控性和能观性问题.

迄今为止,尚未发现关于一般广义时变系统容许

性和二次容许性的研究成果.本文针对一般广义时变

系统容许性和二次容许性问题进行研究,提出了一般

广义时变系统容许性和二次容许性的概念, 并利用

线性矩阵不等式和广义Lyapunov不等式的分析方法,

得到了该类系统容许和二次容许的充要条件.

1 问问问题题题描描描述述述及及及引引引理理理

给定一般广义时变系统
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𝐸(𝑡)𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑡)𝑥(𝑡). (1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛为系统状态变量; 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚为系统

控制输入; 𝐸(𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝐴(𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝐵(𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑚,

𝐶(𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑛为解析的函数矩阵; rank(𝐸(𝑡)) = 𝑞 < 𝑛.

定定定义义义 1 对于系统 (1),如果存在常数 𝑠,使得

det(𝑠𝐸(𝑡)−𝐴(𝑡)) ∕= 0, ∀𝑡,
则称系统 (1)是一致正则的.

引引引理理理 1 [13] 线性时变系统

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑢(𝑡)

是渐近稳定的充分必要条件为对于给定的矩阵𝑄(𝑡)

> 0, Lyapunov方程

𝑃̇ (𝑡) + 𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡) +𝐴T(𝑡)𝑃 (𝑡) = −𝑄(𝑡)

有惟一的正定解.

引引引理理理 2 [14] 若系统 (1)是解析可解的,则一定存

在解析的可逆矩阵𝑃 (𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝑄(𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑛,通过

下述变换将系统 (1)化为规范标准型 (SCF),即

𝑃 (𝑡)𝐸(𝑡)𝑄(𝑡) =

[
𝐼 0

0 𝑁(𝑡)

]
,

𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡)𝑄(𝑡) =

[
𝐴1(𝑡) 0

0 𝐼

]
, 𝑃 (𝑡)𝐵(𝑡) =

[
𝐵1(𝑡)

𝐵2(𝑡)

]
,

𝐶(𝑡)𝑄(𝑡) = [ 𝐶1(𝑡) 𝐶2(𝑡) ], 𝑄
−1(𝑡)𝑥(𝑡) =

[
𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)

]
,

𝑦1(𝑡) = 𝐶1(𝑡)𝑥1(𝑡), 𝑦2(𝑡) = 𝐶2(𝑡)𝑥2(𝑡).

其中: 𝑁(𝑡)为幂零矩阵,各块均具有适当阶数.

由引理 2可以得出, 系统 (1)无脉冲的充分必要

条件是𝑁(𝑡) = 0.

引引引理理理 3 给定一个对称矩阵Ω , 设𝑀1和𝑀2是

适当维数的矩阵,则对于任意

Ω +𝑀1𝐹 (𝑡)𝑀2 +𝑀2
T𝐹T(𝑡)𝑀1

T < 0,

𝐹T(𝑡)𝐹 (𝑡) ⩽ 𝐼

的充分必要条件是存在常数 𝜀 > 0,使得

Ω + 𝜀𝑀1𝑀1
T +

1

𝜀
𝑀2

T𝑀2 < 0.

定定定义义义 2 系统 (1)称为渐近稳定的,如果它的子

系统 𝑥̇1(𝑡) = 𝐴1(𝑡)𝑥1(𝑡) +𝐵1(𝑡)𝑢(𝑡)是渐近稳定的.

2 主主主要要要结结结果果果

2.1 系系系统统统的的的容容容许许许性性性

定定定义义义 3 如果系统 (1)是一致正则、渐近稳定、

无脉冲的,则称系统 (1)是容许的.

定定定理理理 1 假设一般广义时变系统 (1)是解析可

解的,则系统 (1)容许的充要条件是如下Lyapunov不

等式有解:

⎧⎨⎩
𝐴T(𝑡)𝑉 (𝑡) + 𝑉 T(𝑡)𝐴(𝑡)+

𝐸T(𝑡)𝑉̇ (𝑡) + 𝐸̇T(𝑡)𝑉 (𝑡) < 0,

𝐸T(𝑡)𝑉 (𝑡) = 𝑉 T(𝑡)𝐸(𝑡) ⩾ 0,

𝐸̇T(𝑡)𝑉 (𝑡) ⩾ 0

(2)

证证证明明明 1) 必要性. 因为系统 (1)是解析可解的,

并且系统 (1)是容许的, 所以一定存在可逆矩阵𝑃 (𝑡)

和𝑄(𝑡)满足

𝑃 (𝑡)𝐸(𝑡)𝑄(𝑡) =

[
𝐼 0

0 0

]
,

𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡)𝑄(𝑡) =

[
𝐴1(𝑡) 0

0 𝐼

]
.

构造Lyapunov函数

𝑉 (𝑡) = 𝑉 (𝐸(𝑡)𝑥(𝑡)) = 𝑥T(𝑡)𝐸T(𝑡)𝑉 (𝑡)𝑥(𝑡) ⩾ 0,

𝑉̇ (𝑡) =

𝑥̇T(𝑡)𝐸T(𝑡)𝑉 (𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑥T(𝑡)𝐸T(𝑡)𝑉 (𝑡)𝑥̇(𝑡)+

𝑥T(𝑡)𝐸T(𝑡)𝑉̇ (𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑥T(𝑡)𝐸̇T(𝑡)𝑉 (𝑡)𝑥(𝑡) =

𝑥T(𝑡)𝐴T(𝑡)𝑉 (𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑥T(𝑡)𝑉 T(𝑡)𝐸(𝑡)𝑥̇(𝑡)+

𝑥T(𝑡)𝐸T(𝑡)𝑉̇ (𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑥T(𝑡)𝐸̇T(𝑡)𝑉 (𝑡)𝑥(𝑡) =

𝑥T(𝑡)(𝐴T(𝑡)𝑉 (𝑡) + 𝑉 T(𝑡)𝐴(𝑡)+

𝐸T(𝑡)𝑉̇ (𝑡) + 𝐸̇T(𝑡)𝑉 (𝑡))𝑥(𝑡) < 0,

𝐴T(𝑡)𝑉 (𝑡) + 𝑉 T(𝑡)𝐴(𝑡)+

𝐸T(𝑡)𝑉̇ (𝑡) + 𝐸̇T(𝑡)𝑉 (𝑡) < 0,

𝐸T(𝑡)𝑉 (𝑡) = 𝑉 T(𝑡)𝐸(𝑡) ⩾ 0, 𝐸̇T(𝑡)𝑉 (𝑡) ⩾ 0,

𝑄T(𝑡)𝐸T(𝑡)𝑃T(𝑡)𝑃−T(𝑡)𝑉 (𝑡)𝑄(𝑡) =[
𝐼 0

0 0

][
𝑉1(𝑡) 𝑉2(𝑡)

𝑉3(𝑡) 𝑉4(𝑡)

]
=[

𝑉 T
1 (𝑡) 𝑉 T

3 (𝑡)

𝑉 T
2 (𝑡) 𝑉 T

4 (𝑡)

][
𝐼 0

0 0

]
⩾ 0,

𝑉1(𝑡) = 𝑉 T
1 (𝑡) ⩾ 0, 𝑉2(𝑡) = 0.

令

𝐴T(𝑡)𝑉 (𝑡) + 𝑉 T(𝑡)𝐴(𝑡)+

𝐸T(𝑡)𝑉̇ (𝑡) + 𝐸̇T(𝑡)𝑉 (𝑡) = −𝑊 (𝑡),

𝑊 (𝑡) > 0.

设 [𝑃 (𝑡)𝐸̇(𝑡)𝑄(𝑡) =

[
𝐸̇1(𝑡) 𝐸̇2(𝑡)

𝐸̇3(𝑡) 𝐸̇4(𝑡)

]
,有

𝑄(𝑡)T𝐸̇T(𝑡)𝑃 (𝑡)T𝑃 (𝑡)−T𝑉 (𝑡)𝑄(𝑡) =[
𝐸̇T

1 (𝑡) 𝐸̇T
3 (𝑡)

𝐸̇T
2 (𝑡) 𝐸̇T

4 (𝑡)

][
𝑉1(𝑡) 0

𝑉3(𝑡) 𝑉4(𝑡)

]
=[

𝐸̇T
1 (𝑡)𝑉1(𝑡) + 𝐸̇T

3 (𝑡)𝑉3(𝑡) 𝐸̇T
3 (𝑡)𝑉4(𝑡)

𝐸̇T
2 (𝑡)𝑉1(𝑡) + 𝐸̇T

4 (𝑡)𝑉3(𝑡) 𝐸̇T
4 (𝑡)𝑉4(𝑡)

]
×
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𝑀1(𝑡) 𝑀2(𝑡)

𝑀3(𝑡) 𝑀4(𝑡)

]
⩾ 0,

则𝑀1(𝑡) ⩾ 0, 𝑀4(𝑡) ⩾ 0. 对𝑊 (𝑡)作如下分块:

𝑊 (𝑡) =

[
𝑊1(𝑡) 𝑊2(𝑡)

𝑊T
2 (𝑡) 𝑊3(𝑡)

]
,

则 [
𝐴T

1 (𝑡) 0

0 𝐼

][
𝑉1(𝑡) 0

𝑉3(𝑡) 𝑉4(𝑡)

]
+[

𝑉 T
1 (𝑡) 𝑉 T

3 (𝑡)

0 𝑉 T
4 (𝑡)

][
𝐴1(𝑡) 0

0 𝐼

]
+[

𝐼 0

0 0

][
𝑉̇1(𝑡) 0

𝑉̇3(𝑡) 𝑉̇4(𝑡)

]
+

[
𝑀1(𝑡) 𝑀2(𝑡)

𝑀3(𝑡) 𝑀4(𝑡)

]
=

−
[

𝑊1(𝑡) 𝑊2(𝑡)

𝑊T
2 (𝑡) 𝑊3(𝑡)

][
𝐴T

1 (𝑡)𝑉1(𝑡) 0

𝑉3(𝑡) 𝑉4(𝑡)

]
+[

𝑉 T
1 (𝑡)𝐴1(𝑡) 𝑉3

T(𝑡)

0 𝑉 T
4 (𝑡)

]
+

[
𝑉̇1(𝑡) 0

0 0

]
+[

𝑀1(𝑡) 𝑀2(𝑡)

𝑀3(𝑡) 𝑀4(𝑡)

]
=

−
[

𝑊1(𝑡) 𝑊2(𝑡)

𝑊T
2 (𝑡) 𝑊3(𝑡)

]
𝑉 T
1 (𝑡)𝐴1(𝑡)+

𝐴T
1 (𝑡)𝑉1(𝑡) + 𝑉̇1(𝑡) = −𝑊1(𝑡)−𝑀1(𝑡), (3)

𝑉 T
3 (𝑡) +𝑀2(𝑡) = −𝑊2(𝑡), (4)

𝑉3(𝑡) +𝑀3(𝑡) = −𝑊2
T(𝑡), (5)

𝑉4(𝑡) + 𝑉 T
4 (𝑡) +𝑀4(𝑡) = −𝑊3(𝑡). (6)

因为系统 (1)渐近稳定,所以𝐴1(𝑡)渐近稳定. 由引理

1可得𝑉 T
1 (𝑡)𝐴1(𝑡) + 𝐴T

1 (𝑡)𝑉1(𝑡) + 𝑉̇1(𝑡) = −𝑊1(𝑡) −
𝑀1(𝑡)有解,又因为式 (4)∼ (6)成立,所以

𝐴T(𝑡)𝑉 (𝑡) + 𝑉 T(𝑡)𝐴(𝑡)+

𝐸T(𝑡)𝑉̇ (𝑡) + 𝐸̇T(𝑡)𝑉 (𝑡) = −𝑊 (𝑡)

有解,且满足𝐸T(𝑡)𝑉 (𝑡) = 𝑉 T(𝑡)𝐸(𝑡) ⩾ 0, 𝐸̇T(𝑡)𝑉 (𝑡)

⩾ 0. 因此广义Lyapunov不等式 (2)有解.

2) 充分性. 系统 (1)是解析可解的, 所以系数矩

阵𝐸(𝑡)、𝐴(𝑡)可化为引理 2中的形式;设𝑁(𝑡)的幂零

指数为ℎ,即𝑁ℎ−1(𝑡) ∕= 0, 𝑁ℎ(𝑡) = 0. 对𝑉 (𝑡)进行如

下分块:

𝑉 (𝑡) =

[
𝑉1(𝑡) 𝑉2(𝑡)

𝑉3(𝑡) 𝑉4(𝑡)

]
,

将系统 (1)的分解式和𝑉 (𝑡)分块代入广义Lyapunov

不等式 (2),可得[
𝐴T

1 (𝑡) 0

0 𝐼

][
𝑉1(𝑡) 𝑉2(𝑡)

𝑉3(𝑡) 𝑉4(𝑡)

]
+[

𝑉 T
1 (𝑡) 𝑉 T

3 (𝑡)

𝑉 T
2 (𝑡) 𝑉 T

4 (𝑡)

][
𝐴1(𝑡) 0

0 𝐼

]
+

[
𝐼 0

0 𝑁T(𝑡)

]
+

[
𝑉̇1(𝑡) 𝑉̇2(𝑡)

𝑉̇3(𝑡) 𝑉̇4(𝑡)

]
+

[
𝑀1(𝑡) 𝑀2(𝑡)

𝑀3(𝑡) 𝑀4(𝑡)

]
< 0,

则

𝐴T
1 (𝑡)𝑉1(𝑡) + 𝑉 T

1 (𝑡)𝐴1(𝑡) + 𝑉̇1(𝑡) +𝑀1(𝑡) < 0,

𝑉4(𝑡) + 𝑉 T
4 (𝑡) +𝑁T(𝑡)𝑉̇4(𝑡) +𝑀4(𝑡) < 0.

所以

𝐴T
1 (𝑡)𝑉1(𝑡) + 𝑉 T

1 (𝑡)𝐴1(𝑡) + 𝑉̇1(𝑡) < 0, (7)

𝑉4(𝑡) + 𝑉 T
4 (𝑡) +𝑁T(𝑡)𝑉̇4(𝑡) < 0. (8)

由式 (7)可知,系统 (1)渐近稳定.

下面证明系统 (1)是无脉冲的.

假设𝑁(𝑡) ∕= 0,一定存在𝑥(𝑡) ∕= 0,使𝑁(𝑡)𝑥(𝑡) ∕=
0. 用𝑁(𝑡)𝑥(𝑡)

T和𝑁(𝑡)𝑥(𝑡)分别乘不等式 (8)的两边,

可得

𝑥T(𝑡)𝑁T(𝑡)(𝑉4(𝑡) + 𝑉 T
4 (𝑡)+

𝑁T(𝑡)𝑉̇4(𝑡))𝑁(𝑡)𝑥(𝑡) < 0. (9)

令𝑥(𝑡) = 𝑁ℎ−1(𝑡)𝑥0(𝑡) ∕= 0,有

𝑥T
0 (𝑡)(𝑁

T(𝑡))ℎ−1(𝑁T(𝑡)𝑉4(𝑡)𝑁(𝑡)+

𝑁T(𝑡)𝑉 T
4 (𝑡)𝑁(𝑡)+

𝑁T(𝑡)𝑁T(𝑡)𝑉̇4(𝑡)𝑁(𝑡))𝑁ℎ−1(𝑡)𝑥0(𝑡) =

𝑥T
0 (𝑡)(𝑁

T(𝑡))ℎ𝑉4(𝑡)𝑁
ℎ(𝑡)𝑥0(𝑡)+

𝑥T
0 (𝑡)(𝑁

T(𝑡))ℎ𝑉 T
4 (𝑡)𝑁ℎ(𝑡)𝑥0(𝑡)+

𝑥T
0 (𝑡)(𝑁

T(𝑡))ℎ+1𝑉̇4(𝑡)𝑁
ℎ(𝑡)𝑥0(𝑡) = 0.

这与式 (9)矛盾, 所以𝑁(𝑡) = 0, 因此系统 (1)是无脉

冲的. 当系统 (1)无脉冲时,有

det(𝑠(𝑡)𝐸(𝑡)−𝐴(𝑡)) =

𝑑(𝑡) det

[
𝑠(𝑡)𝐼 −𝐴1(𝑡) 0

0 −𝐼

]
=

(−1)𝑛−𝑞𝑑(𝑡) det(𝑠(𝑡)𝐼 −𝐴1(𝑡)),

其中 𝑑(𝑡) = [det(𝑃 (𝑡)𝑄(𝑡))]−1 ∕= 0. 系统 (1)渐近稳定,

因此 det(𝑠(𝑡)𝐼 −𝐴1(𝑡)) ∕= 0,系统 (1)是正则的. 2
2.2 系系系统统统的的的二二二次次次容容容许许许性性性

对于系统 (1),如果存在状态反馈控制器

𝑢(𝑡) = 𝐾(𝑡)𝑥(𝑡),

则在该反馈作用下,相应的闭环系统为

𝐸(𝑡)𝑥̇(𝑡) = (𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐾(𝑡))𝑥(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑡)𝑥(𝑡). (10)

定定定义义义 4 对于系统 (1), 如果存在状态反馈𝑢(𝑡)

= 𝐾(𝑡)𝑥(𝑡), 使得闭环系统 (10)是容许的, 则称系统

(1)是二次容许的.

由定义 4和定理 1可得, 系统 (1)二次允许意味

着存在矩阵𝑉 (𝑡),使得
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(𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐾(𝑡))T𝑉 (𝑡) + 𝑉 T(𝑡)(𝐴(𝑡)+

𝐵(𝑡)𝐾(𝑡)) + 𝐸T(𝑡)𝑉̇ (𝑡) + 𝐸̇T(𝑡)𝑉 (𝑡) < 0,

𝐸T(𝑡)𝑉 (𝑡) = 𝑉 T(𝑡)𝐸(𝑡) ⩾ 0,

𝐸̇T(𝑡)𝑉 (𝑡) ⩾ 0.

(11)

定定定理理理 2 一般广义时变系统二次容许的充要条

件是存在矩阵𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡)和常数 𝜀 > 0,使得如下线性

矩阵不等式成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑋(𝑡)𝐴T(𝑡) +𝐴(𝑡)𝑋T(𝑡)+

𝑋(𝑡)𝐸T(𝑡)𝑋̇−T(𝑡)𝑋T(𝑡)+

𝑋(𝑡)𝐸̇T(𝑡) + 𝜀𝐵(𝑡)𝐵T(𝑡)

𝑌 (𝑡)

𝑌 T(𝑡) −𝜀𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0, (12)

{
𝐸(𝑡)𝑋T(𝑡) = 𝑋(𝑡)𝐸T(𝑡) ⩾ 0,

𝑋(𝑡)𝐸̇T(𝑡) ⩾ 0.
(13)

若𝑋(𝑡)、𝑌 (𝑡)使得式 (12)和 (13)成立, 则可得到一个

状态反馈𝑢(𝑡)=𝐾(𝑡)𝑥(𝑡),其中𝐾(𝑡)=𝑌 T(𝑡)𝑋−T(𝑡).

证证证明明明 1)必要性.一般广义时变系统二次允许是

存在矩阵𝑉 (𝑡), 使式 (11)成立. 由引理 3和式 (11)可

得式 (12)等价于存在矩阵𝑉 (𝑡)和常数 𝜀 > 0满足如

下不等式:

𝐴T(𝑡)𝑉 (𝑡) + 𝑉 T(𝑡)𝐴(𝑡) + 𝐸T(𝑡)𝑉̇ (𝑡)+

𝐸̇T(𝑡)𝑉 (𝑡) + 𝜀𝑉 T(𝑡)𝐵(𝑡)𝐵T(𝑡)𝑉 (𝑡)+

1

𝜀
𝐾T(𝑡)𝐾(𝑡) < 0. (14)

由于矩阵𝑉 (𝑡)可逆,用𝑉 (𝑡)T和𝑉 (𝑡)−1分别乘式 (14)

和 (13)的两边,可得⎧⎨⎩

𝑉 −T(𝑡)𝐴T(𝑡) +𝐴(𝑡)𝑉 −1(𝑡) + 𝜀𝐵(𝑡)𝐵T(𝑡)+

𝑉 −T(𝑡)𝐸T(𝑡)𝑉̇ (𝑡)𝑉 −1(𝑡) + 𝑉 −T(𝑡)𝐸̇T(𝑡)+

1

𝜀
𝑉 −T(𝑡)𝐾T(𝑡)𝐾(𝑡)𝑉 −1(𝑡) < 0,

𝑉 −T(𝑡)𝐸T(𝑡) = 𝐸(𝑡)𝑉 −1(𝑡) ⩾ 0,

𝑉 −T(𝑡)𝐸̇T(𝑡) ⩾ 0.

(15)

令𝑋(𝑡) = 𝑉 −T(𝑡),有 𝑉̇ (𝑡) = 𝑋̇−T(𝑡).再令𝑌 (𝑡)

= 𝑋(𝑡)𝐾T(𝑡),代入式 (15)整理可得

𝑋(𝑡)𝐴T(𝑡) +𝐴(𝑡)𝑋T(𝑡)+

𝑋(𝑡)𝐸T(𝑡)𝑋̇−T(𝑡)𝑋T(𝑡) +𝑋(𝑡)𝐸̇T(𝑡)+

𝜀𝐵(𝑡)𝐵T(𝑡) +
1

𝜀
𝑌 (𝑡)𝑌 T(𝑡) < 0, (16){

𝐸(𝑡)𝑋T(𝑡) = 𝑋(𝑡)𝐸T(𝑡) ⩾ 0,

𝑋(𝑡)𝐸̇T(𝑡) ⩾ 0.
(17)

最后,应用 Schur补定理可得式 (12)和 (13)成立.

2)充分性.如果式 (12)和 (13)成立,则由 Schur补

定理可得式 (16)和 (17)成立; 然后代入𝑋(𝑡)和𝑌 (𝑡)

的等价代换, 再用𝑉 (𝑡)T和𝑉 (𝑡)分别乘各式的两边,

即可得式 (14)和 (13)成立;再由引理 3和二次容许性

的定义即可证得系统 (1)是二次允许的. 2
3 算算算例例例分分分析析析

例例例 1 对于系统 (1), 系数矩阵𝐸(𝑡), 𝐴(𝑡)的表达

式如下:

𝐸(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑡 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐴(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−2𝑡 0 0 0

𝑡 −2𝑡 0 0

0 0 𝑡 0

0 0 0 𝑡

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

因为 det(𝐴(𝑡)) = 4𝑡4 ∕= 0,所以

det (𝜆𝐼 −𝐴1(𝑡)) = (𝜆+ 2)(𝜆+ 2𝑡),

𝑁(𝑡) = 0,

系统是容许的. 计算广义Lyapunov不等式 (2),当取

𝑉 (𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑡 0 0 0

0 𝑡 0 0

0 0 −𝑡 0

0 0 0 −𝑡

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
时满足广义Lyapunov不等式 (2).

例例例 2 对于系统 (1),系数矩阵𝐸(𝑡)、𝐴(𝑡)、𝐵(𝑡)的

表达式分别为

𝐸(𝑡) =

[
𝑡 0

0 0

]
, 𝐴(𝑡) =

⎡⎣ 𝑡+ 1

4
0

0 −1

⎤⎦ ,

𝐵(𝑡) =

[
−𝑡 0

0 0

]
, 𝑡 > 1.

由于 det(𝜆𝐼−𝐴1(𝑡)) =
(
𝜆− 𝑡+ 1

4𝑡

)
,原系统不稳

定. 下面构造一个状态反馈控制器𝑢(𝑡) = 𝐾(𝑡)𝑥(𝑡)使

得系统二次容许.

由定理 2,设

𝑋(𝑡) =

[
𝑥1 𝑥2

𝑥3 𝑥4

]
, 𝑌 (𝑡) =

[
𝑦1 𝑦2

𝑦3 𝑦4

]
,

由式 (15)可得[
𝑥1 𝑥2

𝑥3 𝑥4

]⎡⎣ 𝑡

2
0

0 −1

⎤⎦+

⎡⎣ 𝑡

2
0

0 −1

⎤⎦[
𝑥1 𝑥3

𝑥2 𝑥4

]
+

[
𝑥1 𝑥2

𝑥3 𝑥4

][
𝑡 0

0 0

][
𝑥̇1 𝑥̇3

𝑥̇2 𝑥̇4

]−1 [
𝑥1 𝑥3

𝑥2 𝑥4

]
+[

𝑥1 𝑥2

𝑥3 𝑥4

][
1 0

0 0

]
+ 𝜀

[
0 0

0 𝑡2

]
+

1

𝜀

[
𝑦1

2 + 𝑦2
2 𝑦1𝑦3 + 𝑦2𝑦4

𝑦1𝑦3 + 𝑦2𝑦4 𝑦3
2 + 𝑦4

2

]
< 0. (18)

将𝑋(𝑡)代入式 (17)中,得𝑥3 = 0;将𝑥3 = 0这一条件

代入式 (18),取

𝑋(𝑡) =

[
e−

𝑡
4 0

0 𝑡

]
, 𝑌 (𝑡) =

[
e−

𝑡
4 0

0 e−
𝑡
4

]
,
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然后再代入式 (18)并化简,可求得 𝜀的取值范围

e−
𝑡+1
4 [7𝑡− 3−√

(3𝑡− 3)(11𝑡− 3)]

4𝑡2
< 𝜀 <

e−
𝑡+1
4 [7𝑡− 3 +

√
(3𝑡− 3)(11𝑡− 3)]

4𝑡2
,

𝐾(𝑡) = 𝑌 T(𝑡)𝑋−T(𝑡) =[
e−

𝑡
4 0

0 e−
𝑡
4

]⎡⎣ e
𝑡
4 0

0
1

𝑡

⎤⎦ =

⎡⎣ 1 0

0
e−

𝑡
4

𝑡

⎤⎦ .

令

𝐺(𝑡) = 𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐾(𝑡) =[
(𝑡+ 1)/4 0

0 −1

]
+

[
−𝑡 0

0 0

]
=[

(1− 3𝑡)/4 0

0 −1

]
,

因为 det(𝐺(𝑡)) = (3𝑡 − 1)/4 ∕= 0,所以闭环系统正则;

因为

det(𝜆𝐼 −𝐺1(𝑡)) =
(
𝜆+

3𝑡− 1

4𝑡

)
(𝜆+ 1),

所以闭环系统稳定; 因为𝑁(𝑡) = 0, 所以闭环系统无

脉冲.因此, 能够找到一个状态反馈控制器使原系统

是二次允许的.

4 结结结 论论论

本文针对一般广义时变系统,提出了系统容许和

二次容许的概念, 并给出了相应的判定条件,同时给

出了使系统二次容许的控制器的设计方法. 本文提出

的设计方法直接基于系数矩阵进行设计,方法比较简

单. 所得结论为进一步研究一般广义时变系统的鲁棒

性问题奠定了基础.
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