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基于变形分析的边坡潜在滑面的确定 
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摘要  基于弹塑性有限元分析的计算结果，提出了二维情况下边坡潜在滑移线应满足的一个常微分方程组初值问

题，给出了该初值问题的预测-校正算法以及确保其收敛的充分必要条件，讨论了潜在滑移线的自动搜寻技术。最

后，分别与极限分析法和极限平衡法的计算结果进行了对比，验证了方法的有效性。 
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DETERMINATION OF POTENTIAL SLIDE LINE OF SLOPES BASED ON 
DEFORMATION ANALYSIS 
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(1China Three Gorges University， Yichang  443002  China)  

(2Institute of Rock and Soil Mechanics，The Chinese Academy of Sciences， Wuhan  430071  China) 

 
Abstract  Based on the computational results from elasto-plasticity finite element analysis，an initial value 
problem related to a system of ordinary differential equations(ODEs) is formulated to define the potential slide 
lines(PSL) for two dimensional cases. A prediction-correction algorithm for the ODEs and a necessary and 
sufficient condition that assures the convergence of the algorithm are presented. The skills for searching PSL with 
presented method are discussed，and the procedures of this method have been validated against traditional limit 
analysis methods and limit equilibrium method. 
Key words  slope stability，finite element method，potential slide lines (PSL) 
 

1  引  言 

与经典的极限平衡法相比，基于变形分析的有

限元法具有许多独特的优势。首先，可以得到极限 

状态下的失效形式，这在很多场合是非常重要的，

例如，如果采用削坡方式来改善滑坡的稳定性，就

需要充分了解滑带的滑动部分和阻滑部分，滑动部

分是对应于滑带中有较大剪切变形的那部分，开挖

体只有位于滑带的滑动部分之上，才能起到积极作

用，否则，会适得其反[1]。其次，可以了解边坡随

强度的恶化而呈现出的渐进失稳过程[2]，这样，就

可将有限的加固措施置于最紧要的部位。第三， 

可考虑不同的施工工序对边坡最终安全度的影响
[3]。第四，可以考虑影响边坡稳定的某些更复杂的

因素，如，模拟降雨过程，采用更贴合实际的本构

模型，等等。 

尽管在有限元分析中可以考虑更复杂的本构模

型[4]，但目前在工程分析中最普遍的还是理想弹塑

性模型，因为理想弹塑性分析的结果与工程师们熟

悉的极限平衡法分析的结果最具可比性。文[5]也证

明了，如果对理想弹塑性结构施以简单加载，则极
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限载荷与相同强度参数的刚塑性体的极限载荷相

等。 

工程设计通常要求有限元法分析也能象极限平

衡法那样为边坡提供一个安全系数和潜在滑面[6]。

但不幸的是，利用强度折减方法仅能提供近似的安

全系数，而且迄今为止，尚没有一个确定的数学模

型去定义潜在滑面的空间位置。 

目前在工程计算中，一般是根据临界平衡态的

塑性区或变形图来大致估计潜在滑面的，或者是根

据分析者的经验，通过手工指定一系列线段和圆弧

的组合作为可能的滑移路径，并从中搜寻出安全系

数最小的滑移路径作为潜在滑面。 

文[7]利用贯通的广义塑性剪应变的等色图来

定义滑动面。对于人工边坡，文[8]建议采用位移增

量等值线来确定潜在滑面。文[2]通过使用非关联流

动法则，将剪胀角ψ 取为 0，发现在变形后的网格

中会出现一条明显的畸变带，他们将这条畸变带就

定义为潜在滑面。取ψ 为 0 意味着完全忽略了岩土

材料的剪胀特性，而仅突出其剪切变形。果然，在

使用他们的程序时发现，取非零的ψ 后这条畸变带

并不明显；而且，即使将ψ 取为 0，所使用的网格

也必须相当规则，否则，也难以出现畸变带。根据

应力计算结果，文[9]利用动态规划法，文[10]利用

人工智能型优化方法的蚂蚁算法，讨论了基于瑞典

法安全系数(抗滑力比滑动力)概念的潜在滑面的搜

寻问题。 

最近，文[4]提出的基于能量准则的岩体稳定性

分析方法是一个在概念上有别于经典极限平衡法的

分析方法。该方法是通过干扰能量等值线图来确定

潜在滑面的。为了得到单元的干扰能量，需考虑系

统的几何非线性，计算中会涉及到几何刚度矩阵的

求逆和特征值问题的求解，其运算量和存贮量甚至

高于应力分析本身。虽然一般情况下，所求得的安

全系数及其潜在滑面都不同于经典的极限平衡法，

但这仍然是一个有前景的研究方法。 

文[3，5，11～17]从不同角度探讨了将有限元

法用于边坡稳定性分析的一些技巧和问题，如文[12]

发现如果采用在π 平面上与 Mohr-Coulomb 屈服面

有相同面积的 Drucker-Prager 准则，则可求得与经

典极限平衡法相接近的安全系数。 

本文基于弹塑性有限元分析，给出了二维情况

下边坡的潜在滑面所满足的常微分方程初值问题和

数值求解该初值问题的预测-校正算法，从而使这类

问题有了牢固的数学力学基础。 

2  滑移线的初值问题 

为了不失一般性，可假设所研究的边坡处于极

限平衡状态，岩土材料满足 Mohr-Coulomb 强度准

则。因为若该边坡未处于极限平衡状态，总可以通

过强度折减，进行弹塑性计算，使其达到极限平衡

状态。顺便指出，文[18]证明了对于任何满足 Mohr- 

Coulomb 强度准则的弹塑性材料，必有称之为φ -ν

不等式的关系成立：sinφ ≥ ν21 − ，式中，φ为内摩

擦角，ν 为泊松比。在进行强度折减的过程中，通

常要根据这一不等式调整ν，否则，极限状态下的塑

性区可能偏大，而安全系数可能偏小。另外，为了

使边坡处于真正的极限平衡状态，可以采用文[19]

所推荐的位移控制法。 

为简便起见，仅研究压剪型破坏。因材料满足

Mohr-Coulomb 准则，所以，边坡内任一点 M 在 2

个方向 T1和 T2上的抗滑能力最弱，其中，T 1与第 1

主应力 1σ (拉正压负)的方向所成的角为 

24

ð s

1
φ

µα −==                (1) 

式中： sφ 为极限状态下的内摩擦角。T 2与第 1 主应

力 1σ 的方向所成的角为 
µα −=2                 (2) 

因此，若点 M 在以弧长 s 为参数的某一滑移线 S： 
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上，则 S 在点 M 的切线应沿着 T1或者 T2的方向，

即 S 应为下列 2 个常微分方程组之一的 1 条积分曲
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式中：β 为第 1 主应力 1σ 的方向角。方程(4)定义了

2 簇积分曲线：对应于 1=i 的曲线属于 C1簇，对应

于 2=i 的曲线属于 C2 簇。因为任一滑移线 S 在通 

过某一特定介质时与第 1主应力 1σ 的方向所成的角

度为常数，所以，也将这种方法称为等倾线法。 
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在边坡内任取一点 M0，均有 2 条分别属于 C1

簇的 S 1线和 C2簇的 S 2线经过点 M0，S 1线与 S 2线

在点 M0 的切线角分别为 µβ + 和 µβ − 。因此，这

2 簇曲线中的任何一簇都充满着整个边坡，而位于

塑性区内部的这 2 簇曲线恰恰构成极限状态下的特

征线[20]。 

在常微分方程的几何理论中，将满足 ，0(xpi  

=)0y 0)( 00 =yxqi ， 的点 )( 00 yx ， 称为方程(4)的奇

点，且有如下定理[21]成立：若点 )( 00 yx ， 不是奇点，

则对于点 )( 00 yx ， 的任一充分小的邻域 U，都存在

拓扑变换 T：将 U 变为矩形 V，将 U 内的  1C 簇(或 

2C 簇)都变为 V 内的平行线。利用这一定理可以得

出如下重要结论：若在所研究的区域内的任一点

)( yx， 都非奇点，则由方程(4)定义的属于同一簇的

积分曲线必不相交。由式(5)可知在边坡内处处都有

1)()( 22 =+ yxqyxp ii ，， ，即边坡内不存在奇点，所

以任意两条   1S 线(或 2S )必不相交。利用这一特性，

则在沿着某一曲线求其抗滑力和滑动力时，就不必

担心路径的分叉问题。 

由上述讨论可知，求过一指定点 )( 000 yxM ， 的

滑移线 S，需指定 S 在 M0的切线方向，也就是指定

式(5)中的 i，然后再求解下列初值问题： 
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由于积分曲线上的每一点都要求有唯一的切

线，即要求 )( yxpi ， 和 )( yxqi ， 是连续的，而当边

坡中含有结构面时， )( yxpi ， 和 )( yxqi ， 在跨越结

构面时通常是不连续的，此时滑移线应是由分段光

滑曲线组成的。但另一方面，考虑到任何分段光滑

曲线都可由光滑曲线来逼近，如果不作任何修改地

用式(6)来求解滑移线，得到的曲线将是真实滑移线

的平均位置，这条滑移线在穿越变形较大的结构面

时会发生明显的扭曲。 

3  确定滑移线的数值方法 

通过上一节分析即可知道滑移线属于初值问题

(6)所定义的 2 条积分曲线中的 1 条，但是一般情况

下，滑移线所经过的初始点 )( 00 yx ， 以及它属于 2

簇曲线中的哪 1 簇却是未知的，好在这 2 点都可以

凭借工程经验，通过设置初始搜索线来加以解决。

以图 1 所示的边坡为例，显然，滑移线应与初始搜

索线 AB 相交。 

 

 

 

 

 

 

 
图 1  设置初始搜索线搜索潜在滑移线 

Fig.1  Set initial searching line to search PSL 

 

将 AB 剖分成若干个小区间，小区间的端点设

为 )( 00
jj yx ， ， mj ，，， L   2   1= ，以每 1 个端点

)( 00
jj yx ， 作为方程(4)的初值，都可以得到 2 条积分

曲线 j
iS ， 2   1，=i 。而对于每 1 条 j

iS ，都可以求得

其稳定系数 )(w if j (抗滑力比滑动力)： 

∫
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式中： iτ 为沿 j
iS 切向的剪应力分量； i

στ 为对应于

法向应力 iσ 的抗剪强度，即 
ss tanφστσ

ii c +=               (8) 

在这 2m 条积分曲线中，找出具有最小稳定系

数 )(w if k 的曲线 k
iS ，若 )(w if k 接近于 1，则 k

iS 就是

要寻找的潜在滑移线，对应的安全系数就是强度折

减系数 iz 。否则，应重新设置初始搜索线。 

无论采用何种数值方法，如 Euler 法、预测-校

正法(PC 法)或 Runge-Kutta 法，来求解式(6)，都要

涉及到求域内任一点 P 的应力分量，而通过有限元

能够得到的仅是单元的 Gauss 点应力，因此，需通

过某一插值技术来得到点 P 的应力分量。对这种插

值技术的要求之一是插得的应力点不得位于屈服面

之外，一些应力磨平技术是不满足这一要求的。作

者推荐下列插值方法来求点 P 的应力 ijσ ： 

∑
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式中： gn 为包含点 P 的单元内的 Gauss 点数目； k
ijσ
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为第 k 个 Gauss 点的应力； kw 为权系数，权系数可

取为 
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式中： kr 为点 P 到第 k 个 Gauss 点的距离。显然，

式(9)是 k
ijσ 的一个凸组合，由屈服面的凸性可知由

式(9)得到的应力点必位于屈服面内。 

若距点 P 最近的那个 Gauss 点，如第 2 个 Gauss

点，处于塑性状态，则可认为点 P 也应处于塑性状

态，那么，就应该将上述插值所求得的应力 ijσ 调整

到屈服面上。这种调整的目的在于，当潜在滑移线

穿过与 Gauss 点 2 处相对应的一小块塑性区时（如

图 2 所示），使得在相应的这一小段滑移线上的抗 

滑力等于滑动力，从而确保当整个潜在滑移线都位

于塑性区内时，其稳定系数 kfw 等于 1。调整的方法

不是唯一的，本项研究所采用的调整策略是调整后

的应力 ijσ ′ 与插值求得的应力 ijσ 有相同的静水压

力。为此令 

ijijij sλσδσ +=′              (11) 

式中：σ 为 ijσ 的平均应力，
3

iiσ
σ = ； ijs 为 ijσ 的 

偏应力， ijijijs σδσ −= ；λ 为待定系数。 

将式(11)代入 Mohr-Coulomb 屈服面方程： 

0)()( =+=′ ijijij sFF λσδσ          (12) 

从而可求得参数λ 。 

除非所选择的步长 s 非常小，否则，采用 Euler

法求解式(6)产生的误差将很大，而高精度方法，如 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2  如果 Gauss 点 2 处于塑性态，将插值点 P 的应力调整 

到屈服面上 

Fig.2  If the Gauss point 2 is in the plastic state，adjust the 

interpolated point P onto the yield surface 

Runge-Kutta 法，因需要做太多的应力插值和调整 

运算，影响了搜索速度。所以，可以采用折中方案 

——PC 法来求解式(6)。为此，将式(6)写成向量形

式： 
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式中：
TT )()( ii qpyx ，，， == fr 。用梯形积分公式

来求(13)式在区间 ][ 1+nn ss ， 上的积分，得 

)]()([
2

11 ++ ++= nnnn

s
rfrfrr        (14) 

    原则上，可以利用求解非线性方程组的各种方

法来从式(14)中获得 1+nr ，但因难以获得 Jacobian  

矩阵
r
f

d
d

，所以，采用简单迭代法： 
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(15) 

式(15)的第 1 式为预测(prediction)步，第 2 式则为 

校正(correction)步。 

为了给出式(15)收敛的充要条件，引入应力旋

转度(stress rotation degree)概念。根据对二维应力场

的认识，在复杂场合(包括有裂纹存在)的情况，主

应力矢量场本身尽管可能存在奇异性，但主应力在

方向上的改变却比较均匀。基于上述认识，可以假

设主应力 1σ 与+x 轴之间的夹角 )(rµ 是一个

Lipschitz 函数，即对于域内任何 2 个位矢 r ′和 r ′′ ，

都存在常数 L — —应力旋转度，使得下列不等式成

立： 

 )()( rr ′−′′ µµ ≤
1

rr ′−′′L        (16) 

式中：1 为范数，定义为 yx +=
1

r ，L 的量纲为 

长度
－1。 

对于某一特定的有限元网格，可以按照如下方

式来确定 L： 
e

e
LL max=                (17) 

式中： eL 为单元 e 的应力旋转度，可由其内 Gauss

点的应力状态来决定 
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下面讨论使式(15)收敛的充要条件，为此令 

)]()([
2

)( rfrfrrR ++= nn

s
      (19) 

容易证明，当步长 s 满足下列不等式： 

sL <1              (20) 

时，由式(19)定义的 )(rR 是一个压缩映象。 

事实上，因为 
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在上述推导过程中，β ′和 β ′′ 是位于 1β 和 2β 之间的

2 个角度。因此，当步长 s 满足式(20)时， )(rR 是

一个压缩映象。 

显然，式(15)是 )(rR 的一个不动点迭代格式，

由压缩映象原理可知，当步长 s 满足式(20)时，式 

(15)收敛。实算表明，预测后仅需做一次校正即可

满足精度要求。 

4  算  例 

对于本文所有的算例，假设岩土为理想弹塑性

的 Mohr-Coulomb 材料，满足关联的流动法则，非

线性有限元方程组的求解器是文[19]所建议的位移

控制法，弹塑性本构积分为自适应方法[22]。 

4.1 均质边坡计算结果与极限分析解的对比 

假设有一均质边坡，坡高 10 m，坡度 45°，抗

剪强度参数 kPa 38.12=c ， =φ 20°，重度 =γ 20 

kN/m3。对于本例，文[23]基于上限法和对潜在滑移

线的对数螺旋线假定，给出的安全系数为 1。 

根据φ -ν 不等式： φsin ≥ ν21− ，可知ν 应满

足ν ≥0.5 )sin1( φ− ≈0.33。为了使φ -ν 不等式在对

c 和φ 打折扣的过程中始终成立，作者取 ν = 0.35。 

为了验证方法关于网格的非敏感性，作者用了

2 套网格：Mesh-a 和 Mesh-b，见图 3，4 所示。2

套网格所取得的安全系数均为 1.06，所对应的迭代

次数分别为 22 和 27。图 5，6 分别为 2 套网格所 

对应的潜在滑移线和在极限状态下的广义塑性应变

等值线图。尽管等值线关于网格有一定的依赖性，

但 2 条潜在滑移线却非常接近。从图 5，6 还可看 

出，达到临界状态时，坡角的破损程度最大而坡顶

的破损程度最小。 

 
图 3  均质边坡的规则网格(网格 a) 

Fig.3  Regular mesh for a homogeneous slope (mesh-a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

图 4  均质边坡的非规则网格(网格 b) 

Fig.4  Irregular mesh for the homogeneous slope (mesh-b) 

 

如果使用 Mesh-a 并取泊松比 =ν 0.22( <0.33，

不满足φ -ν 不等式)，则经过多达 54 次的迭代后 

所求得的安全系数为 1.05，虽然数值能够令人满 

意，但其所对应的临界状态下的塑性区(如图 7 所

示)，几乎充满了整个剖面，显然被夸大了，而且此

时的潜在滑移线也不再唯一。 

随便指出，文[11]利用 FLAC 以迭代不收敛作 

 

 

 

 

 

 

 

 
图 5  潜在滑移线和广义塑性应变(网格-a) 

Fig.5  PSL and the contours of the generalized plastic strain 

(mesh-a) 

≤ 

≤ 

PSL 
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图 6  潜在滑移线和广义塑性应变(网格-b) 

Fig.6  PSL and the contours of the generalized plastic strain 

(mesh-b) 

 

 

 

 

 

 

 

图 7  对应于ν = 0.22 时的广义塑性应变 

Fig.7  Contours of the generalized plastic strain corresponding 

to ν = 0.22 

 

为临界平衡态的标准求解了本例，给出的安全系数

为 1.03，小于本项研究的结果，这大概是因为 FLAC

中所定义的非平衡力未被完全抵消，从而使得边坡

并未达到真正的临界平衡态。 

4.2 均质边坡计算结果与极限平衡法的计算结果

的对比 

图 8 为均质边坡的有限元模型。假定抗剪强度

参数 =c 0.058 86 MPa， =φ 11.31°，重度 =γ 19.62 

kN/m3，弹模 =E 80 MPa，泊松比 =ν 0.43。文[24] 

 

由于圆弧滑动的 Bishop 法得出该边坡的安全系数

为 1.36。如果按照通常的方法不对 E，ν进行调整， 

所求得的安全系数为 1.32，如果采取文[18]所建议

的关于 E，ν的调整策略，所求得的安全系数为 1.35。

图 9 是搜索出来的潜在滑移线。 
 

 
 

图 8  均质边坡的有限元网格 

Fig.8  Finite element mesh of a homogenerous slope 
 

 

图 9  边坡的潜在滑移线及其安全系数 

Fig.9  PSL and the safety factor of slope 

 

4.3 工程算例之一——水布垭水利工程马崖高边坡 

图 10 是正在建设中的水布垭水利工程的马崖

岩质边坡剖面图，该边坡含一陡倾角的大断层

F158。该边坡的岩性十分复杂，软硬相间，最硬岩

石的弹性模量是最软岩石的将近 40 倍，表 1 列出 

了岩性参数。采用强度折减法，同时对 E 进行调 

整，所算得该边坡的安全系数为 1.40。 

图 11 给出了 2 滑移路径 ABC 和 ABD，二者在

层 F158 的左侧相重合，稳定系数分别为 =w
ABCf  

1.00 和 =w
ABDf 1.25，因此，ABC 才是潜在滑移线。

这是因为断层 F158 从边坡中部将其切断，如果发 

表 1  岩体力学参数 

Table 1  Rock mass mechanics parameters 

抗剪断强度 抗剪断强度 
岩性 

变模 

E / GPa 

泊松比 

µ c /MPa f 

重度 

/kN·m－3 

抗拉强度 

Rt / MPa 
 岩性 

变模 

E / GPa 

泊松比 

µ c /MPa f 

重度 

/kN·m－3 

抗拉强度 

Rt / MPa 

1 15 0.25 1.2 1.2 27 1.0  4′ 0.4 0.35 0.1 0.4 20 0.1 

2 15 0.25 1.0 1.2 27 1.0  2″ 8 0.3 0.6 0.8 26 0 

3 5 0.30 0.6 0.8 25 0.5  3″ 2 0.35 0.3 0.5 25 0 

4 1 0.35 0.3 0.5 22 0.2  2′ 10 0.26 0.8 1.0 26 0.5 

5 3 0.30 0.5 0.7 25 0.4  3′ 4 0.3 0.5 0.7 25 0.3 

6 10 0.27 0.8 1.0 25 0.7  F158 — — 0.3 0.5 — — 

注：*′表示位于卸荷带内的岩性*，*″表示位于极强卸荷带内的岩性*。 

PSL 

EZ 
EZ 表示弹性区 

PZ 表示塑性区 

EZ 

EZ 
PZ 

SF = 1.35 
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图 10  层状岩质边坡 

Fig.10  Layered rock slope 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

图 11  两条潜在的滑移路径 ABC 和 ABD 

Fig.11  Two PSLs  ABC and ABD 

 

生滑坡，首先是 F158 以下的岩体沿着 AB 进行滑 

动，滑动时将无法得到来自 F158 以上岩体的阻滑 

作用。图 11 还显示出，滑移路径 ABD 基本上沿着

强卸荷带与新鲜岩体的交界面，上凸下凹，而拐点

正好位于剪切变形较大的剪切带，图 12 所示的极 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 12  岩质边坡在极限状态下的网格变形图 

Fig.12  Deformation plot of the rock slope in critical  

equilibrium state 
 

限状态的变形图可以清楚地反映这一点。有关单位

利用经典的极限平衡法所求得的安全系数为 1.59，

远远大于本文得出的 1.40，究其原因就在于，像本

例这样复杂的滑移路径，是很难再根据经验而想象

得到的。 
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5  结  论 

通过本项研究并结合文[18]所建议的基于φ -ν

不等式的强度折减技术，建立了完整的基于变形分

析的边坡稳定性分析系统，该系统包含边坡稳定性

分析时所涉及的 2 个过程 — —安全系数的求解和潜

在滑面的确定。 

本文再次验证在应用基于理想弹塑性模型

(Mohr-Coulomb 屈服准则)的有限元-强度折减法分

析边坡稳定性时，应确保φ -ν 不等式成立，否则可

能会高估极限状态下的塑性区，而低估安全系数。 

诸多算例的考核结果表明，本系统所建立的搜

索潜在滑面的方法是非常稳定而可靠的。 

算例还表明，对于简单的均质边坡，潜在滑移

线更接近于对数螺旋线而不是圆弧，但对于复杂边

坡，潜在滑移线的形状非常复杂，会出现多个拐点。 

致谢  本文的工作得到Goodman R E教授宝贵的指

导意见及高度的评价： φ - ν 不等式体现了

“Simplicity is beauty”这一科学意义上的审美原则，

在此深表感谢！ 
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