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摘 要: 直接利用 fmincon函数 (MINC)研究一类在切换时刻具有脉冲行为的Markov切换随机系统.首先给出系统

依概率稳定的充分条件,设计了系统的鲁棒镇定控制器,并进行了稳定性分析;然后给出了相应的状态反馈增益矩阵

和脉冲增益矩阵的求解方法;最后,通过一个数值算例表明所设计方法的有效性. 通过研究可知,许多控制系统的分

析和综合问题均可以转化为MINC进行求解.
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Abstract: The paper studies a class of Markovian switching stochastic systems which exist impulses at the switching instants

using the fmincon function(MINC). Firstly, sufficient conditions for stability in probability of the overall system are given.

Furthermore, the stability and robust stabilizing controller are analyzed and designed, and the state feedback gain matrix and

the impulsive control gain matrix of the system are obtained. Finally, a numerical example shows the effectiveness of the

proposed approach. Through this study, it can be shown that many analysis and synthesis problems of the control systems

can be dealt with by using MINC.
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0 引引引 言言言

脉冲系统在实际应用中趋于广泛,特别是在研究

或数值模拟生物和物理现象时尤为突出,随机系统在

控制和通信科学等领域也广泛应用. 若将脉冲作为扰

动,则脉冲随机微分系统可以看作是一类复杂随机微

分系统;若将随机噪声作为扰动,则脉冲随机微分系

统可以看作是带有随机噪声干扰的脉冲微分系统,所

以脉冲随机微分系统的研究与脉冲微分系统和随机

微分系统的研究有紧密的联系.随机现象与脉冲现象

和时滞作为自然界中经常出现的现象会在同一个系

统中共存,形成脉冲随机系统.因此,对脉冲随机系统

的研究已成为控制领域的一个热点,对其稳定性分析

也一直是学者们关注的焦点. 近年来,脉冲随机系统

稳定性的研究取得了突破性的进展,并取得了一系列

丰富的结果[1-12]. Markov切换随机系统是由若干个具

有Wiener过程扰动的子系统和一个由Markov过程决

策的切换律组成的一类特殊随机系统, 对于Markov

切换系统的研究几乎涉及了控制领域的各个方面[13].

Markov切换系统的理论体系在不断走向完善和成熟

的同时也不断得到延伸和拓展, 很多新的问题亟待

解决. Lyapunov函数方法是目前研究Markov切换系

统的主流方法. Feng等[14]采用Lyapunov函数方法针

对Markov切换系统讨论了系统均方指数稳定的充分

必要条件,研究了Markov切换系统随机渐近稳定性、

均方指数稳定性和随机稳定三者之间的关系, 指出

三者是等价的,且系统的均方渐近稳定、均方指数稳

定的随机稳定条件均包含该系统依概率稳定. 利用

基于Lyapunov函数和线性矩阵不等式 (LMI)的方法,
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Yue等[15]考察了一类Markov切换线性随机时滞系统

的鲁棒稳定性问题.

文献 [13]运用LMI法系统地研究了一类在切换

时刻具有脉冲行为的Markov切换随机系统的稳定

性和鲁棒稳定性问题, 但是LMI方法要求一般的正

矩阵. 根据二次型与标准二次型的关系和正定矩阵

的定义、性质, 本文提出基于Matlab优化工具箱中

fmincon函数的MINC方法, 解决了在切换时刻具有

脉冲行为的Markov切换随机系统的稳定性和鲁棒

稳定性问题. 首先给出了系统依概率稳定的充分条

件;然后研究系统的镇定问题和鲁棒稳定性问题,同

时给出了相应的状态反馈增益矩阵和脉冲增益矩阵

的求解方法. 经典的LMI算法只能应用于线性矩阵,

MINC方法也可以应用于非线性矩阵,并且能够直接

求出最优可行解,计算量小,计算简单. 通过本文研究

可知,许多控制系统的分析和综合问题都可以转化为

MINC方法进行求解.

本文符号定义如下: 𝐴T为矩阵𝐴的转置矩阵, 𝐴

> 0(𝐴 < 0)为正定 (负定)矩阵; 𝜆(⋅)和𝜆(⋅)分别为矩
阵 (⋅)的特征值和最大特征值; 𝜎(⋅)和𝜎(⋅)分别为矩
阵 (⋅)的奇异值和最大奇异值; 𝑹为实数集; 𝑹𝑛为𝑛

维欧氏空间; 𝑹𝑛×𝑚为所有𝑛×𝑚实矩阵组成的集合;

diag(⋅)为对角阵; 𝑾 𝑛×𝑚 = {𝑀 ∈ 𝑹𝑛×𝑚 ∣ 𝑀的所有
奇异值均小于 1}; 𝐶2,1(𝑹𝑛×𝑹+×𝑆;𝑹+)为所有定义

在𝑹𝑛×𝑹+×𝑆上关于𝑥连续二阶可微、关于 𝑡一阶可

微的所有非负函数𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖)的全体; (Ω ,𝑭 , {𝐹𝑡}𝑡⩾0,

𝑃 )为带𝜎流的完备概率空间.

1 准准准备备备知知知识识识

在完备概率空间 (Ω ,𝑭 , {𝐹𝑡}𝑡⩾0, 𝑃 )中定义取

值于有限状态空间𝑁 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}的连续时间
Markov过程 {𝑟(𝑡), 𝑡 ⩾ 0},其转移概率为

𝑃{𝑟(𝑡+Δ𝑡) = 𝑗∣𝑟(𝑡) = 𝑖} =⎧⎨⎩ 𝛾𝑖𝑗Δ𝑡+ 𝑜(Δ𝑡), 𝑖 ∕= 𝑗;

1 + 𝛾𝑖𝑗Δ𝑡+ 𝑜(Δ𝑡), 𝑖 = 𝑗.

其中: Δ𝑡 > 0, lim
Δ𝑡→0

𝑜(Δ𝑡)/Δ𝑡 = 0; 𝛾𝑖𝑗为从状态 𝑖转

移到状态 𝑗的转移速率,且满足

𝛾𝑖𝑗 ⩾ 0, 𝑖 ∕= 𝑗, 𝛾𝑖𝑖 = −
∑
𝑖∕=𝑗

𝛾𝑖𝑗 .

考虑下列具有随机扰动的 Ito型Markov切换系

统

d𝑥(𝑡) = [𝐴𝑟(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵𝑟(𝑡)𝑢(𝑡)]d𝑡+ 𝐶𝑟(𝑡)𝑥(𝑡)d𝜔(𝑡),

𝑟(𝑡+) = 𝑟(𝑡);

𝑥(𝑡+)=𝐸𝑟+(𝑡),𝑟(𝑡)𝑥(𝑡
−)+𝐹𝑟+(𝑡),𝑟(𝑡)𝑢(𝑡

−), 𝑟(𝑡+) ∕=𝑟(𝑡);

𝑥(𝑡+0 ) = 𝑥0. (1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛为状态向量, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑹𝑚为可控输入,

𝑥(𝑡+) := lim
ℎ→0+

𝑥(𝑡+ ℎ), 𝑥(𝑡−) := lim
ℎ→0+

𝑥(𝑡− ℎ), 𝑥(𝑡−)

= 𝑥(𝑡), 𝜔(𝑡) ∈ 𝑹𝑚为定义在完备概率空间 (Ω ,𝑭 ,

{𝐹𝑡}𝑡⩾0, 𝑃 )上的𝑚维标准Wiener过程, 𝑟(𝑡) = 𝑖表示

子系统 {𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖}被激活, 𝑟(𝑡) = 𝑖, 𝑟(𝑡+) = 𝑗表示

在时刻 𝑡系统从第 𝑖个子系统切换到第 𝑗个子系统.在

切换时刻 𝑡,存在式 (1)中的第 2个方程所描述的脉冲,

当𝐸𝑖,𝑗 = 𝐼𝑛, 𝐹𝑖,𝑖 = 0(𝑖 ∈ 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)时表示在同一

个子系统之间切换是平稳的, 没有出现脉冲[13]. 当

𝑟(𝑡) = 𝑖, 𝑟(𝑡+) = 𝑗时, 𝐴𝑟(𝑡), 𝐵𝑟(𝑡), 𝐶𝑟(𝑡), 𝐸𝑟(𝑡+),𝑟(𝑡),

𝐹𝑟(𝑡+),𝑟(𝑡)分别记为定常矩阵𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖, 𝐸𝑗,𝑖, 𝐹𝑗,𝑖.

系统 (1)相应的自治系统、不确定系统和受控的

不确定系统分别为⎧⎨⎩
d𝑥(𝑡) = 𝐴𝑖(𝑡)d𝑡+ 𝐶𝑖𝑥(𝑡)d𝜔(𝑡), 𝑟(𝑡

+) = 𝑟(𝑡);

𝑥(𝑡+) = 𝐸𝑗,𝑖𝑥(𝑡
−), 𝑟(𝑡+) ∕= 𝑟(𝑡);

𝑥(𝑡+0 ) = 𝑥0.

(2)

⎧⎨⎩

d𝑥(𝑡) = (𝐴𝑖 +Δ𝐴𝑖)𝑥(𝑡)d𝑡+ 𝐶𝑖𝑥(𝑡)d𝜔(𝑡),

𝑟(𝑡+) = 𝑟(𝑡);

𝑥(𝑡+) = (𝐸𝑗,𝑖 +Δ𝐸𝑗,𝑖)𝑥(𝑡
−), 𝑟(𝑡+) ∕= 𝑟(𝑡);

𝑥(𝑡+0 ) = 𝑥0.

(3)

⎧⎨⎩

d𝑥(𝑡) = [(𝐴𝑖 +Δ𝐴𝑖)𝑥(𝑡) +𝐵𝑖𝑢(𝑡)]d𝑡+

𝐶𝑖𝑥(𝑡)d𝜔(𝑡), 𝑟(𝑡
+) = 𝑟(𝑡);

𝑥(𝑡+) = (𝐸𝑗,𝑖 +Δ𝐸𝑗,𝑖)𝑥(𝑡
−) + 𝐹𝑗,𝑖𝑢(𝑡

−),

𝑟(𝑡+) ∕= 𝑟(𝑡);

𝑥(𝑡+0 ) = 𝑥0.

(4)

其中不确定参数阵结构如下:

[Δ𝐴𝑖,Δ𝐸𝑗,𝑖] = 𝐻𝑖𝐺𝑖[𝐷𝑖,𝑊𝑗,𝑖], (5)

𝐻𝑖, 𝐷𝑖,𝑊𝑗,𝑖为具有适当维数的已知定常矩阵, 𝐺𝑖为

满足𝐺T
𝑖 𝐺𝑖 ⩽ 𝐼的未知矩阵, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 .

注 1 总是假设系统 (1)的解存在, 𝑤(𝑡)与 𝑟(𝑡)互

相独立,保证系统在每个有界时间区间内切换有限次.

为了研究方便,本文假设𝑚 = 𝑛. 当𝑚 ∕= 𝑛时,作分块

研究即可.

为了设计系统的控制器,给出如下定义和引理.

定义 1[16] 称系统 (2)的解是依概率稳定的, 如

果对于 ∀𝑠 ⩾ 0, 𝜀 > 0, 有 lim
𝑥0→0

𝑃{sup
𝑡>𝑠

∥𝑥𝑠,𝑥0(𝑡)∥ > 𝜀}
= 0. 𝑥𝑠,𝑥0(𝑡)为在时刻 𝑠从点𝑥0出发的系统状态的样

本路径.

根据文献 [17]中的定理 2可以得到如下引理 1.

引理 1 任意实对称矩阵

𝑆 =

⎡⎢⎣ 𝑆11 𝑆12 𝑆13

𝑆T
12 𝑆22 0

𝑆T
13 0 𝑆33

⎤⎥⎦ < 0,
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当且仅当

1)

[
𝑆11 𝑆12

𝑆T
12 𝑆22

]
< 0, 𝑆22 < 0, 𝑆33 < 0;

2) (−𝑆11 + 𝑆12𝑆
−1
22 𝑆T

12)
−1/2𝑆13𝑆

−1/2
33 ∈ 𝑾 𝑟×(𝑛−𝑟−𝑠).

引理 2[18] 对于任意适当维数矩阵𝑋,𝑌 ,有

𝑋𝑌 T + 𝑌 𝑋T ⩽ 𝜒𝑋𝑋T + 𝜒−1𝑌 T𝑌, ∀𝜒 > 0.

对于系统 (2), 选择具有下列形式的Lyapunov函

数:

𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖) = 𝑥T(𝑡)𝑃𝑖𝑥(𝑡). (6)

其中: 𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖) ∈ 𝐶2,1(𝑅𝑛×𝑅+×𝑆;𝑅+); 𝑃𝑖(1 ⩽ 𝑖 ⩽
𝑁)为正定阵. 且有

𝐿𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖) :=

𝑉𝑥(𝑥(𝑡), 𝑖)(𝐴𝑖𝑥(𝑡)) +

𝑁∑
𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑉𝑥(𝑥(𝑡), 𝑗)+

tr((𝐶𝑖𝑥(𝑡))
T𝑉𝑥𝑥(𝑥(𝑡), 𝑖)𝐶𝑖𝑥(𝑡))/2,

𝑉𝑥(𝑥(𝑡), 𝑖) =(∂𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖)

∂𝑥1
,
∂𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖)

∂𝑥2
, ⋅ ⋅ ⋅ , ∂𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖)

∂𝑥𝑛

)
,

𝑉𝑥𝑥(𝑥(𝑡), 𝑖) =
(∂2𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖)

∂𝑥𝑙∂𝑥𝑘

)
𝑛×𝑛

,

𝑙, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
引理 3[13] 系统 (2)依概率稳定, 若存在切换型

Lyapunov函数 (6)满足:

1)𝐿𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖) ⩽ 0, 𝑟(𝑡+) = 𝑟(𝑡);

2)𝐸𝑉 (𝑥(𝑡+), 𝑗) ⩽ 𝐸𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖), 𝑟(𝑡+) ∕= 𝑟(𝑡).

2 主主主要要要结结结论论论

2.1 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

首先给出自治系统 (2)依概率稳定的充分条件.

定理 1 考虑系统 (2),如果存在正数𝜆𝑖1 ⩾ 𝜆𝑖2 ⩾
⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝜆𝑖𝑛 > 0, 𝑃𝑖 = diag(𝜆𝑖𝑤), 𝑤 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑖, 𝑗 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ,使得

trΘ𝑖

𝑛
−
√

𝑛− 1

𝑛

(
trΘ2

𝑖 − 1

𝑛
∣trΘ𝑖∣2

)
> 1, (7)

trΞ𝑖𝑗

𝑛
−
√

𝑛− 1

𝑛

(
trΞ 2

𝑖𝑗 −
1

𝑛
∣trΞ𝑖𝑗 ∣2

)
> 1 (8)

成立,则系统 (2)依概率稳定. 其中

Θ𝑖 = −𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 − 𝑃𝑖𝐴𝑖 −

𝑁∑
𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑃𝑗 − 𝐶T
𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖 + 𝐼,

Ξ𝑖𝑗 = −𝑃𝑗 − 𝐼 + 𝑃𝑗𝐸
T
𝑗,𝑖𝑃𝑖𝐸𝑗,𝑖𝑃𝑗 .

证证证明明明 对于系统 (2),选择Lyapunov函数 (6),记

𝑊𝑖 = Θ
− 1

2

𝑖 ,

Θ𝑖 = −𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 − 𝑃𝑖𝐴𝑖 −

𝑁∑
𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑃𝑗 − 𝐶T
𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖 + 𝐼.

如果式 (7)成立,则有

𝜎2(𝑊𝑖) = 𝜆(𝑊T
𝑖 𝑊𝑖) = 𝜆(Θ−1

𝑖 ) ⩽( trΘ𝑖

𝑛
−
√

𝑛− 1

𝑛

(
trΘ2

𝑖 − 1

𝑛
∣trΘ𝑖∣2

))−1

< 1.

由引理 1可知⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴T

𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 +

𝑁∑
𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑃𝑗 − 𝐼 𝐶T
𝑖 𝐼

𝐶𝑖 −𝑃−1
𝑖 0

𝐼 0 −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0,

由 Schur补引理可知⎡⎢⎢⎣ 𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 +

𝑁∑
𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑃𝑗 𝐶T
𝑖

𝐶𝑖 −𝑃−1
𝑖

⎤⎥⎥⎦ < 0,

再次运用Schur补引理,得到

𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 +

𝑁∑
𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑃𝑗 + 𝐶T
𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖 < 0.

如果式 (8)成立, 则类似地有𝐸T
𝑗,𝑖𝑃𝑗𝐸𝑗,𝑖 − 𝑃𝑖 ⩽ 0, 因

此,当 𝑟(𝑡+) = 𝑟(𝑡)时,有

𝐿𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖) =

𝑥T(𝑡)
(
𝐴T

𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 +

𝑁∑
𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑃𝑗 + 𝐶T
𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖

)
𝑥(𝑡) < 0;

当 𝑟(𝑡+) ∕= 𝑟(𝑡)时,有

𝐸𝑉 (𝑥(𝑡+), 𝑖)− 𝐸𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖) =

𝐸{𝑥T(𝑡)(𝐸T
𝑗,𝑖𝑃𝑗𝐸𝑗,𝑖 − 𝑃𝑖)𝑥(𝑡)} ⩽ 0.

根据引理 3可知系统 (2)依概率稳定. 2
定理 2 考虑系统 (3), 如果存在正数𝜇𝑗 , 𝜐𝑗 , 𝜆𝑖1

⩾ 𝜆𝑖2 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝜆𝑖𝑛 > 0, 𝑃𝑖 = diag(𝜆𝑖𝑤), 𝑤 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ,使得

trΘ𝑖

𝑛
−
√

𝑛− 1

𝑛

(
trΘ2

𝑖 − 1

𝑛
∣trΘ𝑖∣2

)
> 1, (9)

trΞ𝑖𝑗

𝑛
−
√

𝑛− 1

𝑛

(
trΞ 2

𝑖𝑗 −
1

𝑛
∣trΞ𝑖𝑗 ∣2

)
> 1 (10)

成立,则系统 (3)依概率稳定. 其中

Θ𝑖 = −𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 − 𝑃𝑖𝐴𝑖 − 𝜇𝑖(𝑃𝑖𝐻𝑖𝐻

T
𝑖 𝑃𝑖 +𝐷T

𝑖 𝐷𝑖)−
𝑁∑
𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑃𝑗 − 𝐶T
𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖 + 𝐼,

Ξ𝑖𝑗 = −𝑃𝑗 − 𝐼 + (𝑃𝑗𝐸
T
𝑗,𝑖 + 𝜐𝑖(𝑃𝑖𝐻𝑖𝐻

T
𝑖 𝑃𝑖 +𝐷T

𝑖 𝐷𝑖))×
𝑃𝑖(𝜐𝑖(𝑃𝑖𝐻

T
𝑖 𝐻𝑖𝑃𝑖 +𝐷𝑖𝐷

T
𝑖 ) + 𝐸𝑗,𝑖𝑃𝑗).

证证证明明明 对于系统 (3),选择Lyapunov函数,令

𝑎𝑖 = 𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 +

𝑁∑
𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑃𝑗 − 𝐼,

𝑎̂𝑖 = (𝐴𝑖 +Δ𝐴𝑖)
T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝐴𝑖 +Δ𝐴𝑖) +

𝑁∑
𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑃𝑗 − 𝐼,
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𝑀𝑖 =

⎡⎢⎣ 𝑎𝑖 𝐶T
𝑖 𝐼

𝐶𝑖 −𝑃−1
𝑖 0

𝐼 0 −𝐼

⎤⎥⎦ .

由引理 2可知⎡⎢⎣ 𝑎̂𝑖 𝐶T
𝑖 𝐼

𝐶𝑖 −𝑃−1
𝑖 0

𝐼 0 −𝐼

⎤⎥⎦ =

𝑀𝑖 +

⎡⎢⎣ 𝑃𝑖𝐻𝑖𝐺𝑖𝐷𝑖 + (𝑃𝑖𝐻𝑖𝐺𝑖𝐷𝑖)
T 0 0

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎦ =

𝑀𝑖 +

⎡⎢⎣ 𝑃𝑖𝐻𝑖 0

0 0

0 0

⎤⎥⎦𝐺𝑖

[
𝐷𝑖 0 0

0 0 0

]
+

(⎡⎢⎣ 𝑃𝑖𝐻𝑖 0

0 0

0 0

⎤⎥⎦𝐺𝑖

[
𝐷𝑖 0 0

0 0 0

])T

⩽

𝑀𝑖 + 𝜇𝑖

⎡⎢⎣ 𝑃𝑖𝐻𝑖 0

0 0

0 0

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ 𝑃𝑖𝐻𝑖 0

0 0

0 0

⎤⎥⎦
T

+

𝜇𝑖

[
𝐷𝑖 0 0

0 0 0

]T

𝐺T
𝑖 𝐺𝑖

[
𝐷𝑖 0 0

0 0 0

]
⩽

𝑀𝑖 + 𝜇𝑖

⎡⎢⎣ 𝑃𝑖𝐻𝑖 0

0 0

0 0

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ 𝑃𝑖𝐻𝑖 0

0 0

0 0

⎤⎥⎦
T

+

𝜇𝑖

[
𝐷𝑖 0 0

0 0 0

]T [
𝐷𝑖 0 0

0 0 0

]
=

⎡⎢⎣𝑎𝑖 + 𝜇𝑖(𝑃𝑖𝐻𝑖𝐻
T
𝑖 𝑃𝑖 +𝐷T

𝑖 𝐷𝑖) 𝐶T
𝑖 𝐼

𝐶𝑖 −𝑃−1
𝑖 0

𝐼 0 −𝐼

⎤⎥⎦ . (11)

记

𝑊𝑖 = Θ
− 1

2

𝑖 ,

Θ𝑖 = −𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 − 𝑃𝑖𝐴𝑖 − 𝜇𝑖(𝑃𝑖𝐻𝑖𝐻

T
𝑖 𝑃𝑖 +𝐷T

𝑖 𝐷𝑖)−
𝑁∑
𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑃𝑗 − 𝐶T
𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖 + 𝐼.

如果式 (9)成立,则有

𝜎2(𝑊𝑖) = 𝜆(𝑊T
𝑖 𝑊𝑖) = 𝜆(Θ−1

𝑖 ) ⩽( trΘ𝑖

𝑛
−
√

𝑛− 1

𝑛

(
trΘ2

𝑖 − 1

𝑛
∣trΘ𝑖∣2

))−1

< 1.

由引理 1和式 (11)可知⎡⎢⎣ 𝑎̂𝑖 − 𝐼 𝐶T
𝑖 𝐼

𝐶𝑖 −𝑃−1
𝑖 0

𝐼 0 −𝐼

⎤⎥⎦ < 0.

与定理 1的证明类似,如果式 (9)和 (10)成立,则

定理 2成立. 2
下面考虑系统 (1)的镇定问题. 仿照定理 1的证

明过程易得到如下结论.

定理 3 考虑系统 (1),如果存在正数 𝜌, 𝛿𝑗 , 𝜆𝑖1 ⩾
𝜆𝑖2 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝜆𝑖𝑛 > 0, 𝑃𝑖 = diag(𝜆𝑖𝑤), 𝑤 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,

𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ,使得

trΘ𝑖

𝑛
−
√

𝑛− 1

𝑛

(
trΘ2

𝑖 − 1

𝑛
∣trΘ𝑖∣2

)
> 1, (12)

trΞ𝑖𝑗

𝑛
−
√

𝑛− 1

𝑛

(
trΞ 2

𝑖𝑗 −
1

𝑛
∣trΞ𝑖𝑗 ∣2

)
> 1 (13)

成立,则存在切换反馈控制器⎧⎨⎩𝑢(𝑡) = 𝐾𝑖𝑥(𝑡), 𝑟(𝑡
+) = 𝑟(𝑡);

𝑢(𝑡−) = 𝐿𝑗𝑖𝑥(𝑡
−), 𝑟(𝑡+) ∕= 𝑟(𝑡)

确保闭环系统依概率稳定,且相应的切换反馈增益矩

阵与脉冲控制增益分别为

𝐾𝑖 = 𝜌𝐵T
𝑖 𝑃𝑖, 𝐿𝑗 = 𝛿𝑗𝑃

−1
𝑗 ,

𝛿𝑗 > 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

其中

Θ𝑖 = −𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 − 𝑃𝑖𝐴𝑖 − 2𝜌𝑃𝑖𝐵𝑖𝐵

T
𝑖 𝑃𝑖−

𝐶T
𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖 −

𝑁∑
𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑃𝑗 + 𝐼,

Ξ𝑖𝑗 = −𝑃𝑗 − 𝐼 + (𝑃𝑗𝐸
T
𝑗,𝑖 + 𝛿𝑗𝐹

T
𝑗,𝑖)𝑃𝑖(𝛿𝑗𝐹𝑗,𝑖 + 𝐸𝑗,𝑖𝑃𝑗).

2.2 鲁鲁鲁棒棒棒稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定理 4 考虑系统 (4),如果存在正数 𝜌, 𝛿𝑗 , 𝜇𝑗 , 𝜐𝑗 ,

𝜆𝑖1 ⩾ 𝜆𝑖2 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝜆𝑖𝑛 > 0, 𝑃𝑖 = diag(𝜆𝑖𝑤), 𝑤 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ,使得

trΘ𝑖

𝑛
−
√

𝑛− 1

𝑛

(
trΘ2

𝑖 − 1

𝑛
∣trΘ𝑖∣2

)
> 1, (14)

trΞ𝑖𝑗

𝑛
−
√

𝑛− 1

𝑛

(
trΞ 2

𝑖𝑗 −
1

𝑛
∣trΞ𝑖𝑗 ∣2

)
> 1 (15)

成立,则存在切换反馈控制器⎧⎨⎩𝑢(𝑡) = 𝐾𝑖𝑥(𝑡), 𝑟(𝑡
+) = 𝑟(𝑡);

𝑢(𝑡−) = 𝐿𝑗𝑖𝑥(𝑡
−), 𝑟(𝑡+) ∕= 𝑟(𝑡)

确保闭环系统依概率稳定,且相应的切换反馈增益矩

阵与脉冲控制增益分别为

𝐾𝑖 = 𝜌𝐵T
𝑖 𝑃𝑖, 𝐿𝑗 = 𝛿𝑗𝑃

−1
𝑗 .

其中

Θ𝑖 = −𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 − 𝑃𝑖𝐴𝑖 − 𝜇𝑖(𝑃𝑖𝐻𝑖𝐻

T
𝑖 𝑃𝑖 +𝐷T

𝑖 𝐷𝑖)−

2𝜌𝑃𝑖𝐵𝑖𝐵
T
𝑖 𝑃𝑖 −

𝑁∑
𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑃𝑗 − 𝐶T
𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖 + 𝐼,

Ξ𝑖𝑗 =

− 𝑃𝑗 − 𝐼 + (𝑃𝑗𝐸
T
𝑗,𝑖 + 𝜐𝑖(𝑃𝑖𝐻𝑖𝐻

T
𝑖 𝑃𝑖 +𝐷T

𝑖 𝐷𝑖)+

𝛿𝑗𝐹
T
𝑗,𝑖)𝑃𝑖(𝛿𝑗𝐹𝑗,𝑖 + 𝜐𝑖(𝑃𝑖𝐻

T
𝑖 𝐻𝑖𝑃𝑖 +𝐷𝑖𝐷

T
𝑖 ) + 𝐸𝑗,𝑖𝑃𝑗).
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证证证明明明 对于系统 (4),选择Lyapunov函数 (6),令

𝑎𝑖 = 𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 +

𝑁∑
𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑃𝑗 + 2𝜌𝑃𝑖𝐵𝑖𝐵
T
𝑖 𝑃𝑖 − 𝐼,

𝑎̂𝑖 = (𝐴𝑖 +Δ𝐴𝑖)
T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝐴𝑖 +Δ𝐴𝑖)+

𝑁∑
𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑃𝑗 + 2𝜌𝑃𝑖𝐵𝑖𝐵
T
𝑖 𝑃𝑖 − 𝐼,

𝑀𝑖 =

⎡⎢⎣ 𝑎𝑖 𝐶T
𝑖 𝐼

𝐶𝑖 −𝑃−1
𝑖 0

𝐼 0 −𝐼

⎤⎥⎦ .

由引理 2可知⎡⎢⎣ 𝑎̂𝑖 𝐶T
𝑖 𝐼

𝐶𝑖 −𝑃−1
𝑖 0

𝐼 0 −𝐼

⎤⎥⎦ =

𝑀𝑖 +

⎡⎢⎣ 𝑃𝑖𝐻𝑖𝐺𝑖𝐷𝑖 + (𝑃𝑖𝐻𝑖𝐺𝑖𝐷𝑖)
T 0 0

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎦ =

𝑀𝑖 +

⎡⎢⎣ 𝑃𝑖𝐻𝑖 0

0 0

0 0

⎤⎥⎦𝐺𝑖

[
𝐷𝑖 0 0

0 0 0

]
+

(⎡⎢⎣ 𝑃𝑖𝐻𝑖 0

0 0

0 0

⎤⎥⎦𝐺𝑖

[
𝐷𝑖 0 0

0 0 0

])T

⩽

𝑀𝑖 + 𝜇𝑖

⎡⎢⎣ 𝑃𝑖𝐻𝑖 0

0 0

0 0

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ 𝑃𝑖𝐻𝑖 0

0 0

0 0

⎤⎥⎦
T

+

𝜇𝑖

[
𝐷𝑖 0 0

0 0 0

]T

𝐺T
𝑖 𝐺𝑖

[
𝐷𝑖 0 0

0 0 0

]
⩽

𝑀𝑖 + 𝜇𝑖

⎡⎢⎣ 𝑃𝑖𝐻𝑖 0

0 0

0 0

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ 𝑃𝑖𝐻𝑖 0

0 0

0 0

⎤⎥⎦
T

+

𝜇𝑖

[
𝐷𝑖 0 0

0 0 0

]T [
𝐷𝑖 0 0

0 0 0

]
=

⎡⎢⎣ 𝑎𝑖 + 𝜇𝑖(𝑃𝑖𝐻𝑖𝐻
T
𝑖 𝑃𝑖 +𝐷T

𝑖 𝐷𝑖) 𝐶T
𝑖 𝐼

𝐶𝑖 −𝑃−1
𝑖 0

𝐼 0 −𝐼

⎤⎥⎦ . (16)

记

𝑊𝑖 = Θ
− 1

2

𝑖 ,

Θ𝑖 = −𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 − 𝑃𝑖𝐴𝑖 − 𝜇𝑖(𝑃𝑖𝐻𝑖𝐻

T
𝑖 𝑃𝑖 +𝐷T

𝑖 𝐷𝑖)−
𝑁∑
𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑃𝑗 − 2𝜌𝑃𝑖𝐵𝑖𝐵
T
𝑖 𝑃𝑖 − 𝐶T

𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖 + 𝐼.

如果式 (17)成立,则有

𝜎2(𝑊T
𝑖 𝑊𝑖) = 𝜆(Θ−1

𝑖 ) ⩽( trΘ𝑖

𝑛
−
√

𝑛− 1

𝑛

(
trΘ2

𝑖 − 1

𝑛
∣trΘ𝑖∣2

))−1

< 1.

由引理 1和式 (16)可知⎡⎢⎣ 𝑎̂𝑖 − 𝐼 𝐶T
𝑖 𝐼

𝐶𝑖 −𝑃−1
𝑖 0

𝐼 0 −𝐼

⎤⎥⎦ < 0.

与定理 1和定理 3的证明类似, 如果式 (17)和 (18)成

立,则定理 4成立. 2
定理 4给出了系统 (4)依概率稳定的充分条件,

如果令

𝑓𝑖 =
trΘ𝑖

𝑛
−
√

𝑛− 1

𝑛

(
trΘ2

𝑖 − 1

𝑛
∣trΘ𝑖∣2

)
> 1, (17)

𝑓𝑖𝑗=
trΞ𝑖𝑗

𝑛
−
√

𝑛− 1

𝑛

(
trΞ 2

𝑖𝑗 −
1

𝑛
∣trΞ𝑖𝑗 ∣2

)
> 1, (18)

则正数𝜆𝑖1 ⩾ 𝜆𝑖2 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝜆𝑖𝑛 > 0(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)可

由下述优化问题

min
( 𝑁∑

𝑖=1

(𝑓𝑖 − 1)2 +

𝑁∑
𝑖,𝑗=1

(𝑓𝑖𝑗 − 1)2
)

(19)

求解. 式 (19)可以利用Matlab优化工具箱中 fmincon

函数方便求解,称该方法为MINC方法.

注 2 LMI方法必须构造线性矩阵, MINC方法

也可以应用于非线性矩阵, 应用范围更广, 更方便灵

活.

注 3 因为MINC方法只需计算对角正定矩阵,

计算中所求变量减少了𝑛2 − 𝑛个,所以MINC方法比

LMI计算量要小得多.

3 数数数值值值算算算例例例

考虑三维二模态具有Markov切换的脉冲随机微

分系统

d𝑥(𝑡) = [(𝐴𝑖 +Δ𝐴𝑖)𝑥(𝑡) +𝐵𝑖𝑢(𝑡)]d𝑡+ 𝐶𝑖𝑥(𝑡)d𝜔(𝑡),

𝑟(𝑡+) = 𝑟(𝑡);

𝑥(𝑡+) = (𝐸𝑗,𝑖 +Δ𝐸𝑗,𝑖)𝑥(𝑡
−) + 𝐹𝑗,𝑖𝑢(𝑡

−),

𝑟(𝑡+) ∕= 𝑟(𝑡);

𝑥(𝑡+0 ) = 𝑥0, [Δ𝐴𝑖,Δ𝐸𝑗,𝑖] = 𝐻𝑖𝐺𝑖[𝐷𝑖,𝑊𝑗,𝑖].

其中Markov过程由算子Π = (𝛾𝑖𝑗)(𝑖, 𝑗 ∈ 1, 2)给出,

有

𝐴1=

⎡⎢⎣−9.3 −1 0

0 −11 0

0 0 10

⎤⎥⎦, 𝐴2=

⎡⎢⎣ −100 0 0

1 −100 0

0 0 −100

⎤⎥⎦,

𝐵2 =

⎡⎢⎣ 0.9 0 0

0 1.1 0

0 0 1

⎤⎥⎦ , 𝐹21 =

⎡⎢⎣ −0.11 0 0

0 0.01 0

0 0 1

⎤⎥⎦ ,

𝐵1 = 𝐼3, 𝐶1 = 𝐶2 = 2𝐼3, 𝐻1 = 𝐻2 = 0.1𝐼3,
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𝐷1 = 𝐷2 = 𝐼3, 𝐹12 = 𝐼3, Π =

[
−3 3

2 −2

]
,

𝐸12 = 2𝐼3, 𝐸21 = 𝐼3, 𝑊12 = 0.3𝐼3, 𝜐1 = 𝜐2 = 0.1,

𝑊21 = −0.3𝐼3, 𝜌 = 1, 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 = 0.5.

首先选取𝑋0 = [0.000 01, 0.000 001, 0.1, 0.000 1,

0.000 001, 0.000 1], 𝛿1 = 𝛿2 = 𝛿3 = 10,由定理 4并应

用Matlab优化工具箱中 fmincon函数计算可得

𝑃1 =

⎡⎢⎣ 4.850 1 0 0

0 2.431 0 0

0 0 0.660 7

⎤⎥⎦ ,

𝑃2 =

⎡⎢⎣ 79.747 2 0 0

0 79.747 2 0

0 63.338 8

⎤⎥⎦ .

相应的状态反馈增益矩阵与脉冲控制增益为

𝐾1 =

⎡⎢⎣ 4.850 1 0 0

0 −2.431 0 0

0 0 0.660 7

⎤⎥⎦ ,

𝐾2 =

⎡⎢⎣ 71.772 5 0 0

0 87.721 9 0

0 0 63.338 8

⎤⎥⎦ ,

𝐿1 =

⎡⎢⎣ 2.061 8 0 0

0 4.113 5 0

0 0 15.135 5

⎤⎥⎦ ,

𝐿2 =

⎡⎢⎣ 0.125 4 0 0

0 0.125 4 0

0 0 0.157 9

⎤⎥⎦ .

再取𝑋0 = [0.01, 0.01, 0.01, 0.01, 0.000 001, 0.000 1],

𝛿1 = 𝛿2 = 10,可以得到

𝑃1 =

⎡⎢⎣ 10.580 7 0 0

0 10.580 7 0

0 10.290 8

⎤⎥⎦ ,

𝑃2 =

⎡⎢⎣ 116.017 5 0 0

0 68.729 2 0

0 0 47.877 9

⎤⎥⎦ .

相应的状态反馈增益矩阵和脉冲控制增益为

𝐾1 =

⎡⎢⎣ 10.580 7 0 0

0 −10.580 7 0

0 0 10.290 8

⎤⎥⎦ ,

𝐾2 =

⎡⎢⎣ 104.415 8 0 0

0 75.602 1 0

0 0 47.877 9

⎤⎥⎦ ,

𝐿1 =

⎡⎢⎣ 0.945 1 0 0

0 0.945 1 0

0 0 0.971 7

⎤⎥⎦ ,

𝐿2 =

⎡⎢⎣ 0.086 2 0 0

0 0.145 5 0

0 0 0.208 9

⎤⎥⎦ .

综上,整个不确定脉冲混合系统在定义 1的意义

下是依概率稳定的,从而控制方法是有效的．

注 4 由以上分析可见,能够通过选取不同的初

始值𝑋0和 𝛿求得合适的状态反馈增益矩阵和脉冲控

制增益.

4 结结结 论论论

本文结合二次型与标准二次型的关系、正(负)定

矩阵的定义和性质, 提出了基于Matlab优化工具箱

中 fmincon函数的MINC方法, 并将一类在切换时刻

具有脉冲行为的Markov切换随机系统的镇定和鲁棒

稳定性问题转化为多目标最优化问题.首先给出系统

依概率稳定的充分条件;然后研究系统的稳定化问题

和鲁棒稳定性问题,并给出了相应的状态反馈增益矩

阵和脉冲增益矩阵的求解方法. 本文提出的MINC方

法只要求对角正定矩阵, 不要求矩阵一定线性, 且能

够直接求出最优可行解,因此与LMI方法相比,计算

量更小, 更简单, 并且许多控制系统的分析和综合问

题均可以转化为MINC方法来求解.
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