
Laplace定理

• 在行列式中，任取k行，则由这k行元素组成的一切k阶子式与其

对应的代数余子式的乘积之和等于行列式的值。
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二元线性方程组二元线性方程组二元线性方程组二元线性方程组

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

a x a x b

a x a x b

+ =+ =+ =+ =


+ =+ =+ =+ =

若令若令若令若令

11 12

21 22

a a
D

a a
====

b a ba

((((方程组的系数行列式方程组的系数行列式方程组的系数行列式方程组的系数行列式))))

7. Cramer法则

12

1

1

2 22

b

b

a
D

a
====

1

2

2

11

21

ba
D

a b
====

则上述二元线性方程组的解可表示为则上述二元线性方程组的解可表示为则上述二元线性方程组的解可表示为则上述二元线性方程组的解可表示为

11 22 12 2

1

11 22 12 21

D

D

b a a b
x

a a a a
====

−−−−
====

−−−−

11 2 1 21 2

2

11 22 12 21

a b b a D
x

a a a a D

−−−−
= == == == =

−−−−



一、Cramer法则

如果线性方程组如果线性方程组如果线性方程组如果线性方程组

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2
(1)

n n

n n

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =


+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =



LLLL

LLLL

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

1 1 2 2n n nn n n
a x a x a x b


 + + + =+ + + =+ + + =+ + + =

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

LLLL

的系数行列式不等于零的系数行列式不等于零的系数行列式不等于零的系数行列式不等于零，，，，即即即即

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a a

a a a
D

a a a

= ≠= ≠= ≠= ≠

LLLL

LLLL

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

LLLL



1 2 2

1 2 3
, , , , .          (2)n

n

DD D D
x x x x

D D D D
= = = == = = == = = == = = =LLLL

其中其中其中其中 是把系数行列式是把系数行列式是把系数行列式是把系数行列式 中第中第中第中第 列的元素用方程组右端的列的元素用方程组右端的列的元素用方程组右端的列的元素用方程组右端的

常数项代替后所得到的常数项代替后所得到的常数项代替后所得到的常数项代替后所得到的 阶行列式阶行列式阶行列式阶行列式，，，，即即即即

j
D D j

n

那么线性方程组那么线性方程组那么线性方程组那么线性方程组(1)(1)(1)(1)有解并且解是唯一的有解并且解是唯一的有解并且解是唯一的有解并且解是唯一的，，，，解可以表示成解可以表示成解可以表示成解可以表示成

常数项代替后所得到的常数项代替后所得到的常数项代替后所得到的常数项代替后所得到的 阶行列式阶行列式阶行列式阶行列式，，，，即即即即
n

11 1, 1 1, 1 1

1 , 1 , 1

1j j n

j

n n j n j nnn

a a a a

D

a a a a

b

b

− +− +− +− +

− +− +− +− +

====

L LL LL LL L

M M M MM M M MM M M MM M M M

L LL LL LL L

MMMM



定理中包含着三个结论定理中包含着三个结论定理中包含着三个结论定理中包含着三个结论：：：：

•方程组有解方程组有解方程组有解方程组有解；；；；（（（（解的存在性解的存在性解的存在性解的存在性））））

•解是唯一的解是唯一的解是唯一的解是唯一的；；；；（（（（解的唯一性解的唯一性解的唯一性解的唯一性））））

•解可以由公式解可以由公式解可以由公式解可以由公式((((2))))给出给出给出给出....

这三个结论是有联系的这三个结论是有联系的这三个结论是有联系的这三个结论是有联系的. . . . 应该注意应该注意应该注意应该注意，，，，该定理所讨论的只是系该定理所讨论的只是系该定理所讨论的只是系该定理所讨论的只是系这三个结论是有联系的这三个结论是有联系的这三个结论是有联系的这三个结论是有联系的. . . . 应该注意应该注意应该注意应该注意，，，，该定理所讨论的只是系该定理所讨论的只是系该定理所讨论的只是系该定理所讨论的只是系

数行列式不为零的方程组数行列式不为零的方程组数行列式不为零的方程组数行列式不为零的方程组，，，，至于系数行列式等于零的情形至于系数行列式等于零的情形至于系数行列式等于零的情形至于系数行列式等于零的情形，，，，

将在第三章的一般情形中一并讨论将在第三章的一般情形中一并讨论将在第三章的一般情形中一并讨论将在第三章的一般情形中一并讨论....

正面在书的正面在书的正面在书的正面在书的33333333页页页页：：：：必要必要必要必要++++充分充分充分充分



关于Cramer法则的等价命题

设设设设

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

(1)

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =


+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =


 + + + =+ + + =+ + + =+ + + =

LLLL

LLLL

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

LLLL

定理定理定理定理4 如果线性方程组如果线性方程组如果线性方程组如果线性方程组((((1))))的系数行列式不等于零的系数行列式不等于零的系数行列式不等于零的系数行列式不等于零，，，，则则则则

该线性方程组一定有解该线性方程组一定有解该线性方程组一定有解该线性方程组一定有解,,,,而且解是唯一的而且解是唯一的而且解是唯一的而且解是唯一的 ....

定理定理定理定理4′ 如果线性方程组无解或有两个不同的解如果线性方程组无解或有两个不同的解如果线性方程组无解或有两个不同的解如果线性方程组无解或有两个不同的解，，，，则它的则它的则它的则它的

系数行列式必为零系数行列式必为零系数行列式必为零系数行列式必为零....

1 1 2 2n n nn n n
a x a x a x b + + + =+ + + =+ + + =+ + + = LLLL



例例例例 解线性方程组解线性方程组解线性方程组解线性方程组

1 2 3 4

1 2 4

2 3 4

1 2 3 4

2 5 8,

3 6 9,

2 2 5,

4 7 6 0.

x x x x

x x x

x x x

x x x x

+ − + =+ − + =+ − + =+ − + =


− − =− − =− − =− − =


− + = −− + = −− + = −− + = −
 + − + =+ − + =+ − + =+ − + =

解解解解 2 1 5 1

1 3 0 6

0 2 1 2

1 4 7 6

D

−−−−

− −− −− −− −

====

−−−−

−−−−

1 2
2r r−−−−

4 2
r r−−−−

0 7 5 13

1 3 0 6

0 2 1 2

0 7 7 12

−−−−

− −− −− −− −

−−−−

−−−−



7 5 13

2 1 2

7 7 12

−−−−

= − −= − −= − −= − −

−−−−

1 2
2c c++++

3 2
2c c++++

3 5 3

0 1 0

7 7 2

− −− −− −− −

− −− −− −− −

− − −− − −− − −− − −

8 1 5 1−−−− 2 8 5 1−−−−

27 0= ≠= ≠= ≠= ≠

1

9 3 0 6
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0 4 7 6
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−−−−
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2

1 9 0 6

0 5 1 2

1 0 7 6

     = 108

D
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====
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3

2 1 8 1

1 3 9 6

0 2 5 2

1 4 0 6

    27

D
− −− −− −− −
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−−−−

= −= −= −= −
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2 1 5 8

1 3 0 9

0 2 1 5

1 4 7 0
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D
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−−−−

====

− −− −− −− −
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思考题思考题思考题思考题

当线性方程组的系数行列式为零时当线性方程组的系数行列式为零时当线性方程组的系数行列式为零时当线性方程组的系数行列式为零时，，，，能否用能否用能否用能否用CramerCramerCramerCramer法则法则法则法则

解方程组解方程组解方程组解方程组？？？？为什么为什么为什么为什么？？？？此时方程组的解为何此时方程组的解为何此时方程组的解为何此时方程组的解为何？？？？

答答答答：：：：当线性方程组的系数行列式为零时当线性方程组的系数行列式为零时当线性方程组的系数行列式为零时当线性方程组的系数行列式为零时，，，，不能用不能用不能用不能用CramerCramerCramerCramer法法法法

则解方程组则解方程组则解方程组则解方程组，，，，因为此时方程组的解为无解或有无穷多解因为此时方程组的解为无解或有无穷多解因为此时方程组的解为无解或有无穷多解因为此时方程组的解为无解或有无穷多解....



1. 用用用用Cramer法则解线性方程组的两个条件法则解线性方程组的两个条件法则解线性方程组的两个条件法则解线性方程组的两个条件

(1)方程个数等于未知量个数方程个数等于未知量个数方程个数等于未知量个数方程个数等于未知量个数；；；；

(2)系数行列式不等于零系数行列式不等于零系数行列式不等于零系数行列式不等于零.

三、小结

2. Cramer法则的意义主要在于建立了线性方程组的解法则的意义主要在于建立了线性方程组的解法则的意义主要在于建立了线性方程组的解法则的意义主要在于建立了线性方程组的解

和已知的系数以及常数项之间的关系和已知的系数以及常数项之间的关系和已知的系数以及常数项之间的关系和已知的系数以及常数项之间的关系．．．．它主要适用于它主要适用于它主要适用于它主要适用于

理论推导理论推导理论推导理论推导．．．．

当未知量个数较多时当未知量个数较多时当未知量个数较多时当未知量个数较多时，，，，计算行列式较为繁琐计算行列式较为繁琐计算行列式较为繁琐计算行列式较为繁琐，，，，

所以这个方法解线性方程组不是特别实用所以这个方法解线性方程组不是特别实用所以这个方法解线性方程组不是特别实用所以这个方法解线性方程组不是特别实用，，，，第三章继续讨论第三章继续讨论第三章继续讨论第三章继续讨论
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§§§§1 矩阵矩阵矩阵矩阵

一一一一、、、、矩阵概念的引入矩阵概念的引入矩阵概念的引入矩阵概念的引入

二二二二、、、、矩阵的定义矩阵的定义矩阵的定义矩阵的定义

三三三三、、、、特殊的矩阵特殊的矩阵特殊的矩阵特殊的矩阵

四四四四、、、、矩阵与线性变换矩阵与线性变换矩阵与线性变换矩阵与线性变换



例例例例 某航空公司在某航空公司在某航空公司在某航空公司在 A、、、、B、、、、C、、、、D 四座四座四座四座

城市之间开辟了若干航线城市之间开辟了若干航线城市之间开辟了若干航线城市之间开辟了若干航线，，，，四座城市四座城市四座城市四座城市

之间的航班图如图所示之间的航班图如图所示之间的航班图如图所示之间的航班图如图所示，，，，箭头从始发箭头从始发箭头从始发箭头从始发

地指向目的地地指向目的地地指向目的地地指向目的地.

B

A C

D
城市间的航班图情况常用表格来表示城市间的航班图情况常用表格来表示城市间的航班图情况常用表格来表示城市间的航班图情况常用表格来表示:

一一一一、、、、矩阵概念的引入矩阵概念的引入矩阵概念的引入矩阵概念的引入

√
√

√ √
√

其中其中其中其中√ 表示有表示有表示有表示有

航班航班航班航班

始发地始发地始发地始发地

A

B

C

D

目的地目的地目的地目的地

A           B           C          D

D

√
√



为了便于计算为了便于计算为了便于计算为了便于计算，，，，把表中的把表中的把表中的把表中的√改成改成改成改成1，，，，空白地方填上空白地方填上空白地方填上空白地方填上0，，，，
就得到一个数表就得到一个数表就得到一个数表就得到一个数表：：：：

A

B

C

D

A           B           C          D

√
√ √

√

√ √
√

就得到一个数表就得到一个数表就得到一个数表就得到一个数表：：：：

这个数表反映了四个城市之间交通联接的情况这个数表反映了四个城市之间交通联接的情况这个数表反映了四个城市之间交通联接的情况这个数表反映了四个城市之间交通联接的情况....

1 1

11

1

1

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0



其中其中其中其中aij表示工厂向第表示工厂向第表示工厂向第表示工厂向第 i 家商店家商店家商店家商店

发送第发送第发送第发送第 j 种货物的数量种货物的数量种货物的数量种货物的数量．．．．

例例例例 某工厂生产四种货物某工厂生产四种货物某工厂生产四种货物某工厂生产四种货物，，，，它向三家商店发送的货物数量可它向三家商店发送的货物数量可它向三家商店发送的货物数量可它向三家商店发送的货物数量可

用数表表示为用数表表示为用数表表示为用数表表示为：：：：

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

a a a a

a a a a

这四种货物的单价及单件重量也可列成数表这四种货物的单价及单件重量也可列成数表这四种货物的单价及单件重量也可列成数表这四种货物的单价及单件重量也可列成数表：：：：

其中其中其中其中bi 1表示第表示第表示第表示第 i 种货物的单价种货物的单价种货物的单价种货物的单价，，，，

bi 2表示第表示第表示第表示第 i 种货物的单件重量种货物的单件重量种货物的单件重量种货物的单件重量．．．．

11 12

21 22

31 32

41 42

b b

b b

b b

b b



由由由由 m××××n个数个数个数个数 排成的排成的排成的排成的

m行行行行 n列的数表列的数表列的数表列的数表

( 1, 2, , ; 1, 2, , )
ij
a i m j n= == == == =L LL LL LL L

11 12 1

21 22 2

n

n

a a a

a a a

a a a

LLLL

LLLL

M M MM M MM M MM M M

二二二二、、、、矩阵的定义矩阵的定义矩阵的定义矩阵的定义

1 2m m mn
a a aLLLL

称为称为称为称为 m 行行行行 n 列矩阵列矩阵列矩阵列矩阵(matrix)(matrix)(matrix)(matrix)，，，，简称简称简称简称 m××××n矩阵矩阵矩阵矩阵．．．．

记作记作记作记作

11 12 1

21 22 2

1 1

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

    
    
    

====
    
    
    

LLLL

LLLL

L L L LL L L LL L L LL L L L

LLLL



11 12 1

21 22 2

1 1

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

    
    
    

====
    
    
    

LLLL

LLLL

L L L LL L L LL L L LL L L L

LLLL

简记为简记为简记为简记为
( ) ( )

m n ij m n ij
A A a a

× ×× ×× ×× ×
= = == = == = == = =

简记为简记为简记为简记为
( ) ( )

m n ij m n ij
A A a a

× ×× ×× ×× ×
= = == = == = == = =

元素是实数的矩阵称为元素是实数的矩阵称为元素是实数的矩阵称为元素是实数的矩阵称为实矩阵实矩阵实矩阵实矩阵，，，，

元素是复数的矩阵称为元素是复数的矩阵称为元素是复数的矩阵称为元素是复数的矩阵称为复矩阵复矩阵复矩阵复矩阵....

这这这这 m××××n个数称为矩阵个数称为矩阵个数称为矩阵个数称为矩阵A的的的的元素元素元素元素，，，，简称为元简称为元简称为元简称为元(element)....



矩阵矩阵矩阵矩阵行列式行列式行列式行列式

11 12 1

21 22 2

1 1

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

    
    
    
    
    
    

LLLL

LLLL

L L L LL L L LL L L LL L L L

LLLL

1 2

1 2

11 12 1

21 22 2

1 2

( )
1 2( 1) n

n

n

n

n n nn

t p p p

p p np

a a a

a a a

a a a

a a a= −= −= −= −∑∑∑∑ LLLL

LLLL

LLLL

M M MM M MM M MM M M

LLLL

LLLL

�行数不等于列数行数不等于列数行数不等于列数行数不等于列数

�共有共有共有共有m××××n个元素个元素个元素个元素

�本质上就是一个数表本质上就是一个数表本质上就是一个数表本质上就是一个数表

�行数等于列数行数等于列数行数等于列数行数等于列数

�共有共有共有共有n2个元素个元素个元素个元素

1 2

1 2

1 2 n

n

p p np

p p p

∑∑∑∑
LLLL

det( )
ij
a ( )

ij m n
a

××××



1. 行数与列数都等于行数与列数都等于行数与列数都等于行数与列数都等于 n 的矩阵的矩阵的矩阵的矩阵，，，，称为称为称为称为 n 阶方阵阶方阵阶方阵阶方阵．．．．可记作可记作可记作可记作 ....

2. 只有一行的矩阵只有一行的矩阵只有一行的矩阵只有一行的矩阵 称为称为称为称为行矩阵行矩阵行矩阵行矩阵(或或或或行向量行向量行向量行向量) ....

只有一列的矩阵只有一列的矩阵只有一列的矩阵只有一列的矩阵 称为称为称为称为列矩阵列矩阵列矩阵列矩阵(或或或或列向量列向量列向量列向量) ....

1 2( , , , )
n

A a a a==== LLLL

n
A

1

2

a

a
B

    
    
    

====
    

三三三三、、、、特殊的矩阵特殊的矩阵特殊的矩阵特殊的矩阵

只有一列的矩阵只有一列的矩阵只有一列的矩阵只有一列的矩阵 称为称为称为称为列矩阵列矩阵列矩阵列矩阵(或或或或列向量列向量列向量列向量) ....

3. 元素全是零的矩阵称为元素全是零的矩阵称为元素全是零的矩阵称为元素全是零的矩阵称为零距阵零距阵零距阵零距阵．．．．可记作可记作可记作可记作 O ....

n

B

a

    
====
    
    
    

MMMM

例如例如例如例如：：：：

2 2

0 0

0 0
O

××××

    
====     
    

(((( ))))1 4 0 0 0 0O
××××

====



4. 方阵称为方阵称为方阵称为方阵称为对角阵对角阵对角阵对角阵(diagonal matrix)．．．．1

2

0 0

0 0

0 0
n

λλλλ

λλλλ

λλλλ

    
    
    
    
    
    

LLLL

LLLL

L L L LL L L LL L L LL L L L

LLLL

1 2( , , , )
n

A diag λ λ λλ λ λλ λ λλ λ λ==== LLLL记作记作记作记作

1 0 0    LLLL

特别的特别的特别的特别的，，，，方阵方阵方阵方阵 称为称为称为称为单位阵单位阵单位阵单位阵(identity 

matrix)．．．．

1 0 0

0 1 0

0 0 1

    
    
    
    
    
    

LLLL

LLLL

L L L LL L L LL L L LL L L L

LLLL
记作记作记作记作 ．．．．n

E



同型矩阵与矩阵相等的概念同型矩阵与矩阵相等的概念同型矩阵与矩阵相等的概念同型矩阵与矩阵相等的概念

1. 两个矩阵的行数相等两个矩阵的行数相等两个矩阵的行数相等两个矩阵的行数相等、、、、列数相等时列数相等时列数相等时列数相等时，，，，称为称为称为称为同型矩阵同型矩阵同型矩阵同型矩阵....

例如例如例如例如

1 2 14 3

5 6 8 4

3 7 3 9

            
            
            
            
            

与与与与
为同型矩阵为同型矩阵为同型矩阵为同型矩阵....

2. 两个矩阵两个矩阵两个矩阵两个矩阵 与与与与 为同型矩阵为同型矩阵为同型矩阵为同型矩阵，，，，并且对应元并且对应元并且对应元并且对应元

素相等素相等素相等素相等，，，，即即即即

则称矩阵则称矩阵则称矩阵则称矩阵 A与与与与 B 相等相等相等相等，，，，记作记作记作记作 A = B ....

( )
ij

A a====

( 1,2, , ; 1,2, , )
ij ij
a b i m j n= = == = == = == = =L LL LL LL L

( )
ij

B b====



(((( ))))

0 0 0 0

0 0 0 0
       0 0 0 0 .

0 0 0 0

0 0 0 0

    
    
    
    
    
    

例如例如例如例如 ≠≠≠≠

注意注意注意注意：：：：不同型的零矩阵是不相等的不同型的零矩阵是不相等的不同型的零矩阵是不相等的不同型的零矩阵是不相等的....



四四四四、、、、矩阵与线性变换矩阵与线性变换矩阵与线性变换矩阵与线性变换

n 个变量个变量个变量个变量 与与与与 m个变量个变量个变量个变量 之间的之间的之间的之间的

关系式关系式关系式关系式

1 2, , ,
m

y y yLLLL

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

,

,
n n

n n

y a x a x a x

y a x a x a x

= + + += + + += + + += + + +


= + + += + + += + + += + + +


LLLL

LLLL

1 2, , ,
n

x x xLLLL

表示一个从变量表示一个从变量表示一个从变量表示一个从变量 到变量到变量到变量到变量 线性变换线性变换线性变换线性变换，，，，

其中其中其中其中 为常数为常数为常数为常数....

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

,

.

n n

m m m mn n

y a x a x a x

y a x a x a x

= + + += + + += + + += + + +


 = + + += + + += + + += + + +

LLLL

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

LLLL

ij
a

1 2, , ,
m

y y yLLLL1 2, , ,
n

x x xLLLL



1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

,

,

.

n n

n n

m m m mn n

y a x a x a x

y a x a x a x

y a x a x a x

= + + += + + += + + += + + +


= + + += + + += + + += + + +


 = + + += + + += + + += + + +

LLLL

LLLL

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

LLLL

a a a    LLLL

LLLLLLLL

11 12 1

21 22 2

1 1

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

    
    
    

====
    
    
    

LLLL

LLLL

L L L LL L L LL L L LL L L L

LLLL

系数矩阵系数矩阵系数矩阵系数矩阵

线性变换与矩阵之间存在着一一对应关系线性变换与矩阵之间存在着一一对应关系线性变换与矩阵之间存在着一一对应关系线性变换与矩阵之间存在着一一对应关系....



1 1 2

2 1 2

0 0 ,

0

1

1 0 ,
n

n

y x x x

y x x x

= ⋅ + ⋅ + + ⋅= ⋅ + ⋅ + + ⋅= ⋅ + ⋅ + + ⋅= ⋅ + ⋅ + + ⋅


= ⋅ + ⋅ + + ⋅= ⋅ + ⋅ + + ⋅= ⋅ + ⋅ + + ⋅= ⋅ + ⋅ + + ⋅
==== 

LLLL

LLLL

例例例例 线性变换线性变换线性变换线性变换

1 1

2 2

,

,

n n

y x

y x

y x

====


====


 ====

LLLLLLLLLLLL
称为称为称为称为恒等变换恒等变换恒等变换恒等变换....

1 1

2 2

,

,

y x

y x

====


====


2 1 2

1 2

0 1 0

0 0 1

,
n

n n

y x x x

y x x x

= ⋅ + ⋅ + + ⋅= ⋅ + ⋅ + + ⋅= ⋅ + ⋅ + + ⋅= ⋅ + ⋅ + + ⋅
==== 

 = ⋅ + ⋅ + + ⋅= ⋅ + ⋅ + + ⋅= ⋅ + ⋅ + + ⋅= ⋅ + ⋅ + + ⋅

LLLL

LLLLLLLLLLLL

LLLL

2 2 ,

n n

y x

y x

====


 ====

LLLLLLLLLLLL

对应对应对应对应

1 0 0

0 1 0

0 0 1

    
    
    
    
    
    

LLLL

LLLL

L L L LL L L LL L L LL L L L

LLLL

单位阵单位阵单位阵单位阵 En



1 0

0 0

    
    
    

对应对应对应对应

1

1

,

0.

x x

y

====


====

y

x0

( , )P x y

1 1 1( , )P x y

投影变换投影变换投影变换投影变换

例例例例 2阶方阵阶方阵阶方阵阶方阵

cos sinϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ−−−−    
对应对应对应对应 cos sin ,x x yϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ= −= −= −= −

例例例例 2阶方阵阶方阵阶方阵阶方阵

cos sin

sin cos

ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ

ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ

−−−−    
    
    

对应对应对应对应

1

1

cos sin ,

sin cos .

x x y

y x y

ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ

ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ

= −= −= −= −


= += += += +

以原点为中心逆时针以原点为中心逆时针以原点为中心逆时针以原点为中心逆时针

旋转旋转旋转旋转ϕ ϕ ϕ ϕ 角角角角的的的的旋转变换旋转变换旋转变换旋转变换

1 1 1( , )P x y

( , )P x yϕϕϕϕ

θθθθ

y

x0



§§§§2 矩阵的运算矩阵的运算矩阵的运算矩阵的运算



例例例例 某工厂生产四种货物某工厂生产四种货物某工厂生产四种货物某工厂生产四种货物，，，，它在上半年和下半年向三家商店它在上半年和下半年向三家商店它在上半年和下半年向三家商店它在上半年和下半年向三家商店

发送货物的数量可用数表表示发送货物的数量可用数表表示发送货物的数量可用数表表示发送货物的数量可用数表表示：：：：

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

a a a a

a a a a

其中其中其中其中aij表示表示表示表示上半年上半年上半年上半年工厂向第工厂向第工厂向第工厂向第 i 家家家家

商店发送第商店发送第商店发送第商店发送第 j 种货物的数量种货物的数量种货物的数量种货物的数量．．．．

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

c c c c

c c c c

c c c c

试求试求试求试求：：：：工厂在一年内向各商店发送货物的数量工厂在一年内向各商店发送货物的数量工厂在一年内向各商店发送货物的数量工厂在一年内向各商店发送货物的数量．．．．

其中其中其中其中cij表示工厂表示工厂表示工厂表示工厂下半年下半年下半年下半年向第向第向第向第 i 家家家家

商店发送第商店发送第商店发送第商店发送第 j种货物的数量种货物的数量种货物的数量种货物的数量．．．．



11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

a a a a

a a a a

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

c c c c

c c c c

c c c c

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

a a a a

a a a a

    
    
    
    
    

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

c c c c

c c c c

c c c c

    
    
    
    
    

解解解解：：：：工厂在一年内向各商店发送货物的数量工厂在一年内向各商店发送货物的数量工厂在一年内向各商店发送货物的数量工厂在一年内向各商店发送货物的数量

++++

11 11 12 12 13 13 14 14

21 21 22 22 23 23 24 24

31 31 32 32 33 33 34 34

a c a c a c a c

a c a c a c a c

a c a c a c a c

+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +

+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +

+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +

11 11 12 12 13 13 14 14

21 21 22 22 23 23 24 24

31 31 32 32 33 33 34 34

a c a c a c a c

a c a c a c a c

a c a c a c a c

+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +    
    

= + + + += + + + += + + + += + + + +    
    

+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +    



一一一一、、、、矩阵的加法矩阵的加法矩阵的加法矩阵的加法

定义定义定义定义：：：：设有两个设有两个设有两个设有两个 m××××n矩阵矩阵矩阵矩阵 A = (aij)，，，，B = (bij) ，，，，那么矩阵那么矩阵那么矩阵那么矩阵

A 与与与与 B 的和记作的和记作的和记作的和记作 A＋＋＋＋B，，，，规定为规定为规定为规定为

11 11 12 12 1 1n n
a b a b a b

a b a b a b

+ + ++ + ++ + ++ + +    
    

+ + ++ + ++ + ++ + +    

LLLL

LLLL21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

m m m m mn mn

a b a b a b
A B

a b a b a b

    
+ + ++ + ++ + ++ + +    

+ =+ =+ =+ =
    
    

+ + ++ + ++ + ++ + +    

LLLL

L L L LL L L LL L L LL L L L

LLLL

说明说明说明说明：：：：只有当两个矩阵是同型矩阵时只有当两个矩阵是同型矩阵时只有当两个矩阵是同型矩阵时只有当两个矩阵是同型矩阵时，，，，才能进行加法运算才能进行加法运算才能进行加法运算才能进行加法运算....



12 12

2

11 13

21 2 23

31 3

2

2 3 3

2

3 2

a b

a b

a a

a

a aa b

a

++++

++++

++++

====

11 13 11 13

21 23 21 23

31 33

12 12

22 22

3 32 332 1 3

a a a a

a a a a

a

a b

a b

a ba a a

++++

知识点比较知识点比较知识点比较知识点比较

11 13 11 13 11 1312 12 12 12

   

aa a a a ab a b

a b a b

a

a a a a a a

++++

++++

                    
                    

++++                    21 23 21 23 21 23

31 33 31 3

22 22 22 22

32 32 321 33323 3

   a b a b

a b a b

a a a a a a

a a a a a a

++++

++++

                    
++++                    

                    
                    ≠≠≠≠

11 13 11 13 11 13

21 23 21 23 21 23

31 33 31 33

12 12 12 12

22 22 22 22

32 32 32 3231 33

2 2

2 2

2 2

a a b a b

a b

a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

a b

a b a b

                    
                    

+ =+ =+ =+ =                    
                    
            

++++

++++

++++



交交交交

换换换换

律律律律

结结结结

合合合合

矩阵加法的运算规律矩阵加法的运算规律矩阵加法的运算规律矩阵加法的运算规律

, ,a b c R∀ ∈∀ ∈∀ ∈∀ ∈

a b b a+ = ++ = ++ = ++ = +

( ) ( )a b c a b c+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +

A B B A+ = ++ = ++ = ++ = +

( ) ( )A B C A B C+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +

设设设设 A、、、、B、、、、C 是同型矩阵是同型矩阵是同型矩阵是同型矩阵

合合合合

律律律律

其其其其

他他他他

( ) ( )a b c a b c+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + + ( ) ( )A B C A B C+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +

( ) 0A A+ − =+ − =+ − =+ − = ,  ( )A B A B− = + −− = + −− = + −− = + −

设矩阵设矩阵设矩阵设矩阵 A = (aij) ，，，，记记记记－－－－A = (－－－－aij)，，，，称为矩阵称为矩阵称为矩阵称为矩阵 A 的的的的负矩阵负矩阵负矩阵负矩阵．．．．

显然显然显然显然



例例例例（（（（续续续续））））该厂所生产的货物的单价及单件重量可列成数表该厂所生产的货物的单价及单件重量可列成数表该厂所生产的货物的单价及单件重量可列成数表该厂所生产的货物的单价及单件重量可列成数表：：：：

其中其中其中其中bi 1表示第表示第表示第表示第 i 种货物的种货物的种货物的种货物的单价单价单价单价，，，，

bi 2表示第表示第表示第表示第 i 种货物的种货物的种货物的种货物的单件重量单件重量单件重量单件重量．．．．

11 12

21 22

31 32

41 42

b b

b b

b b

b b

设工厂向某家商店发送四种货物各设工厂向某家商店发送四种货物各设工厂向某家商店发送四种货物各设工厂向某家商店发送四种货物各 λ λ λ λ 件件件件，，，，试求试求试求试求：：：：工厂向该商工厂向该商工厂向该商工厂向该商

店发送第店发送第店发送第店发送第 j 种货物的总值及总重量种货物的总值及总重量种货物的总值及总重量种货物的总值及总重量．．．．



====

11 12

21 22

31 32

b b

b b

b b

b b

11 12

21 22

31 32

b b

b b

b b

b b

λ λλ λλ λλ λ

λ λλ λλ λλ λ

λ λλ λλ λλ λ

λ λλ λλ λλ λ

11 12

21 22

31 32

b b

b b

b b

    
    
    
    
    

11 12

21 22

31 32

b b

b b

b b

λ λλ λλ λλ λ

λ λλ λλ λλ λ

λ λλ λλ λλ λ

λ λλ λλ λλ λ

    
    
    
    
    

解解解解：：：：工厂向该商店发送第工厂向该商店发送第工厂向该商店发送第工厂向该商店发送第 j 种货物的总值及总重量种货物的总值及总重量种货物的总值及总重量种货物的总值及总重量

λλλλ ××××

41 42b b 41 42b bλ λλ λλ λλ λ
41 42b b

    
     41 42b bλ λλ λλ λλ λ

    
    

其中其中其中其中bi 1表示第表示第表示第表示第 i 种货物的种货物的种货物的种货物的单价单价单价单价，，，，

bi 2表示第表示第表示第表示第 i 种货物的种货物的种货物的种货物的单件重量单件重量单件重量单件重量．．．．



二二二二、、、、数与矩阵相乘数与矩阵相乘数与矩阵相乘数与矩阵相乘

定义定义定义定义：：：：数数数数 λ λ λ λ 与矩阵与矩阵与矩阵与矩阵 A的乘积记作的乘积记作的乘积记作的乘积记作 λλλλ A或或或或 A λλλλ，，，，规定为规定为规定为规定为

11 12 1

21 22 2

n

n

a a a

a a a
A A

λ λ λλ λ λλ λ λλ λ λ

λ λ λλ λ λλ λ λλ λ λ

λ λλ λλ λλ λ

    
    
    

= == == == =
    

LLLL

LLLL

L L L LL L L LL L L LL L L L

1 1m m mn

A A

a a a

λ λλ λλ λλ λ

λ λ λλ λ λλ λ λλ λ λ

= == == == =
    
    
    

L L L LL L L LL L L LL L L L

LLLL



结结结结

合合合合

律律律律

分分分分

配配配配

数乘矩阵的运算规律数乘矩阵的运算规律数乘矩阵的运算规律数乘矩阵的运算规律

, ,a b c R∀ ∈∀ ∈∀ ∈∀ ∈

( ) ( )ab c a bc====

( )a b c ac bc+ ⋅ = ++ ⋅ = ++ ⋅ = ++ ⋅ = +

( ) ( )A Aλµ λ µλµ λ µλµ λ µλµ λ µ====

( )A A Aλ µ λ µλ µ λ µλ µ λ µλ µ λ µ+ = ++ = ++ = ++ = +

设设设设 A、、、、B是同型矩阵是同型矩阵是同型矩阵是同型矩阵，，，，λλλλ ,,,, µµµµ是数是数是数是数

配配配配

律律律律

备备备备

注注注注

( )c a b ca cb⋅ + = +⋅ + = +⋅ + = +⋅ + = + ( )A B A Bλ λ λλ λ λλ λ λλ λ λ+ = ++ = ++ = ++ = +

矩阵相加与数乘矩阵合起来矩阵相加与数乘矩阵合起来矩阵相加与数乘矩阵合起来矩阵相加与数乘矩阵合起来，，，，统称为统称为统称为统称为矩阵的线性运算矩阵的线性运算矩阵的线性运算矩阵的线性运算....



11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

λλλλ

λλλλ

λλλλ

====

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

λ λ λλ λ λλ λ λλ λ λ

====

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

λλλλ

知识点比较知识点比较知识点比较知识点比较

a a a a a aλ λ λλ λ λλ λ λλ λ λ            11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

λ λ λλ λ λλ λ λλ λ λ

λ λ λ λλ λ λ λλ λ λ λλ λ λ λ

λ λ λλ λ λλ λ λλ λ λ

            
            

====            
            
            



其中其中其中其中aij表示工厂向第表示工厂向第表示工厂向第表示工厂向第 i 家商店家商店家商店家商店

发送第发送第发送第发送第 j 种货物的数量种货物的数量种货物的数量种货物的数量．．．．

例例例例（（（（续续续续）））） 某工厂生产四种货物某工厂生产四种货物某工厂生产四种货物某工厂生产四种货物，，，，它向三家商店发送的货物它向三家商店发送的货物它向三家商店发送的货物它向三家商店发送的货物

数量可用数表表示为数量可用数表表示为数量可用数表表示为数量可用数表表示为：：：：

这四种货物的单价及单件重量也可列成数表这四种货物的单价及单件重量也可列成数表这四种货物的单价及单件重量也可列成数表这四种货物的单价及单件重量也可列成数表：：：：

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

a a a a

a a a a

这四种货物的单价及单件重量也可列成数表这四种货物的单价及单件重量也可列成数表这四种货物的单价及单件重量也可列成数表这四种货物的单价及单件重量也可列成数表：：：：

其中其中其中其中bi 1表示第表示第表示第表示第 i 种货物的单价种货物的单价种货物的单价种货物的单价，，，，

bi 2表示第表示第表示第表示第 i 种货物的单件重量种货物的单件重量种货物的单件重量种货物的单件重量．．．．

11 12

21 22

31 32

41 42

b b

b b

b b

b b

试求试求试求试求：：：：工厂向三家商店所发货物的总值及总重量工厂向三家商店所发货物的总值及总重量工厂向三家商店所发货物的总值及总重量工厂向三家商店所发货物的总值及总重量．．．．



解解解解：：：： 11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

a a a a

a a a a

11 12

21 22

31 32

41 42

b b

b b

b b

b b

以以以以 ci1，，，， ci2分别表示工厂向第分别表示工厂向第分别表示工厂向第分别表示工厂向第 i 家商店所发货物的总值及家商店所发货物的总值及家商店所发货物的总值及家商店所发货物的总值及

其中其中其中其中aij表示工厂向第表示工厂向第表示工厂向第表示工厂向第 i 家商店家商店家商店家商店

发送第发送第发送第发送第 j 种货物的数量种货物的数量种货物的数量种货物的数量．．．．

其中其中其中其中bi 1 表示第表示第表示第表示第 i 种货物的单价种货物的单价种货物的单价种货物的单价，，，，

bi 2 表示第表示第表示第表示第 i 种货物的单件重量种货物的单件重量种货物的单件重量种货物的单件重量．．．．

以以以以 ci1，，，， ci2分别表示工厂向第分别表示工厂向第分别表示工厂向第分别表示工厂向第 i 家商店所发货物的总值及家商店所发货物的总值及家商店所发货物的总值及家商店所发货物的总值及

总重量总重量总重量总重量，，，，其中其中其中其中 i = 1, 2, 3．．．．于是于是于是于是

11c ====

11

11

a

b

××××

12

21

a

b

××××

13

31

a

b

××××

14

41

a

b

×××× 1 1

4

1
k k

k

a b
====

====∑∑∑∑++++ ++++ ++++

11 12 12 22 13 32 11 4 42 2c a b a b a b a b= + + += + + += + + += + + + 1 2

4

1
k k

k

a b
====

====∑∑∑∑



4

1 1 2 2 3 3 4 4
1

i j i j i j i j k k

k

ij i j
c a b a b a b a b a b

====

= + + + == + + + == + + + == + + + =∑∑∑∑
( 1, 2, 3; 1,2)i j= == == == =

11 12
11 12 13 14 11 12

21 22

b b
a a a a c c

b b
a a a a c c

    
                
                

====            

可用矩阵表示为可用矩阵表示为可用矩阵表示为可用矩阵表示为

一般地一般地一般地一般地，，，，

21 22
21 22 23 24 21 22

31 32
31 32 33 34 31 32

41 42

a a a a c c
b b

a a a a c c
b b

                
====                                            

    



一一一一、、、、矩阵与矩阵相乘矩阵与矩阵相乘矩阵与矩阵相乘矩阵与矩阵相乘

定义定义定义定义：：：：设设设设 ，，，， ，，，，那么规定矩阵那么规定矩阵那么规定矩阵那么规定矩阵 A 与矩与矩与矩与矩

阵阵阵阵 B 的乘积是一个的乘积是一个的乘积是一个的乘积是一个 m××××n 矩阵矩阵矩阵矩阵 ，，，，其中其中其中其中

( )
ij m s

A a
××××

==== ( )
ij s n

B b
××××

====

( )
ij

C c====

1 1 2 2

s

i j i j isij sj k ki j
c a b a b a b a b= + + + == + + + == + + + == + + + =∑∑∑∑LLLL1 1 2 2

1
i j i j isij sj k k

k

i j

====

∑∑∑∑

( 1, 2, ; 1,2, , )i m j n= == == == =L LL LL LL L

并把此乘积记作并把此乘积记作并把此乘积记作并把此乘积记作 C =  AB．．．．



0 3 4
1 0 1 2

1 2 1
1 1 3 0 ,  

3 1 1
0 5 1 4

1 2 1

A B

    
−−−−         

         
= − == − == − == − =         −−−−    

−−−−         
−−−−    

例例例例：：：：设设设设

5 6 7−−−−    5 6 7

10 2 6

2 17 10

AB

−−−−    
    

= −= −= −= −    
    

−−−−    

则则则则



11 12 13
11 12

21 22 23
21 22

31 32 33

b b b
a a

b b b
a a

b b b

⋅⋅⋅⋅

知识点比较知识点比较知识点比较知识点比较

11 12 13b b b    

有意义有意义有意义有意义....

只有当第一个矩阵的列数只有当第一个矩阵的列数只有当第一个矩阵的列数只有当第一个矩阵的列数

等于第二个矩阵的行数时等于第二个矩阵的行数时等于第二个矩阵的行数时等于第二个矩阵的行数时，，，，

两个矩阵才能相乘两个矩阵才能相乘两个矩阵才能相乘两个矩阵才能相乘....

11 12 13
11 12

21 22 23
21 22

31 32 33

b b b
a a

b b b
a a

b b b

    
         

⋅⋅⋅⋅         
         

    

没有意义没有意义没有意义没有意义....

(((( ))))

3

1 2 3 2

1

    
    
    
    
    

(((( ))))10==== (((( ))))

3

2 1 2 3

1

    
    
    
    
    

3 6 9

2 4 6

1 2 3

    
    

====     
    
    



例例例例

2 2 2 2

2 4 2 4

1 2 3 6
× ×× ×× ×× ×

−−−−            
            

− − −− − −− − −− − −             2 2

16 32

8 16
××××

− −− −− −− −    
====     
    

2 2 2 2

2 4 2 4

3 6 1 2
× ×× ×× ×× ×

−−−−            
            

− − −− − −− − −− − −             2 2

0 0

0 0
××××

    
====     
    

结论结论结论结论：：：：

1.1.1.1. 矩阵乘法不一定满足交换律矩阵乘法不一定满足交换律矩阵乘法不一定满足交换律矩阵乘法不一定满足交换律....

2.2.2.2. 矩阵矩阵矩阵矩阵 ，，，，却有却有却有却有 ，，，，

从而不能由从而不能由从而不能由从而不能由 得出得出得出得出 或或或或 的结论的结论的结论的结论．．．．

,  A O B O≠ ≠≠ ≠≠ ≠≠ ≠ AB O====

AB O==== A O==== B O====



矩阵乘法的运算规律矩阵乘法的运算规律矩阵乘法的运算规律矩阵乘法的运算规律

(1)(1)(1)(1) 乘法结合律乘法结合律乘法结合律乘法结合律
( ) ( )AB C A BC====

(3)(3)(3)(3) 乘法对加法的分配律乘法对加法的分配律乘法对加法的分配律乘法对加法的分配律

(2)(2)(2)(2) 数乘和乘法的结合律数乘和乘法的结合律数乘和乘法的结合律数乘和乘法的结合律 （（（（其中其中其中其中 λλλλ 是数是数是数是数））））(((( )))) ( )AB A Bλ λλ λλ λλ λ====

( )      ( )A B C AB AC B C A BA CA+ = + + = ++ = + + = ++ = + + = ++ = + + = +

(4) (4) (4) (4) 单位矩阵在矩阵乘法中的作用类似于数单位矩阵在矩阵乘法中的作用类似于数单位矩阵在矩阵乘法中的作用类似于数单位矩阵在矩阵乘法中的作用类似于数1111，，，，即即即即

mm m n nn
E A A E A

× ×× ×× ×× ×
= == == == =

推论推论推论推论：：：：矩阵乘法不一定满足交换律矩阵乘法不一定满足交换律矩阵乘法不一定满足交换律矩阵乘法不一定满足交换律，，，，但是纯量阵但是纯量阵但是纯量阵但是纯量阵 λΕλΕλΕλΕ 与任何与任何与任何与任何

同阶方阵都是可交换的同阶方阵都是可交换的同阶方阵都是可交换的同阶方阵都是可交换的....

纯量阵不同纯量阵不同纯量阵不同纯量阵不同

于对角阵于对角阵于对角阵于对角阵



(5) 矩阵的幂矩阵的幂矩阵的幂矩阵的幂 若若若若 A 是是是是 n 阶阶阶阶方阵方阵方阵方阵，，，，定义定义定义定义

k

k

A AA A==== LLLL14243142431424314243

显然显然显然显然 ,   ( )k l k l k l kl
A A A A A

++++

= == == == =

2 2 2

2 2

( )

( ) 2   

( )( )

k k k
AB A B

A B A AB B

A B A B A B

====

+ = + ++ = + ++ = + ++ = + +

+ − = −+ − = −+ − = −+ − = −

思考思考思考思考：：：：下列等式在什么时候成立下列等式在什么时候成立下列等式在什么时候成立下列等式在什么时候成立？？？？

A、、、、B可交换时成立可交换时成立可交换时成立可交换时成立



� 证明对于方阵:C=A×B,

有|C|=|A|×|B|
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四四四四、、、、矩阵的转置矩阵的转置矩阵的转置矩阵的转置

定义定义定义定义：：：：把矩阵把矩阵把矩阵把矩阵 A 的行换成同序数的列得到的新矩阵的行换成同序数的列得到的新矩阵的行换成同序数的列得到的新矩阵的行换成同序数的列得到的新矩阵，，，，叫做叫做叫做叫做

的的的的转置矩阵转置矩阵转置矩阵转置矩阵，，，，记作记作记作记作AT ....

例例例例

1 2 2
,A

    
====     

1 4

2 5 ;T
A

    
    

====     例例例例 ,
4 5 8

A ====     
    

(((( ))))18 6 ,B ====

2 5 ;

2 8

A ====     
    
    

18
.

6
T
B

    
====     
    



转置矩阵的运算性质转置矩阵的运算性质转置矩阵的运算性质转置矩阵的运算性质

(1) ( ) ;T T
A A====

(2) ( ) ;T T T
A B A B+ = ++ = ++ = ++ = +

(3) ( ) ;T T
A Aλ λλ λλ λλ λ====

(4) ( ) .T T T
AB B A====



例例例例：：：：已知已知已知已知

(((( ))))

1 7 1
2 0 1

, 4 2 3 ,   .
1 3 2

2 0 1

T
A B AB

−−−−    
−−−−         

= == == == =         
         

    

求求求求

解法解法解法解法1
1 7 1

2 0 1
−−−−    

−−−−    
1 7 1

2 0 1
4 2 3

1 3 2
2 0 1

0 14 3
        ,

17 13 10

AB

−−−−    
−−−−         

====          
         

    

−−−−    
====     
    

QQQQ

0 17

( ) 14 13 .

3 10

T
AB

    
    

∴ =∴ =∴ =∴ =     
    
−−−−    



解法解法解法解法2

( )T T T
AB B A====

1 4 2 2 1 0 17

7 2 0 0 3 14 13 .

                    
                    

= == == == =                    
                    1 3 1 1 2 3 10
                    
                    

− − −− − −− − −− − −                    



定义定义定义定义：：：：设设设设 A为为为为 n阶方阵阶方阵阶方阵阶方阵，，，，如果满足如果满足如果满足如果满足 ，，，，即即即即

那么那么那么那么 A 称为称为称为称为对称阵对称阵对称阵对称阵(symmetric matrix)....

(((( )))), 1, 2, ,
ij ji
a a i j n= == == == = LLLL

TA A====

如果满足如果满足如果满足如果满足 A = －－－－AT，，，，那么那么那么那么 A 称为称为称为称为反对称阵反对称阵反对称阵反对称阵.    .    .    .    

12 6 1

6 8 0

1 0 6

A

    
    

====     
    
    

如果满足如果满足如果满足如果满足 A = －－－－AT，，，，那么那么那么那么 A 称为称为称为称为反对称阵反对称阵反对称阵反对称阵.    .    .    .    

对称阵对称阵对称阵对称阵

0 6 1

6 0 7

1 7 0

A

−−−−    
    

====     
    

− −− −− −− −    

反对称阵反对称阵反对称阵反对称阵



例例例例：：：：设列矩阵设列矩阵设列矩阵设列矩阵 X = ( x1, x2, …, xn )T 满足满足满足满足 X TX = 1，，，，E为为为为 n 阶阶阶阶

单位阵单位阵单位阵单位阵，，，，H = E－－－－2XXT，，，，试证明试证明试证明试证明 H 是对称阵是对称阵是对称阵是对称阵，，，，且且且且 HHT = E....

证明证明证明证明：：：：

( 2 )T T T
H E XX= −= −= −= − 2( )T T

E XX= −= −= −= −( 2 )T T T
E XX= + −= + −= + −= + −

2( )T T T
E X X= −= −= −= − 2 T

E XX= −= −= −= − H====2( )T T T
E X X= −= −= −= − 2 T

E XX= −= −= −= − H====

从而从而从而从而 H 是对称阵是对称阵是对称阵是对称阵．．．．

2 2( 2 )T T
HH H E XX= = −= = −= = −= = −

2 24 ( 2 )T T
E XX XX= − + −= − + −= − + −= − + −

4 4T T T
E XX XX XX= − += − += − += − + 4 4 ( )T T T

E XX X X X X= − += − += − += − +

4 4T T
E XX XX= − += − += − += − + E====



五五五五、、、、方阵的行列式方阵的行列式方阵的行列式方阵的行列式

定义定义定义定义：：：：由由由由 n 阶方阵的元素所构成的行列式阶方阵的元素所构成的行列式阶方阵的元素所构成的行列式阶方阵的元素所构成的行列式，，，，叫做叫做叫做叫做方阵方阵方阵方阵 A 的的的的

行列式行列式行列式行列式，，，，记作记作记作记作||||A||||或或或或detA....

运算性质运算性质运算性质运算性质 (1) ;TA A==== (2) ;nA Aλ λλ λλ λλ λ====

(3) ;AB A B==== .AB BA⇒⇒⇒⇒ ====



证明证明证明证明：：：：要使得要使得要使得要使得 |AB| = |A| |B|有意义有意义有意义有意义，，，，A、、、、B必为同阶方阵必为同阶方阵必为同阶方阵必为同阶方阵，，，，

假设假设假设假设 A = (aij)n××××n，，，，B = (bij)n××××n ....

我们以我们以我们以我们以 n= 3 为例为例为例为例，，，，构造一个构造一个构造一个构造一个6阶阶阶阶行列式行列式行列式行列式

11 12 13 0 0 0a a a

21 22 23

31 32 33

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

a a a

a a a
D

b b b

b b b

b b b

====

−−−−

−−−−

−−−−

| | | |A B= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅



11 12 13 11 11 11 12 11 13

21 22 23 21 11 21 12 21 13

31 32 33 31 11 31 12 31 13

21 22 23

31 32 33

1 0 0 0 0 0

0 1 0

0 0 1

a a a a b a b a b

a a a a b a b a b

a a a a b a b a b

b b b

b b b

−−−−

−−−−

−−−−

5 12 1c b c++++

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

a a a

a a a

a a a

b b b

b b b

b b b

−−−−

−−−−

−−−−

4 11 1c b c++++

6 13 1c b c++++

5 22 2c b c++++

11 12 13 11 11 12 21 11 12 12 22 11 13 12 23

21 22 23 21 11 22 21 21 12 22 22 21 13 22 23

31 32 33 31 11 32 21 31 12 32 22 31 13 32 23

31 32 33

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1

a a a a b a b a b a b a b a b

a a a a b a b a b a b a b a b

a a a a b a b a b a b a b a b

b b b

+ + ++ + ++ + ++ + +

+ + ++ + ++ + ++ + +

+ + ++ + ++ + ++ + +

−−−−

−−−−

−−−−

4 21 2c b c++++

6 32 2c b c++++



5 32 3c b c++++

11 12 13 11 11 12 21 11 12 12 22 11 13 12 23

21 22 23 21 11 22 21 21 12 22 22 21 13 22 23

31 32 33 31 11 32 21 31 12 32 22 31 13 32 23

31 32 33

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1

a a a a b a b a b a b a b a b

a a a a b a b a b a b a b a b

a a a a b a b a b a b a b a b

b b b

+ + ++ + ++ + ++ + +

+ + ++ + ++ + ++ + +

+ + ++ + ++ + ++ + +

−−−−

−−−−

−−−−

4 31 3c b c++++

6 33 3c b c++++

11 12 13 11 11 12 21 13 31 11 12 12 22 13 32 11 13 12 23 13 33

21 22 23 21 11 22 21 23 31 21 12 22 22 23 32 21 13 22 23 23 33

31 32 33 31 11 32 21 33 31 31 12 32 22 33 32 31 13 32 23

a a a a b a b a b a b a b a b a b a b a b

a a a a b a b a b a b a b a b a b a b a b

a a a a b a b a b a b a b a b a b a b

+ + + + + ++ + + + + ++ + + + + ++ + + + + +

+ + + + + ++ + + + + ++ + + + + ++ + + + + +

+ + + + ++ + + + ++ + + + ++ + + + + 23 33

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

a b++++

−−−−

−−−−

−−−−

31 32 33



11 12 13 11 11 12 21 13 31 11 12 12 22 13 32 11 13 12 23 13 33

21 22 23 21 11 22 21 23 31 21 12 22 22 23 32 21 13 22 23 23 33

31 32 33 31 11 32 21 33 31 31 12 32 22 33 32 31 13 32 23

a a a a b a b a b a b a b a b a b a b a b

a a a a b a b a b a b a b a b a b a b a b

a a a a b a b a b a b a b a b a b a b

+ + + + + ++ + + + + ++ + + + + ++ + + + + +

+ + + + + ++ + + + + ++ + + + + ++ + + + + +

+ + + + ++ + + + ++ + + + ++ + + + + 23 33

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

a b++++

−−−−

−−−−

−−−−

令令令令 ，，，，则则则则 C = (c )= AB ．．．．
3

c a b====∑∑∑∑

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

a a a c c c

a a a c c c

a a a c c c
====

−−−−

−−−−

−−−−

2 5r r↔↔↔↔

1 4r r↔↔↔↔

3 6r r↔↔↔↔

令令令令 ，，，，则则则则 C = (cij)= AB ．．．．
1

ij ik kj

k

c a b
====

====∑∑∑∑

3

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
( 1)

a a a c c c

a a a c c c

a a a c c c

−−−−

−−−−

−−−−

−−−−



11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

a a a c c c

a a a c c c

a a a c c c

−−−−

−−−−

−−−−

−−−−
3| | | |E C= − − ⋅= − − ⋅= − − ⋅= − − ⋅ | |C==== | |AB====

从而从而从而从而 ．．．．

AB A B====



定义定义定义定义：：：：行列式行列式行列式行列式 |A| 的各个元素的代数余子式的各个元素的代数余子式的各个元素的代数余子式的各个元素的代数余子式 Aij所构成的如所构成的如所构成的如所构成的如

下矩阵下矩阵下矩阵下矩阵

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

A A A

A A A
A

A A A

∗∗∗∗

    
    
    

====
    
    
    

LLLL

LLLL

L L L LL L L LL L L LL L L L

LLLL

称为矩阵称为矩阵称为矩阵称为矩阵 A 的的的的伴随矩阵伴随矩阵伴随矩阵伴随矩阵(adjugate matrix).... 元素元素元素元素 的代数的代数的代数的代数

余子式余子式余子式余子式 位于位于位于位于

第第第第 j 行第行第行第行第 i列列列列

ij
a

ij
A

性质性质性质性质 .AA A A A E
∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗

= == == == =



性质性质性质性质 .AA A A A E
∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗

= == == == =

证明证明证明证明 AA
∗∗∗∗

11 12 1 11 21 1

21 22 2 12 22 2

1 1 1 2

n n

n n

m m mn n n nn

a a a A A A

a a a A A A

a a a A A A

        
        
        

====
        
        
        

L LL LL LL L

L LL LL LL L

L L L L L L L LL L L L L L L LL L L L L L L LL L L L L L L L

L LL LL LL L

| | 0 0

0 | | 0

0 0 | |

A

A

A

    
    
    

====
    
    
    

LLLL

LLLL

L L L LL L L LL L L LL L L L

LLLL

| |A E====

0 0

0 | | 0

0 0

| |

| |

A

A

A    
    
    

====
    
    
    

LLLL

LLLL

L L L LL L L LL L L LL L L L

LLLL

0 0

0 0

0 0 |

|

|

|

|

|

A

A

A

    
    
    

====
    
    
    

LLLL

LLLL

L L L LL L L LL L L LL L L L

LLLL

0 0

0 0

0

| |

| |

| |0

A

A

A

    
    
    

====
    
    
    

LLLL

LLLL

L LL LL LL L

LLLL

OOOO LLLL

0 0

0

| | 0 0

|

0

|

| |

A

A

A

    
    
    

====
    
    
    

LLLL

L L LL L LL L LL L L

LLLL

LLLL

OOOO

| | 0 0

0 | | 0

0 0 | |

A

A

A

    
    
    

====
    
    
    

LLLL

LLLL

L L O LL L O LL L O LL L O L

LLLL
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