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摘 要: 研究线性Markov切换系统的随机Nash微分博弈问题.首先借助线性Markov切换系统随机最优控制的相

关结果,得到了有限时域和无线时域Nash均衡解的存在条件等价于其相应微分 (代数) Riccati方程存在解,并给出了

最优解的显式形式;然后应用相应的微分博弈结果分析线性Markov切换系统的混合𝐻2/𝐻∞控制问题;最后通过数

值算例验证了所提出方法的可行性.
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Abstract: Linear quadratic stochastic Nash differential games for Markov jump linear systems are studied. By utilizing some

results of stochastic optimal control for Markov jump linear systems, the existence condition of finite horizon stochastic Nash

games is equivalent to the solvability of the associated differential Riccati equations, and that of infinite horizon stochastic

Nash games is equivalent to the solvability of the associated algebraic Riccati equations. Moreover, explicit expressions of

the optimal strategies are constructed. The results are applied to the mixed 𝐻2/𝐻∞ control problem for Markov jump linear

systems. Finally, a numeric example is given to show the feasibility of the proposed method.
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0 引引引 言言言

近年来, 对于Markov切换系统的研究引起了国

内外学者的广泛关注[1],原因是这类系统在现实生活

中大量存在, 如制造系统、电力系统、网络通信系统

和经济系统等. 在现有研究中,针对Markov切换系统

的稳定性和镇定性分析已取得了丰富成果, Mao等[2]

系统地给出了各类随机切换系统的渐近稳定性结

果和数值求解算法. 在随机控制[3-11] 和滤波[12]方

面的研究也取得了很大的进展. 文献 [3-7]讨论了带

Markov切换参数的随机线性系统的LQR问题;文献

[8]研究了噪声依赖于状态的带Markov切换参数的

随机系统的混合𝐻2/𝐻∞控制, 得到了𝐻2/𝐻∞鲁棒

控制策略存在的充分必要条件;文献 [9]研究了非线

性随机Markov切换系统的状态和输出反馈𝐻∞控制,

作为一个推论得到了噪声依赖于状态和干扰的线性

Markov切换系统的𝐻∞状态反馈控制策略;文献 [10-

11]则分别对噪声依赖于状态和控制的带Markov切

换参数的随机系统𝐻∞控制的数值算法进行了深入

的分析; 文献 [12]研究了带Markov切换参数的随机

系统𝐻∞滤波问题.但现有的结论主要集中于Markov

切换系统在无限时域内的特性,很少关注系统在有限

时域内的特性.

另一方面, 由于微分博弈在很多情况下反映了

决策者的理性思维方式, 众多学者对这类问题表现

出了持久的研究热情, 且成果不断涌现[13-16]. 针对

Markov切换系统的随机微分博弈方面, Song等[17]研
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究了带有Markov切换参数的一般随机系统的二人零

和微分博弈问题,证明了鞍点均衡存在的条件,并给

出了均衡解的数值求解算法. Elliott等[18]将投资组合

中风险最小化问题转化为一个带Markov切换参数的

二人零和随机微分博弈模型,给出了最优投资组合策

略. Pan等[19]从博弈论的角度分析了线性Markov切

换系统的𝐻∞控制,在一系列假设的基础上将𝐻∞控

制问题转化为一个零和微分博弈问题,分别得到了有

限时域和无限时域内的状态反馈和输出反馈𝐻∞鲁

棒控制策略.但据作者所知, 系统地研究有限时域和

无限时域内Markov切换系统随机Nash微分博弈理

论,并将其应用在混合𝐻2/𝐻∞控制问题的相应工作

还未见报道.

本文针对 Itô型随机微分方程描述的线性

Markov切换系统, 首先讨论它在有限时域和无线时

域两种情况下的随机Nash微分博弈问题; 然后将其

应用于线性Markov切换系统的混合𝐻2/𝐻∞控制问

题;最后,通过数值例子验证了本文方法的有效性.

1 有有有限限限时时时域域域随随随机机机Nash微微微分分分博博博弈弈弈
为叙述方便,引入下述记号: 𝑹𝑛表示𝑛维欧氏空

间; 𝑹𝑚×𝑛表示全体𝑚 × 𝑛阶矩阵构成的集合; 𝐴T表

示矩阵或向量𝐴的转置; 𝐴−1表示矩阵𝐴的逆矩阵;

𝐴 > 0 (⩾ 0)表示对称矩阵𝐴是正定 (半正定)的;

𝜒𝐴表示集合𝐴的指示函数; 𝑀 𝑙
𝑛,𝑚表示所有𝑛×𝑚阶

矩阵𝐴(𝑖)构成的集合𝐴 = (𝐴(1), 𝐴(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴(𝑙)),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙; 𝑀 𝑙
𝑛 := 𝑀 𝑙

𝑛,𝑛; 𝑺𝑛表示全体𝑛 × 𝑛阶实

矩阵构成的集合; 𝑺𝑙
𝑛表示全体𝑛× 𝑛阶实矩阵𝐴(𝑖)构

成的集合𝐴 = (𝐴(1), 𝐴(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴(𝑙)), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙.
1.1 问问问题题题描描描述述述

设 (Ω ,ℱ , {ℱ𝑡}𝑡⩾0,𝒫)是一个给定的完备概率空

间, 其上定义了一标准Wiener过程 {𝑊 (𝑡)}𝑡⩾0和一

个取值于状态空间𝜑 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙}的Markov过程

{𝑟𝑡}𝑡⩾0,且 {𝑟𝑡}和 {𝑊 (𝑡)}相互独立. Markov过程{𝑟𝑡}
具有下述转移概率:

𝑃 [𝑟𝑡+Δ = 𝑗∣𝑟𝑡 = 𝑖] =

{
𝜋𝑖𝑗Δ+ 𝑜(Δ), 𝑖 ∕= 𝑗;

1 + 𝜋𝑖𝑖Δ+ 𝑜(Δ), 𝑖 = 𝑗.
(1)

其中: 𝜋𝑖𝑗 ⩾ 0, 𝑖 ∕= 𝑗, 𝜋𝑖𝑖 = −
𝑙∑

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝜋𝑖𝑗 ; 𝑜(Δ)满足

lim
Δ→0

𝑜(Δ)/Δ = 0. ℱ𝑡是由𝑊 (𝑠)、𝑟𝑠 (0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡)生成

的最小𝜎-域流,即ℱ𝑡 = 𝜎{𝑊 (𝑠), 𝑟𝑠∣0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡}. 考虑

如下 Itô型随机微分方程描述的线性Markov切换系

统:⎧⎨⎩
d𝑥(𝑡) = [𝐴(𝑟𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑟𝑡)𝑢(𝑡)+

𝐶(𝑟𝑡)𝑣(𝑡)]d𝑡+𝐴(𝑟𝑡)𝑥(𝑡)d𝑊 (𝑡),

𝑥(0) = 𝑥0 ∈ 𝑹𝑛.

(2)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛是状态变量; 𝑢(𝑡) ∈ 𝑹𝑚1 , 𝑣(𝑡) ∈ 𝑹𝑚2

是两博弈人的决策控制变量;系数矩阵𝐴(𝑟𝑡), 𝐴(𝑟𝑡) ∈
𝑀 𝑙

𝑛; 𝐵(𝑟𝑡), 𝐶(𝑟𝑡) ∈ 𝑀 𝑙
𝑛,𝑚𝜏

(𝜏 = 1, 2)为常数阵.

设 (0, 𝑥0) ∈ [0, 𝑇 ] × 𝑹𝑛是给定的初始时间和初

始状态,令𝑈𝜏 [0, 𝑇 ]表示一个𝑹𝑚𝜏 维的自适应平方可

积过程, 𝜏 = 1, 2. 对应于每一个 (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈 [0, 𝑇 ] ≡
𝑈1[0, 𝑇 ] × 𝑈2[0, 𝑇 ],每个博弈人都有一个二次型性能

指标 𝐽𝜏 (𝑢, 𝑣;𝑥0, 𝑖),即

𝐽𝜏 (𝑢, 𝑣;𝑥0, 𝑖) =

𝐸
{w 𝑇

0
[𝑥T(𝑡)𝑄T

𝜏 (𝑟𝑡)𝑄𝜏 (𝑟𝑡)𝑥(𝑡)+

𝑢T(𝑡)𝑅𝜏1(𝑟𝑡)𝑢(𝑡)+

𝑣T(𝑡)𝑅𝜏2(𝑟𝑡)𝑣(𝑡)d𝑡]∣𝑟0 = 𝑖
}
, 𝜏 = 1, 2. (3)

其中:控制权矩阵𝑅11(𝑟𝑡) > 0, 𝑅22(𝑟𝑡) > 0, 𝑅12(𝑟𝑡) ⩾
0, 𝑅21(𝑟𝑡) ⩾ 0; 状态权矩阵𝑄T

1 (𝑟𝑡)𝑄1(𝑟𝑡) ⩾ 0,

𝑄T
2 (𝑟𝑡)𝑄2(𝑟𝑡) ⩾ 0; 𝐸{⋅}表示数学期望.

在式 (2)和 (3)中, 当 𝑟𝑡 = 𝑖, 𝑖 ∈ 𝜑时, 𝐴(𝑟𝑡) =

𝐴(𝑖), ⋅ ⋅ ⋅ . 于是有限时域两人随机Nash微分博弈问题

定义如下.

随随随机机机Nash微微微分分分博博博弈弈弈问问问题题题 1 给定式 (2)描述的

随机系统,寻找可行控制 (𝑢∗, 𝑣∗) ∈ 𝑈 [0, 𝑇 ],使得下式

成立: ⎧⎨⎩ 𝐽1(𝑢
∗, 𝑣∗;𝑥0, 𝑖) ⩽ 𝐽1(𝑢, 𝑣

∗;𝑥0, 𝑖),

𝐽2(𝑢
∗, 𝑣∗;𝑥0, 𝑖) ⩽ 𝐽2(𝑢

∗, 𝑣;𝑥0, 𝑖).
(4)

对于随机Nash微分博弈问题 1, 本文将研究限

定在两博弈人的控制策略均为线性状态反馈情形,

即𝑢(𝑡) = 𝐾1(𝑟𝑡)𝑥(𝑡), 𝑣(𝑡) = 𝐾2(𝑟𝑡)𝑥(𝑡), 其中𝐾𝜏 ∈
𝑀 𝑙

𝑚𝜏 ,𝑛(𝜏 = 1, 2)是连续矩阵值函数.

1.2 单单单人人人博博博弈弈弈情情情形形形

首先讨论两人随机Nash微分博弈的退化情形

—–单人博弈,即所谓的随机LQ最优控制问题,在此

种特殊情形下得到的相关结论将为下一节两人随

机Nash 微分博弈的求解奠定基础.

考虑如下定常受控随机系统:⎧⎨⎩
d𝑥(𝑡) = [𝐴(𝑟𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑟𝑡)𝑢(𝑡)]d𝑡+

𝐴(𝑟𝑡)𝑥(𝑡)d𝑊 (𝑡),

𝑥(0) = 𝑥0 ∈ 𝑹𝑛.

(5)

对于每一个𝑢(⋅) ∈ 𝑈 [0, 𝑇 ],相应的性能指标定义

为

𝐽(𝑢;𝑥0, 𝑖) = 𝐸
{w 𝑇

0
[𝑥T𝑄T

1 (𝑟𝑡)𝑄1(𝑟𝑡)𝑥+

𝑢T𝑅11(𝑟𝑡)𝑢]d𝑡∣𝑟0 = 𝑖
}
. (6)

下面给出两个重要引理.

引引引理理理 1 (广义 Itô微分公式)[6] 设𝑥(𝑡)满足如下



第 8期 朱怀念等: 线性Markov切换系统的随机Nash微分博弈及混合𝐻2/𝐻∞控制 1159

随机微分方程:

d𝑥(𝑡) = 𝑏(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑟𝑡)d𝑡+ 𝜎(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑟𝑡)d𝑊 (𝑡).

给定Φ(⋅, ⋅, 𝑖) ∈ 𝐶2([0,∞)×𝑹𝑛), 𝑖 ∈ 𝜑,则有

𝐸{Φ(𝑇, 𝑥(𝑇 ), 𝑟𝑇 )− Φ(0, 𝑥(0), 𝑟0)∣𝑟0 = 𝑖} =

𝐸
{w 𝑇

0
[Φ𝑡(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑟𝑡) +∇Φ(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑟𝑡)]d𝑡∣𝑟0 = 𝑖

}
,

其中

∇Φ(𝑥, 𝑖) =
1

2
tr[𝜎′(𝑡, 𝑥, 𝑖)Φ𝑥𝑥(𝑡, 𝑥, 𝑖)𝜎(𝑡, 𝑥, 𝑖)]+

𝑏′(𝑡, 𝑥, 𝑖)Φ𝑥(𝑡, 𝑥, 𝑖) +

𝑙∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗Φ(𝑡, 𝑥, 𝑗).

考虑系统 (5),对𝑥T𝑃 (𝑖)𝑥应用广义 Itô微分公式,

可得到如下结论.

引引引理理理 2 设𝑃 = (𝑃 (1), 𝑃 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 (𝑙)) ∈ 𝑺𝑙
𝑛给

定,对具有初始条件 (𝑥0, 𝑖) ∈ 𝑹𝑛 × 𝜑的系统 (5),有

𝐸
{w 𝑇

0

[
𝑥T(𝑡)

(
�̇� (𝑟𝑡) + 𝑃 (𝑟𝑡)𝐴(𝑟𝑡) +𝐴T(𝑟𝑡)𝑃 (𝑟𝑡)+

𝐴T(𝑟𝑡)𝑃 (𝑟𝑡)𝐴(𝑟𝑡) +

𝑙∑
𝑗=1

𝜋𝑟𝑡𝑗𝑃 (𝑗)
)
𝑥(𝑡)+

2𝑢T(𝑡)𝐵T(𝑟𝑡)𝑃 (𝑟𝑡)𝑥(𝑡)
]
d𝑡∣𝑟0 = 𝑖

}
=

𝐸[𝑥T(𝑇 )𝑃 (𝑟𝑇 )𝑥(𝑇 )]− 𝑥T
0 𝑃 (𝑖)𝑥0. (7)

根据随机最优控制的相关理论,有如下定理.

定定定理理理 1 对于系统 (5), 假设对于任意的𝑢(⋅) ∈
𝑈 [0, 𝑇 ],若如下微分Riccati方程:⎧⎨⎩

�̇� (𝑖) + 𝑃 (𝑖)𝐴(𝑖) +𝐴T(𝑖)𝑃 (𝑖)+

𝐴T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝐴(𝑖) +𝑄T
1 (𝑖)𝑄1(𝑖) +

𝑙∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃 (𝑗)−

𝑃 (𝑖)𝐵(𝑖)𝑅−1
11 (𝑖)𝐵

T(𝑖)𝑃 (𝑖) = 0,

𝑃 (𝑇, 𝑖) = 0, 𝑖 ∈ 𝜑

(8)

存在解𝑃 = (𝑃 (1), 𝑃 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 (𝑙)) ⩾ 0 ∈ 𝑺𝑙
𝑛,则最优

控制策略𝑢∗(⋅)存在,且其显式形式为

𝑢∗(𝑡) =
𝑙∑

𝑖=1

𝐾1(𝑖)𝜒𝑟𝑡=𝑖(𝑡)𝑥(𝑡), 𝑖 ∈ 𝜑,

其中𝐾1(𝑖) = −𝑅−1
11 (𝑖)𝐵

T(𝑖)𝑃 (𝑖). 同时, 最优性能指

标值为

𝐽(𝑢∗;𝑥0, 𝑖) = 𝑥T
0 𝑃 (𝑖)𝑥0, 𝑖 ∈ 𝜑.

证证证明明明 利用“配方法”进行证明. 设𝑃 (𝑖) ∈ 𝑺𝑛是

方程 (8)的解, 𝑥(⋅)为方程 (5)相应于允许控制𝑢(⋅) ∈
𝑈 [0, 𝑇 ]的解. 考虑到式 (5)和 (6), 取值函数𝑉 (𝑡, 𝑥, 𝑖)

= 𝑥T(𝑡)𝑃 (𝑡, 𝑖)𝑥(𝑡). 对𝑉 (𝑡, 𝑥, 𝑖)应用广义 Itô微分公式

(为简单起见,变量 𝑡已省略),可得

d𝑉 (𝑡, 𝑥, 𝑖) =
{
𝑥T

(
�̇� (𝑖) + 𝑃 (𝑖)𝐴(𝑖) +𝐴T(𝑖)𝑃 (𝑖)+

𝐴T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝐴(𝑖) +

𝑙∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃 (𝑗)
)
𝑥+

2𝑢T𝐵T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝑥
}
d𝑡+ {⋅ ⋅ ⋅ }d𝑊. (9)

在区间 [0, 𝑇 ]上对式 (9)两边积分, 再取数学期

望,得

𝐸[𝑥T(𝑇 )𝑃 (𝑇, 𝑖)𝑥(𝑇 )]− 𝑥T
0 𝑃 (𝑖)𝑥0 =

𝐸
{w 𝑇

0

[
𝑥T

(
�̇� (𝑖) + 𝑃 (𝑖)𝐴(𝑖) +𝐴T(𝑖)𝑃 (𝑖)+

𝐴T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝐴(𝑖) +

𝑙∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃 (𝑗)
)
𝑥+

2𝑢T𝐵T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝑥
]
d𝑡∣𝑟0 = 𝑖

}
. (10)

将式 (10)代入性能指标 (6)中,得到

𝐽(𝑢;𝑥0, 𝑖) =

− 𝐸[𝑥T(𝑇 )𝑃 (𝑇, 𝑖)𝑥(𝑇 )] + 𝑥T
0 𝑃 (𝑖)𝑥0+

𝐸
{w 𝑇

0

[
𝑥T(�̇� (𝑖) + 𝑃 (𝑖)𝐴(𝑖)+

𝐴T(𝑖)𝑃 (𝑖) +𝐴T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝐴(𝑖)+

𝑄T
1 (𝑖)𝑄1(𝑖) +

𝑙∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃 (𝑗))𝑥
]
d𝑡+

w 𝑇

0
[𝑥T𝑃 (𝑖)𝐵(𝑖)𝑢+ 𝑢T𝐵T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝑥+

𝑢T𝑅11(𝑖)𝑢]d𝑡∣𝑟0 = 𝑖
}
. (11)

对式 (11)的第 2个积分项进行配方,得

𝑥T𝑃 (𝑖)𝐵(𝑖)𝑢+ 𝑢T𝐵T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝑥+ 𝑢T𝑅11(𝑖)𝑢 =

[𝑢+𝑅−1
11 (𝑖)𝐵

T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝑥]T𝑅11(𝑖)×
[𝑢+𝑅−1

11 (𝑖)𝐵
T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝑥]−

𝑥T𝑃 (𝑖)𝐵(𝑖)𝑅−1
11 (𝑖)𝐵

T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝑥.

将上式代入式 (11),并利用方程 (8),最后得

𝐽(𝑢∗;𝑥0, 𝑖) = 𝑥T
0 𝑃 (𝑖)𝑥0, 𝑖 ∈ 𝜑. (12)

由式 (12)可知,定理 1的结论是明显的. □

定理 1给出了最优控制策略𝑢∗存在的充分条件,

下述定理 2将给出其必要条件.

定定定理理理 2 对于系统 (5),若

𝑢∗(𝑡) =
𝑙∑

𝑖=1

𝐾1(𝑖)𝜒𝑟𝑡=𝑖(𝑡)𝑥(𝑡)

是最优控制策略, 其中𝐾1(𝑖) = −𝑅−1
11 (𝑖)𝐵

T(𝑖)𝑃 (𝑖),

𝑖 ∈ 𝜑是连续矩阵值函数,则微分Riccati方程 (8)存在

解𝑃 = (𝑃 (1), 𝑃 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 (𝑙)) ⩾ 0 ∈ 𝑺𝑙
𝑛. 此时

𝐾1(𝑖) = −𝑅−1
11 (𝑖)𝐵

T(𝑖)𝑃 (𝑖).

证证证明明明 利用“动态规划法”来证明. 根据动态规划

的原理, 值函数𝑉 (𝑠, 𝑦, 𝑖)对于任意的 𝑖 ∈ 𝜑满足如下

HJB方程:

𝑉𝑠(𝑠, 𝑦, 𝑖) + min
𝑢

{
𝑦T𝑄T

1 (𝑖)𝑄1(𝑖)𝑦 + 𝑢T𝑅11(𝑖)𝑢+

[𝐴(𝑖)𝑦 +𝐵(𝑖)𝑢]T𝑉𝑦(𝑠, 𝑦, 𝑖) +
1

2
𝑦T𝐴T(𝑖)𝑉𝑦𝑦(𝑠, 𝑦, 𝑖)×
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𝐴(𝑖)𝑦 +

𝑙∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑉 (𝑠, 𝑦, 𝑖)
}
= 0. (13)

根据文献 [6]中定理 4.1的分析,取二次型值函数

𝑉 (𝑠, 𝑦, 𝑖),即

𝑉 (𝑠, 𝑦, 𝑖) = 𝑦T𝑃 (𝑠, 𝑖)𝑦, 𝑖 ∈ 𝜑. (14)

其中𝑃 (𝑠, 𝑖) ∈ 𝑺𝑛, 且在区间 [0, 𝑇 ]可微. 将式 (14)代

入 (13)得⎧⎨⎩

𝑦T
(
�̇� (𝑖) + 𝑃 (𝑖)𝐴(𝑖) +𝐴T(𝑖)𝑃 (𝑖)+

𝑄T
1 (𝑖)𝑄1(𝑖) +𝐴T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝐴(𝑖)+
𝑙∑

𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃 (𝑗)
)
𝑦+

min
𝑢

{𝑢T𝑅11(𝑖)𝑢+ 2𝑢T𝐵T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝑦} = 0,

𝑃 (𝑇, 𝑖) = 0, 𝑖 ∈ 𝜑.

(15)

式 (15)中第 1个方程左边的第 2项取最小值,当且仅

当
∂

∂𝑢
[𝑢T𝑅11(𝑖)𝑢+ 2𝑢T𝐵T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝑦] = 0, 𝑖 ∈ 𝜑, (16)

即

𝑅11(𝑖)𝑢+𝐵T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝑦 = 0, 𝑖 ∈ 𝜑. (17)

所以

𝑢∗ = 𝐾1(𝑖)𝑦 = −𝑅−1
11 (𝑖)𝐵

T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝑦, 𝑖 ∈ 𝜑. (18)

将式 (18)代入 (13), 经简单运算知𝑃 = (𝑃 (1),

𝑃 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 (𝑙)) ∈ 𝑺𝑙
𝑛满足方程 (8). 注意到𝑅11(𝑖) >

0,由文献 [6]知𝑃 = (𝑃 (1), 𝑃 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 (𝑙)) ∈ 𝑺𝑙
𝑛是方

程 (8)的解. □

1.3 有有有限限限时时时域域域的的的主主主要要要结结结论论论

借助 1.2节单人博弈情形的相关结论,不难得到

下述定理.

定定定理理理 3 对于随机Nash微分博弈问题 1, 假设

如下微分Riccati方程 (𝑖, 𝑗 ∈ 𝜑):⎧⎨⎩

�̇�1(𝑖) + [𝐴(𝑖) + 𝐶(𝑖)𝐾2(𝑖)]
T𝑃1(𝑖)+

𝑃1(𝑖)[𝐴(𝑖) + 𝐶(𝑖)𝐾2(𝑖)] +𝑄T
1 (𝑖)𝑄1(𝑖)+

𝑙∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃1(𝑗) +𝐴T(𝑖)𝑃1(𝑖)𝐴(𝑖)+

𝐾T
2 (𝑖)𝑅12(𝑖)𝐾2(𝑖) + 𝑃1(𝑖)𝐵(𝑖)𝐾1(𝑖) = 0,

𝑃1(𝑇, 𝑖) = 0,

𝐾1(𝑖) = −𝑅−1
11 (𝑖)𝐵

T(𝑖)𝑃1(𝑖);

(19)

⎧⎨⎩

�̇�2(𝑗) + [𝐴(𝑗) +𝐵(𝑗)𝐾1(𝑗)]
T𝑃2(𝑗)+

𝑃2(𝑗)[𝐴(𝑗) +𝐵(𝑗)𝐾1(𝑗)] +𝑄T
2 (𝑗)𝑄2(𝑗)+

𝑙∑
𝑘=1

𝜋𝑗𝑘𝑃2(𝑘) +𝐴T(𝑗)𝑃2(𝑗)𝐴(𝑗)+

𝐾T
1 (𝑗)𝑅21(𝑗)𝐾1(𝑗) + 𝑃2(𝑗)𝐶(𝑗)𝐾2(𝑗) = 0,

𝑃2(𝑇, 𝑗) = 0,

𝐾2(𝑗) = −𝑅−1
22 (𝑗)𝐶

T(𝑗)𝑃2(𝑖)

(20)

存在解𝑃 = (𝑃1, 𝑃2) ∈ 𝑺𝑙
𝑛 × 𝑺𝑙

𝑛. 其中𝑃1 = (𝑃1(1),

𝑃1(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃1(𝑙)) ⩾ 0, 𝑃2 = (𝑃2(1), 𝑃2(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃2(𝑙))

⩾ 0. 则随机Nash微分博弈问题 1存在均衡解

𝑢∗(𝑡) =
𝑙∑

𝑖=1

𝐾1(𝑖)𝜒𝑟𝑡=𝑖(𝑡)𝑥(𝑡),

𝑣∗(𝑡) =
𝑙∑

𝑖=1

𝐾2(𝑖)𝜒𝑟𝑡=𝑖(𝑡)𝑥(𝑡).

证证证明明明 设𝑃1 = (𝑃1(1), 𝑃1(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃1(𝑙)) ∈ 𝑺𝑙
𝑛,

𝑃2 = (𝑃2(1), 𝑃2(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃2(𝑙)) ∈ 𝑺𝑙
𝑛是微分Riccati方

程 (19)和 (20)的解. 注意到

𝑣∗(𝑡) =
𝑙∑

𝑖=1

𝐾2(𝑖)𝜒𝑟𝑡=𝑖(𝑡)𝑥(𝑡),

将 𝑣∗(𝑡)代入系统 (2),有⎧⎨⎩
d𝑥(𝑡) = [(𝐴(𝑟𝑡) + 𝐶(𝑟𝑡)𝐾2(𝑟𝑡))𝑥(𝑡)+

𝐵(𝑟𝑡)𝑢(𝑡)]d𝑡+𝐴(𝑟𝑡)𝑥(𝑡)d𝑊 (𝑡),

𝑥(0) = 𝑥0.

(21)

考虑标量函数𝑉1(𝑡, 𝑥, 𝑟𝑡) = 𝑥T(𝑡)𝑃1(𝑡, 𝑟𝑡)𝑥(𝑡),

对𝑉1(𝑡, 𝑥, 𝑟𝑡)应用广义 Itô微分公式,有

d[𝑉1(𝑡, 𝑥, 𝑟𝑡)] ={
𝑥T(𝑡)

[
�̇�1(𝑟𝑡) + (𝐴(𝑟𝑡) + 𝐶(𝑟𝑡)𝐾2(𝑟𝑡))

T𝑃1(𝑟𝑡)+

𝑃1(𝑟𝑡)(𝐴(𝑟𝑡) + 𝐶(𝑟𝑡)𝐾2(𝑟𝑡)) +

𝑙∑
𝑗=1

𝜋𝑟𝑡𝑗𝑃1(𝑗)+

𝐴T(𝑟𝑡)𝑃1(𝑟𝑡)𝐴(𝑟𝑡)
]
𝑥(𝑡) + 𝑢T(𝑡)𝐵T(𝑟𝑡)𝑃1(𝑟𝑡)𝑥(𝑡)+

𝑥T(𝑡)𝑃1(𝑟𝑡)𝐵(𝑟𝑡)𝑢(𝑡)
}
d𝑡+ (⋅ ⋅ ⋅ )d𝑊 (𝑡). (22)

在区间 [0, 𝑇 ]上对式 (22)两边积分, 再取数学期

望后代入 𝐽1(𝑢, 𝑣
∗;𝑥0, 𝑖)中,经过适当运算,得

𝐽1(𝑢, 𝑣
∗;𝑥0, 𝑖) =

− 𝐸[𝑥T(𝑇 )𝑃1(𝑇, 𝑖)𝑥(𝑇 )] + 𝑥T
0 𝑃1(𝑖)𝑥0+

𝐸
{w 𝑇

0
𝑥T(𝑡)

[
�̇�1(𝑟𝑡) +𝑄T

1 (𝑟𝑡)𝑄1(𝑟𝑡)+

(𝐴(𝑟𝑡) + 𝐶(𝑟𝑡)𝐾2(𝑟𝑡))
T𝑃1(𝑟𝑡)+

𝑃1(𝑟𝑡)(𝐴(𝑟𝑡) + 𝐶(𝑟𝑡)𝐾2(𝑟𝑡))+

𝑙∑
𝑗=1

𝜋𝑟𝑡𝑗𝑃1(𝑗) +𝐴T(𝑟𝑡)𝑃1(𝑟𝑡)𝐴(𝑟𝑡)+

𝐾T
2 (𝑟𝑡)𝑅12(𝑟𝑡)𝐾2(𝑟𝑡)+

𝑃1(𝑟𝑡)𝐵(𝑟𝑡)𝐾1(𝑟𝑡)
]
𝑥(𝑡)d𝑡∣𝑟0 = 𝑖

}
+

𝐸
{w 𝑇

0
[𝑢(𝑡)−𝐾1(𝑟𝑡)𝑥(𝑡)]

T𝑅11(𝑟𝑡)×

[𝑢(𝑡)−𝐾1(𝑟𝑡)𝑥(𝑡)]d𝑡∣𝑟0 = 𝑖
}
. (23)

注意到𝑅11(𝑟𝑡) > 0,结合式 (19)和 (20),可得 𝐽1(𝑢, 𝑣
∗;

𝑥0, 𝑖) ⩾ 𝑥T
0 𝑃1(𝑖)𝑥0, 故有𝑢∗(𝑡) = 𝐾1(𝑟𝑡)𝑥(𝑡), 且最优

值为𝑥T
0 𝑃1(𝑖)𝑥0. 类似地, 给定𝑢∗(𝑡) = 𝐾1(𝑟𝑡)𝑥(𝑡), 取
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标量函数𝑉2(𝑡, 𝑥, 𝑟𝑡) = 𝑥T(𝑡)𝑃2(𝑡, 𝑟𝑡)𝑥(𝑡),采用与上面

类似的分析步骤, 则有 𝑣∗(𝑡) = 𝐾2(𝑟𝑡)𝑥(𝑡), 𝐽2(𝑢∗, 𝑣∗;

𝑥0, 𝑖) = 𝑥T
0 𝑃2(𝑖)𝑥0. □

定理 3只给出了Nash均衡策略 (𝑢∗, 𝑣∗)存在的

充分条件,在一些实际情况中, 还需要知道它的必要

条件,下述定理将给出 (𝑢∗, 𝑣∗)存在的必要条件,其详

细证明过程类似于定理 2,这里从略.

定定定理理理 4 假设随机Nash微分博弈问题 1存在形

如𝑢∗(𝑡) = 𝐾1(𝑟𝑡)𝑥(𝑡), 𝑣∗(𝑡) = 𝐾2(𝑟𝑡)𝑥(𝑡)的均衡解

(𝑢∗, 𝑣∗), 其中𝐾𝜏 ∈ 𝑀 𝑙
𝑚𝜏 ,𝑛(𝜏 = 1, 2)是连续矩阵值

函数,则微分Riccati方程 (19)和 (20)存在解𝑃 = (𝑃1,

𝑃2) ∈ 𝑺𝑙
𝑛×𝑺𝑙

𝑛. 其中: 𝑃1 = (𝑃1(1), 𝑃1(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃1(𝑙))

⩾ 0, 𝑃2 = (𝑃2(1), 𝑃2(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃2(𝑙)) ⩾ 0. 此时

𝐾1(𝑟𝑡) = 𝑅−1
11 (𝑟𝑡)𝐵

T(𝑟𝑡)𝑃1(𝑟𝑡),

𝐾2(𝑟𝑡) = 𝑅−1
22 (𝑟𝑡)𝐶

T(𝑟𝑡)𝑃2(𝑟𝑡).

2 无无无限限限时时时域域域随随随机机机Nash微微微分分分博博博弈弈弈
2.1 预预预备备备知知知识识识

首先介绍无限时域随机最优控制中的一个重要

概念—–随机稳定性.

考虑下述随机微分方程描述的线性Markov切换

系统:

d𝑥(𝑡) = [𝐴(𝑟𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑟𝑡)𝑢(𝑡)]d𝑡+

𝐴(𝑟𝑡)𝑥(𝑡)d𝑊 (𝑡). (24)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛是状态变量, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑹𝑚是控制变量,

系数矩阵𝐴(𝑟𝑡)、𝐴(𝑟𝑡) ∈ 𝑀 𝑙
𝑛, 𝐵(𝑟𝑡) ∈ 𝑀 𝑙

𝑛,𝑚为常数

阵.

定定定义义义 1[8] 给定任意的初始状态𝑥(0) = 𝑥0, 𝑟0 =

𝑖, 系统 (24)或 (𝐴,𝐵,𝐴)是 (均方意义下)随机稳定的,

如果存在一个反馈控制𝑢(𝑡) =

𝑙∑
𝑖=1

𝐾(𝑖)𝑥(𝑡)𝜒𝑟𝑡=𝑖, 其

中𝐾(𝑖) ∈ 𝑀 𝑙
𝑚,𝑛, 𝑖 ∈ 𝜑为常数阵,使得闭环系统

d𝑥(𝑡) = [𝐴(𝑟𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑟𝑡)𝐾(𝑟𝑡)]𝑥(𝑡)d𝑡+

𝐴(𝑟𝑡)𝑥(𝑡)d𝑊 (𝑡)

是渐近均方稳定的,即

lim
𝑡→∞

𝐸[𝑥T(𝑡)𝑥(𝑡)∣𝑟0 = 𝑖] = 0.

引引引理理理 3[8] 系统 (24)或 (𝐴,𝐵,𝐴)随机稳定当且

仅当下述Lyapunov型方程:

𝐿(𝑃 ) := 𝑃 (𝑖)𝐴(𝑖) +𝐴T(𝑖)𝑃 (𝑖)+

𝐴T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝐴(𝑖) +

𝑙∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃 (𝑗)+

𝐶T
1 (𝑖)𝐶1(𝑖) = 0, 𝑖 ∈ 𝜑 (25)

存在唯一解𝑃 = (𝑃 (1), 𝑃 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 (𝑙)) ⩾ 0 ∈ 𝑺𝑙
𝑛.

2.2 无无无限限限时时时域域域的的的主主主要要要结结结论论论

仍考虑式 (2)所示的线性Markov切换系统,为了

叙述方便,将式 (2)复制为下式:⎧⎨⎩
d𝑥(𝑡) = [𝐴(𝑟𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑟𝑡)𝑢(𝑡)+

𝐶(𝑟𝑡)𝑣(𝑡)]d𝑡+𝐴(𝑟𝑡)𝑥(𝑡)d𝑊 (𝑡),

𝑥(0) = 𝑥0 ∈ 𝑹𝑛.

(26)

其中: 𝑥(𝑡)∈𝑹𝑛是状态变量, 𝑢(𝑡)∈𝑹𝑚1、𝑣(𝑡)∈𝑹𝑚2

是两博弈人的决策控制变量, 系数矩阵𝐴(𝑟𝑡)、𝐴(𝑟𝑡)

∈ 𝑀 𝑙
𝑛, 𝐵(𝑟𝑡)、𝐶(𝑟𝑡) ∈ 𝑀 𝑙

𝑛,𝑚𝜏
(𝜏 = 1, 2)为常数阵.

设 (0, 𝑥0) ∈ [0,∞) ×𝑹𝑛是给定的初始时间和初

始状态, 令𝑈𝜏 [0,∞)表示一个𝑹𝑚𝜏 维的自适应平方

可积过程, 𝜏 = 1, 2. 对应于每一个 (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈 [0,∞) ≡
𝑈1[0,∞) × 𝑈2[0,∞), 每个博弈人都有一个二次型性

能指标 𝐽𝜏 (𝑢, 𝑣;𝑥0, 𝑖),即

𝐽𝜏 (𝑢, 𝑣;𝑥0, 𝑖) =

𝐸
{w ∞

0

[
𝑥T(𝑡)𝑄T

𝜏 (𝑟𝑡)𝑄𝜏 (𝑟𝑡)𝑥(𝑡)+

𝑢T(𝑡)𝑅𝜏1(𝑟𝑡)𝑢(𝑡)+

𝑣T(𝑡)𝑅𝜏2(𝑟𝑡)𝑣(𝑡)d𝑡
]
∣𝑟0 = 𝑖

}
, 𝜏 = 1, 2. (27)

其中:控制权矩阵𝑅11(𝑟𝑡) > 0, 𝑅22(𝑟𝑡) > 0, 𝑅12(𝑟𝑡) ⩾
0, 𝑅21(𝑟𝑡) ⩾ 0; 状态权矩阵𝑄T

1 (𝑟𝑡)𝑄1(𝑟𝑡) ⩾ 0,

𝑄T
2 (𝑟𝑡)𝑄2(𝑟𝑡) ⩾ 0; 𝐸{⋅}表示数学期望.

在式 (26)和 (27)中, 当 𝑟𝑡 = 𝑖, 𝑖 ∈ 𝜑时, 𝐴(𝑟𝑡) =

𝐴(𝑖), ⋅ ⋅ ⋅ . 于是, 无限时域两人随机Nash微分博弈问

题定义如下.

随随随机机机Nash微微微分分分博博博弈弈弈问问问题题题 2 给定式 (26)描述的

随机系统, 寻找可行控制 (𝑢∗, 𝑣∗) ∈ 𝑈 [0,∞), 使得下

式成立: ⎧⎨⎩ 𝐽1(𝑢
∗, 𝑣∗;𝑥0, 𝑖) ⩽ 𝐽1(𝑢, 𝑣

∗;𝑥0, 𝑖),

𝐽2(𝑢
∗, 𝑣∗;𝑥0, 𝑖) ⩽ 𝐽2(𝑢

∗, 𝑣;𝑥0, 𝑖).
(28)

类似于上一节得到的有限时域随机Nash微分

博弈问题的相关结果,结合引理 3, 得到随机Nash微

分博弈问题 2存在均衡解的充分条件和必要条件分

别如以下定理 5和定理 6所示 (由于证明方法与定

理 3和定理 4类似,这里不再赘述).

定定定理理理 5 对于系统 (26), 假设如下代数Riccati

方程 (𝑖, 𝑗 ∈ 𝜑):⎧⎨⎩

[𝐴(𝑖) + 𝐶(𝑖)𝐾2(𝑖)]
T𝑃1(𝑖)+

𝑃1(𝑖)[𝐴(𝑖) + 𝐶(𝑖)𝐾2(𝑖)] +𝑄T
1 (𝑖)𝑄1(𝑖)+

𝑙∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃1(𝑗) +𝐴T(𝑖)𝑃1(𝑖)𝐴(𝑖)+

𝐾T
2 (𝑖)𝑅12(𝑖)𝐾2(𝑖) + 𝑃1(𝑖)𝐵(𝑖)𝐾1(𝑖) = 0,

𝐾1(𝑖) = −𝑅−1
11 (𝑖)𝐵

T(𝑖)𝑃1(𝑖);

(29)
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[𝐴(𝑗) +𝐵(𝑗)𝐾1(𝑗)]
T𝑃2(𝑗)+

𝑃2(𝑗)[𝐴(𝑗) +𝐵(𝑗)𝐾1(𝑗)] +𝑄T
2 (𝑗)𝑄2(𝑗)+

𝑙∑
𝑘=1

𝜋𝑗𝑘𝑃2(𝑘) +𝐴T(𝑗)𝑃2(𝑗)𝐴(𝑗)+

𝐾T
1 (𝑗)𝑅21(𝑗)𝐾1(𝑗) + 𝑃2(𝑗)𝐶(𝑗)𝐾2(𝑗) = 0,

𝐾2(𝑖) = −𝑅−1
22 (𝑖)𝐶

T(𝑖)𝑃2(𝑖)

(30)

存在解𝑃 = (𝑃1, 𝑃2) ∈ 𝑺𝑙
𝑛 × 𝑺𝑙

𝑛. 其中: 𝑃1 = (𝑃1(1),

𝑃1(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃1(𝑙)) ⩾ 0, 𝑃2 = (𝑃2(1), 𝑃2(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃2(𝑙))

⩾ 0. 如果 (𝐴,𝐵,𝐶,𝐴)随机稳定,则随机Nash微分博

弈问题 2存在线性状态反馈均衡解

𝑢∗(𝑡) =
𝑙∑

𝑖=1

𝐾1(𝑖)𝑥(𝑡)𝜒𝑟𝑡=𝑖,

𝑣∗(𝑡) =
𝑙∑

𝑖=1

𝐾2(𝑖)𝑥(𝑡)𝜒𝑟𝑡=𝑖.

定定定理理理 6 假设随机Nash微分博弈问题 2存在形

如𝑢∗(𝑡) = 𝐾1(𝑟𝑡)𝑥(𝑡), 𝑣∗(𝑡) = 𝐾2(𝑟𝑡)𝑥(𝑡)的均衡解

(𝑢∗, 𝑣∗), 其中𝐾𝜏 ∈ 𝑀 𝑙
𝑚𝜏 ,𝑛(𝜏 = 1, 2)是常数函数. 若

(𝐴,𝐵,𝐶,𝐴)随机稳定,则代数Riccati方程 (29)和 (30)

存在解𝑃 = (𝑃1, 𝑃2) ∈ 𝑺𝑙
𝑛 × 𝑺𝑙

𝑛. 其中: 𝑃1 = (𝑃1(1),

𝑃1(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃1(𝑙)) ⩾ 0, 𝑃2 = (𝑃2(1), 𝑃2(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃2(𝑙))

⩾ 0. 此时

𝐾1(𝑟𝑡) = 𝑅−1
11 (𝑟𝑡)𝐵

T(𝑟𝑡)𝑃1(𝑟𝑡),

𝐾2(𝑟𝑡) = 𝑅−1
22 (𝑟𝑡)𝐶

T(𝑟𝑡)𝑃2(𝑟𝑡).

注注注 1 对于形如式 (29)和 (30)的Riccati方程,

可以使用一些标准的数值积分方法进行求解, 如

迭代算法[10]和线性矩阵不等式 (LMI)方法[3]等.

3 微微微分分分博博博弈弈弈应应应用用用于于于混混混合合合𝐻2/𝐻∞控控控制制制

将上述所得的有关随机Nash微分博弈的结论

应用于线性Markov切换系统的混合𝐻2/𝐻∞控制中.

首先给出混合𝐻2/𝐻∞控制问题的数学描述,然后利

用Nash均衡策略理论求解混合𝐻2/𝐻∞控制策略.

为了简单, 仅分析无限时域的线性Markov切换

系统的混合𝐻2/𝐻∞控制,有限时域的分析与此类似.

考虑如下受控系统:⎧⎨⎩
d𝑥(𝑡) = [𝐴(𝑟𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵1(𝑟𝑡)𝑣(𝑡)+

𝐵2(𝑟𝑡)𝑢(𝑡)]d𝑡+𝐴1(𝑟𝑡)𝑥(𝑡)d𝑊 (𝑡),

𝑧(𝑡) =

[
𝐶(𝑟𝑡)𝑥(𝑡)

𝑢(𝑡)

]
, 𝑥(0) = 𝑥0 ∈ 𝑹𝑛.

(31)

定义两个性能指标

𝐽1(𝑢, 𝑣;𝑥0, 𝑖) =

𝐸
{w ∞

0
[𝛾2𝑣T(𝑡)𝑣(𝑡)− 𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)]d𝑡∣𝑟0 = 𝑖

}
, (32a)

𝐽2(𝑢, 𝑣;𝑥0, 𝑖) =

𝐸
{w ∞

0
𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡∣𝑟0 = 𝑖

}
, 𝑖 ∈ 𝜑. (32b)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛是状态变量, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑹𝑚2是控制输入,

𝑣(𝑡) ∈ 𝑹𝑚1是外界不确定性干扰, 系数矩阵𝐴(𝑟𝑡)等

为具有适当维数的常数阵.

无限时域的混合𝐻2/𝐻∞控制的定义如下.

定定定义义义 2 给定干扰抑制水平 𝛾 > 0, 如果存在

(𝑢∗, 𝑣∗) ∈ 𝑈 [0,∞),使得:

1) 𝑢∗(𝑡)使系统 (31)内部稳定, 即当 𝑣(𝑡) = 0时,

𝑢 = 𝑢∗,且对于任意的初始值 (𝑥0, 𝑖) ∈ 𝑹𝑛 × 𝜑,闭环

系统 (31)的状态轨迹满足

lim
𝑡→∞

𝐸[𝑥T(𝑡)𝑥(𝑡)∣𝑟0 = 𝑖] = 0.

2) ∣𝐿𝑢∗∣∞ < 𝛾,其中

∣𝐿𝑢∗∣∞ =

sup
𝑣∈𝑈2,𝑥0=0

{ 𝑙∑
𝑖=1

𝐸
[w ∞

0
𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡∣𝑟0 = 𝑖

]}1/2

{ 𝑙∑
𝑖=1

𝐸
[w ∞

0
𝑣T(𝑡)𝑣(𝑡)d𝑡∣𝑟0 = 𝑖

]}1/2
.

3) 假设存在最坏干扰 𝑣∗(𝑡) ∈ 𝑈2[0,∞), 将其代

入系统 (31), 𝑢∗(𝑡)最小化输出能量

𝐽2(𝑢, 𝑣;𝑥0, 𝑖) =

𝐸
{w ∞

0
𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡∣𝑟0 = 𝑖

}
, 𝑖 ∈ 𝜑.

当上述的 (𝑢∗, 𝑣∗)存在时, 称无限时域的混合

𝐻2/𝐻∞控制问题是可解的.

简单地说, 混合𝐻2/𝐻∞控制问题是指: 给定式

(31)描述的系统, 寻找一个控制器𝑢∗, 将它代入系统

不仅使闭环系统满足𝐻∞指标,而且当最坏干扰 𝑣∗进

入系统时, 𝑢∗同时最小化𝐻2指标泛函. 特别地,从理

论上讲, 如果将混合𝐻2/𝐻∞控制问题中的𝑢(𝑡)和

𝑣(𝑡)分别看成两博弈人的决策控制变量,则混合𝐻2/

𝐻∞控制问题将转化为求解一个随机微分博弈问题,

而混合𝐻2/𝐻∞控制策略等价于寻找这两个指标泛

函 𝐽1(𝑢, 𝑣)和 𝐽2(𝑢, 𝑣)的Nash均衡点 (𝑢∗, 𝑣∗)[8]. 因此

根据定理 5和定理 6,不难得到下述结论.

定定定理理理 7 对于系统 (31), 假设如下代数Riccati

方程 (𝑖, 𝑗 ∈ 𝜑):

𝑃1(𝑖)𝐴(𝑖) +𝐴T(𝑖)𝑃1(𝑖) +𝐴T
1 (𝑖)𝑃1(𝑖)𝐴1(𝑖)+

𝐶T(𝑖)𝐶(𝑖) +

𝑙∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃1(𝑗) +

[
𝑃1(𝑖)

𝑃2(𝑖)

]T

×
[
𝛾−2𝐵1(𝑖)𝐵

T
1 (𝑖) −𝐵2(𝑖)𝐵

T
2 (𝑖)

−𝐵2(𝑖)𝐵
T
2 (𝑖) 𝐵2(𝑖)𝐵

T
2 (𝑖)

]
×[

𝑃1(𝑖)

𝑃2(𝑖)

]
= 0, (33)
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𝑃2(𝑗)𝐴(𝑗) +𝐴T(𝑗)𝑃2(𝑗) +𝐴T
1 (𝑗)𝑃2(𝑗)𝐴1(𝑗)+

𝐶T(𝑗)𝐶(𝑗) +

𝑙∑
𝑘=1

𝜋𝑗𝑘𝑃2(𝑘) +

[
𝑃1(𝑗)

𝑃2(𝑗)

]T

×[
0 𝛾−2𝐵1(𝑗)𝐵

T
1 (𝑗)

𝛾−2𝐵1(𝑗)𝐵
T
1 (𝑗) −𝐵2(𝑗)𝐵

T
2 (𝑗)

]
×[

𝑃1(𝑗)

𝑃2(𝑗)

]
= 0 (34)

存在解𝑃 = (𝑃1, 𝑃2) ∈ 𝑺𝑙
𝑛 × 𝑺𝑙

𝑛. 其中: 𝑃1 = (𝑃1(1),

𝑃1(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃1(𝑙)) ⩾ 0, 𝑃2 = (𝑃2(1), 𝑃2(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃2(𝑙))

⩾ 0. 这里

𝐾1(𝑟𝑡) = 𝛾−2𝐵T
1 (𝑟𝑡)𝑃1(𝑟𝑡),

𝐾2(𝑟𝑡) = −𝐵T
2 (𝑟𝑡)𝑃2(𝑟𝑡).

此时, 𝑢∗称为系统 (31)的混合𝐻2/𝐻∞鲁棒控制策略,

𝑣∗称为最坏干扰.

例 1 考虑各系数矩阵取如下值的系统 (31):

𝜑 = {1, 2}, Π =

[
−7 7

1 −1

]
,

𝐴(1) =

[
−20 1.5

0.3 −50

]
, 𝐴(2) =

[
−30 1.2

3.6 −10

]
,

𝐴1(1) =

[
0.5 0.8

2 1

]
, 𝐴2(2) =

[
2 3

1 0.5

]
,

𝐵1(1) =

[
3

0.8

]
, 𝐵1(2) =

[
1

1.2

]
, 𝐵2(1) =

[
10

2

]
,

𝐵2(2) =

[
0.5

8

]
, 𝐶(1) =

[
1 0

1 1

]
, 𝐶(2) =

[
1 1

0 2

]
.

令 𝛾 = 0.9,利用LMI解式 (33)和 (34),得

𝑃 (1)=

[
0.054 8 0.023 0

0.023 0 0.031 3

]
, 𝑃 (2)=

[
0.038 9 0.072 0

0.072 0 0.300 4

]
.

因此可得系统的混合𝐻2/𝐻∞控制策略为:当 𝑟𝑡

= 1时, 𝑢(𝑡) = −0.594 0𝑥1(𝑡) − 0.292 6𝑥2(𝑡); 当 𝑟𝑡 =

2时, 𝑢(𝑡) = −0.595 4𝑥1(𝑡)− 2.439 2𝑥2(𝑡).

注注注 2 尽管本文的结论都是限定在单噪声随机

系统的条件下得出的,但是,对于多噪声情形,本文所

得的结论仍然成立. 例如,如果将式 (26)改写成如下

形式: ⎧⎨⎩

d𝑥(𝑡) = [𝐴(𝑟𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑟𝑡)𝑢(𝑡)+

𝐶(𝑟𝑡)𝑣(𝑡)]d𝑡+
𝑑∑

𝑘=1

𝐴𝑘(𝑟𝑡)𝑥(𝑡)d𝑊𝑘(𝑡),

𝑥(0) = 𝑥0 ∈ 𝑹𝑛,

(35)

其中 {𝑊𝑘}, 𝑘 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑是相互独立的一维Wiener

过程. 则定理 5仍然成立, 此时的代数Riccati方程

(29)和 (30)将变为

⎧⎨⎩

[𝐴(𝑖) + 𝐶(𝑖)𝐾2(𝑖)]
T𝑃1(𝑖)+

𝑃1(𝑖)[𝐴(𝑖) + 𝐶(𝑖)𝐾2(𝑖)] +𝑄T
1 (𝑖)𝑄1(𝑖)+

𝑙∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃1(𝑗) +

𝑑∑
𝑘=1

𝐴T
𝑘 (𝑖)𝑃1(𝑖)𝐴𝑘(𝑖)+

𝐾T
2 (𝑖)𝑅12(𝑖)𝐾2(𝑖) + 𝑃1(𝑖)𝐵(𝑖)𝐾1(𝑖) = 0,

𝐾1(𝑖) = −𝑅−1
11 (𝑖)𝐵

T(𝑖)𝑃1(𝑖);

(36)

⎧⎨⎩

[𝐴(𝑗) +𝐵(𝑗)𝐾1(𝑗)]
T𝑃2(𝑗)+

𝑃2(𝑗)[𝐴(𝑗) +𝐵(𝑗)𝐾1(𝑗)] +𝑄T
2 (𝑗)𝑄2(𝑗)+

𝑙∑
𝑘=1

𝜋𝑗𝑘𝑃2(𝑘) +

𝑑∑
𝑘=1

𝐴T
𝑘 (𝑗)𝑃2(𝑗)𝐴𝑘(𝑗)+

𝐾T
1 (𝑗)𝑅21(𝑗)𝐾1(𝑗) + 𝑃2(𝑗)𝐶(𝑗)𝐾2(𝑗) = 0,

𝐾2(𝑗) = −𝑅−1
22 (𝑗)𝐶

T(𝑗)𝑃2(𝑗).

(37)

4 结结结 论论论

本文针对线性Markov切换系统, 在有限时域和

无线时域两种情况下, 分别讨论其随机Nash微分博

弈问题, 利用线性Markov切换系统随机最优控制的

相关结果,结合Riccati方程法,得到了Nash均衡策略

存在的充分必要条件, 并将其应用于线性Markov切

换系统的混合𝐻2/𝐻∞控制问题.数值例子验证了本

文方法的有效性. 然而, 本文仅研究了噪声依赖于

状态的线性Markov切换系统随机Nash微分博弈问

题, 而在实际问题中, 许多可以用 Itô型随机微分方

程描述的系统,其噪声往往不仅依赖于状态, 还依赖

于控制或干扰[20-21]. 因此噪声依赖于状态、控制或

干扰的随机微分博弈, 包括零和博弈、Nash博弈和

Stackelberg博弈等问题将是下一步的研究目标.
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