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摘　要：对于高维数据的分类，主成分分析（ＰＣＡ）联合子空间可为每类数据建立更为细致的概率模型，从而可有
效地提高贝叶斯分类的准确性。本文首先对ＰＣＡ联合子空间理论进行了规范化，提出了两个基本假设，并从理
论上证明了残差子空间参数 “代表特征根”的启发式取值正是其极大似然估计。本文进一步对样本残差的概率

模型进行了扩展，提出了扩展型逐类联合子空间算法。最后，本文通过在真实数据上实验结果证明了扩展型逐

类联合子空间算法的优越性。
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１　引言

对于高维数据的分类，我们通常先采用主成分

分析（ＰＣＡ）方法［１］将数据降到低维空间，然后对每

类数据通过一定的学习算法建立概率模型，再获得

数据属于各类的条件概率密度，最后根据贝叶斯决

策进行分类。实际上，ＰＣＡ是将特征（即数据）空间
分解为互相正交的主成分子空间和残差子空间。

我们一般仅使用样本在主成分子空间上的投影数

据，而将样本在残差子空间的投影数据看作随机噪

声并直接舍弃掉。然而，大量事实证明样本在残差

子空间的投影数据也会包含着一定的类别信息，甚

至可能出现一些极端的情况：不同类的数据的区别

主要表现在残差，而非主成分子上。

基于上述不足，Ｍｏｇｈａｄｄａｍ和 Ｐｅｎｔｌａｎｄ于１９９７
年提出一种联合子空间模型［２］。它实际上联合了

数据在主成分子空间上的概率密度和在残差子空

间上的概率密度，将其相乘作为样本的近似概率密
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度。该模型使用高斯混合模型［３］来逼近模式类在

主成分子空间上的投影数据的概率分布，并用球形

高斯密度来逼近模式类在残差子空间上的投影数

据分布。因此，该模型有效地利用了数据残差的类

别信息来提高分类的精度。Ｂｅｒｎａｒｄ于１９９８年进一
步提出了主成分高斯混合模型（ＭＰＣＧ）［４］。该模
型直接使用高斯混合模型来逼近模式类数据的概

率分布，且对每个高斯分量进行子空间分解，并以

广义Ｈｅｂｂ算法（ＧＨＡ）等来学习参数，最后将主成
分与残差子空间联合得到类的概率密度函数。随

后，Ｌｉｕ等［５］在此基础上简化了 ＭＰＣＧ的参数学习
方式，并提出一种共享子空间混合模型，即对于一

个类的各分量寻找最能反映公共特性的子空间，并

且可使得子空间参数与高斯混合模型参数同时在

ＥＭ算法中迭代更新［６］。这种联合子空间的方法也

可用于防止ＥＭ算法在迭代过程中协方差矩阵出现
奇异现象，并保持高斯分量的主分量不变，而基于

贝叶斯正则化的ＥＭ算法［７］则需要对协方差矩阵的

所有特征根都增加一个正则化因子。

本文在上述研究的基础上，尝试将联合子空间

理论进行规范化并加以扩展。首先，我们提出了联

合子空间方法成立所暗含的两个假设，并进行了分

析。然后，我们在两个基本假设下求出了残差子空

间参数“代表特征根”的极大似然估计，从理论上证

明了实际中所采用的启发式公式的合理性。对于

样本残差，本文尝试了比球形高斯更细致的概率模

型，提出了扩展型逐类联合子空间算法。最后，我

们通过在真实数据上的实验结果证明了扩展型逐

类联合子空间算法的优越性。

２　ＰＣＡ与联合子空间理论

２．１　ＰＣＡ的计算步骤
ＰＣＡ是一种非监督的特征提取方法。它的作用

是使数据能由少量的重要特征来表示，尽量保持其有

效信息，并消除掉噪声的干扰。其计算步骤如下：

给定一组ｄ维样本Ｘ＝｛ｘｉ｝
Ｎ
ｉ＝１，其均值为 μ＝

１
Ｎ

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，且其协方差矩阵为"

＝１Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）（ｘｉ－μ）

Ｔ。令

"

的特征值按降序排列，即为：
!１≥!２≥…≥!ｄ，所对应

的特征向量构成一个ｄ×ｄ矩阵：Φ＝［ｑ１，ｑ２，…，ｑｄ］。
按照特征值的累计贡献的实际需求 α来选取

变换后的维数ｍ：∑
ｍ

ｊ＝１
!ｉ／∑

ｄ

ｊ＝１
!ｉ≥α，例如取α＝９０!。

对所有样本中心化，即令 ｘ^＝ｘ－μ，ＰＣＡ将样本
所在的特征空间分解成为两个正交的子空间：

主成分子空间Ｆ：由ｑ１，…，ｑｍ生成；
残差子空间 珔Ｆ：由ｑｍ＋１，…，ｑｄ生成。

将 ｘ^在Ｆ上投影得ｙ＝［ｑ１，…，ｑｎ］
Ｔ^ｘ。

这样便将样本数据 ｘ通过 ＰＣＡ转化为低维数
据ｙ，我们则可以通过ｙ来分析 ｘ的特性，因此 ＰＣＡ
简化了数据的表示和结构。

２．２　高斯混合模型
当随机变量Ｚ的概率分布是未知的时候，我们

总可以采用一个高斯混合模型（ＧＭＭ）来逼近它，即
认为Ｚ的概率密度具有如下形式：

Ｐ（
! Θ）＝∑

ｋ

ｊ＝１
αｊｑ（! μｊ，"ｊ） （１）

其中ｑ（
! μｊ，"ｊ）是第ｊ个高斯（或正态）分量（即概

$

率密度函数），μｊ，"ｊ分别为该分量的均值和协方差
矩阵，具有下述表达式：

ｑ（
! μｊ，"ｊ）＝

１
（２

!

）ｄ／２
"ｊ

１／２ｅ
－（１／２）（ｚ－μｊ）Ｔ"

－１
ｊ（!－μｊ）

（２）
另外，ｋ是分量个数，αｊ是第 ｊ个分量的混合比例系

数，满足∑
ｋ

ｊ＝１
αｊ＝１。

实际上，高斯混合模型是一种很强的概率模

型，能够对一般数据的概率分布进行很好的逼近，

因此被广泛地应用到数据分析和信息处理中。当分

量个数ｋ已知时，我们可采用ＥＭ算法［８］来估计参数

Θ。实际上，这是一种基于最大似然估计的迭代算
法。但当ｋ是未知的时候，我们则需要对 ｋ做出选
择，这就是所谓的模型选择问题。针对模型选择，Ｍａ
等［９］－［１２］已经建立了一类很有效的自动模型选择算

法。它们不仅能够根据样本数据合理地选择出高

斯分量个数，也同时得到了其他参数的有效估计。

２．３　贝叶斯决策
在实际分类问题中，我们可对样本 Ｘ经过 ＰＣＡ

所得到的Ｙ的每类数据建立一个ＧＭＭ，即得到类的
条件概率密度 Ｐ（ｙ ωｊ）（ｊ＝１，２，…，Ｍ，Ｍ为类别
数，ωｊ代表第 ｊ类）。设第 ωｊ类的先验概率是 Ｐ
（ωｊ），则根据贝叶斯公式：

９３６１
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Ｐ（ωｉ ｙ）＝
Ｐ（ｙωｉ）Ｐ（ωｉ）

∑
ｋ

ｊ＝１
Ｐ（ｙωｊ）Ｐ（ωｊ）

（３）

可得到ｙ属于第 ωｊ类的后验概率。贝叶斯决策的
规则为：如果Ｐ（ωｊ ｙ）＝ｍａｘｉＰ（ωｉ ｙ），则ｙ∈ωｊ。

对于均衡分类情况，即各类的先验概率 Ｐ（ωｊ）
都相等，这时贝叶斯决策的规则就转化为：如果

Ｐ（ｙωｊ）＝ｍａｘｉＰ（ｙωｉ），则 ｙ∈ωｊ。
当我们对ｙ完成了贝叶斯分类后，则可将所对

应的ｘ归入相应的类中，完成输入数据的分类。
２．４　联合子空间理论

上述基于ＰＣＡ的贝叶斯分类算法仅仅使用了
样本在主成分子空间的投影，而联合子空间的思想则

是综合地考虑样本在主成分和残差子空间上的投影

的概率分布，更好地逼近原数据的概率分布，即令

Ｐ（ｘΘ）≈ＰＦ（ｘΘ）·Ｐ珔Ｆ（ｘΘ） （４）
首先，我们以高斯分布为例来说明这种联合表

达式的合理性。若Ｘ服从如下高斯分布：

Ｐ（ｘθ）＝ １
（２

!

）ｄ／２
"

１／２ｅ
－（１／２）（ｘ－μ）Ｔ

"

－１（ｘ－μ）
（５）

对Ｘ进行ＰＣＡ，设
"

的特征值按降序排列为：
!１≥!２

≥…≥!ｄ，对应的标准正交的特征向量构成矩阵：Φ
＝［ｑ１，ｑ２，…，ｑｄ］，由!１，!２，…，!ｄ构成的对角矩阵

为Λ，则有：
"

＝ΦΛΦＴ （６）
令ｙ＝ΦＴ（ｘ－μ），选取 ｍ维主成分，则 ｘ在主成

分子空间Ｆ上的投影为（ｙ１，…，ｙｍ），在残差子空间
珔Ｆ的投影为（ｙｍ＋１，…，ｙｄ），定义残差平方和为：

ε２（ｘ）＝∑
ｄ

ｉ＝ｍ＋１
ｙ２ｉ＝‖ｘ^‖

２－∑
ｍ

ｉ＝１
ｙ２ｉ （７）

令ｄ（ｘ）为ｘ的马氏距离，即
ｄ（ｘ）＝（ｘ－μ）Ｔ"－１（ｘ－μ），并利用"

＝ΦΛΦＴ，ｙ＝
ΦＴ（ｘ－μ），ΦＴ＝Φ－１，可得：

ｄ（ｘ）＝ｙＴΛｙ＝∑
ｄ

ｉ＝１

ｙ２ｉ
!ｉ

＝∑
ｍ

ｉ＝１

ｙ２ｉ
!ｉ
＋∑

ｄ

ｉ＝ｍ＋１

ｙ２ｉ
!ｉ

（８）

统一用ρ代替较小的（ｄ－ｍ）个特征根以逼近 ｄ
（ｘ），则有：

ｄ^（ｘ）＝∑
ｍ

ｉ＝１

ｙ２ｉ
!ｉ
＋１
ρ∑

ｄ

ｉ＝ｍ＋１
ｙ２ｉ＝∑

ｍ

ｉ＝１

ｙ２ｉ
!ｉ
＋ε

２（ｘ）
ρ
（９）

该 ρ被称为残差子空间的代表特征根，
Ｍｏｇｈａｄｄａｍ和 Ｐｅｎｔｌａｎｄ使用了 ρ的如下启发
公式［２］：

ρ ＝ １
ｄ－ｍ∑

ｄ

ｉ＝ｍ＋１
!ｉ （１０）

现将 ｄ^（ｘ）代入 Ｐ（ｘ θ），并用 ρ代替最后（ｄ－
ｍ）个比较小的特征根，我们则得到近似概率密度 Ｐ^
（ｘθ）：

Ｐ^（ｘθ）＝ １
（２

!

）ｄ／２
"

１／２ｅ
－１２（∑

ｍ

ｉ＝１

ｙ２ｉ
!ｉ
＋
ε２（ｘ）
ρ ）

≈ １

（２
!

）ｍ／２∏
ｍ

ｉ＝１
!

１／２
ｉ

ｅ
－１２（∑

ｍ

ｉ＝１

ｙ２ｉ
!ｉ
）

·
１

（２
!ρ）（ｄ－ｍ）／２

ｅ－
ε２（ｘ）
２ρ

＝ＰＦ（ｘθ）Ｐ珔Ｆ（ｘθ） （１１）
从（１１）式可以看出，残差的分布是被一个球形

的高斯函数 Ｐ珔Ｆ（ｘ θ）所近似，其作用可能很小，但
却起到了一定的“调制”作用，反映了该类数据的一

些补充信息。

对于服从一般概率分布的样本 Ｘ，我们总可以
用高斯混合模型的密度函数来逼近ＰＦ（ｘΘ），同时
依然可用球形高斯函数或分布来近似Ｐ珔Ｆ（ｘΘ），将
二者相乘得到Ｘ的近似概率密度函数：

Ｐ^（ｘ Θ）＝（∑
ｍ

ｊ＝１
αｊｑ（ｘμｊ，"ｊ））

１
（２

!ρ）（ｄ－ｍ）／２
ε２（ｘ）
２ρ

（１２）
不同于传统的 ＰＣＡ贝叶斯分类方法直接对全

体样本进行 ＰＣＡ降维，基于联合子空间的 ＰＣＡ贝
叶斯分类算法则需要计算出每类的近似概率密度。

因此，我们则需要逐类进行 ＰＣＡ和子空间分解，当
然ＧＭＭ的参数学习和贝叶斯决策规则是不变的。

３　联合子空间理论的规范化与扩展

３．１　两个假设
从联合子空间的引入可以看出，（１２）式的成立

是需要一定的假设条件：

１）　假设随机向量Ｘ（样本）在主成分子空间Ｆ
上的投影ＸＦ和在残差子空间珔Ｆ上的投影Ｘ珔Ｆ是独立
的。由于ＸＦ和Ｘ珔Ｆ都是随机向量，若令 Ｐ^（ｘ Θ）＝
ＰＦ（ｘ Θ）Ｐ珔Ｆ（ｘ Θ），当且仅当 ＸＦ和 Ｘ珔Ｆ是独立的，
这时才可用 Ｐ^（ｘΘ）来逼近Ｐ（ｘΘ）。

从子空间的分解过程可知，Ｆ和珔Ｆ是正交的，因
此对于ＸＦ的任意分量ｘＦｉ和Ｘ珔Ｆ的任意分量ｘ珔Ｆｊ，必然
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有ｃｏｖ（ｘＦｉ，ｘ珔Ｆｊ）＝０，即它们是统计不相关的。这是
ＸＦ和Ｘ珔Ｆ独立的必要条件，但这显然还不够充分。
２）　假设Ｘ珔Ｆ服从球形高斯分布，即各维方差相

等的多元高斯分布。首先，若Ｘ珔Ｆ服从高斯分布，则有

Ｐ珔Ｆ（ｘΘ）＝
１

（２
!

）（ｄ－ｍ）／２∏
ｄ

ｉ＝ｍ＋１
!

１／２
ｉ

ｅ
－１２（∑

ｄ

ｉ＝ｍ＋１

ｙ２ｉ
!ｉ
）

（１３）
从子空间的分解过程可知，Ｘ珔Ｆ以０为期望，且

方差都比较小，故假设 Ｘ珔Ｆ服从单模态、对称的高斯
分布可以得到对Ｐ珔Ｆ（ｘΘ）的有效近似。

在上述基础上可做进一步简化。为了避免一一计

算ｙｉ（ｉ＝ｍ＋１，…，ｄ），假设!ｍ＋１＝…＝!ｄ＝ρ后，则有：

Ｐ珔Ｆ（ｘΘ）＝
１

（２
!ρ）（ｄ－ｍ）／２

ｅ－
ε２（ｘ）
２ρ （１４）

其中ε２（ｘ）＝‖ｘ^‖２－∑
ｍ

ｉ＝１
ｙ２ｉ。很显然，这样使得贝叶

斯分类的计算量大大减少了。

若上述两个假设成立，并用高斯混合模型的密

度函数来近似ＰＦ（ｘΘ），就合理地得到（１２）式，完
成了数据概率分布的ＰＣＡ分解和联合。
３．２　代表特征根的极大似然估计

在（１０）式中，采用残差子空间各维特征根的均
值作为代表特征根是一种启发式的想法。实际上，

我们下面可以证明这一公式是合理的，因为在上述

两个假设下，它正是代表特征根的极大似然估计。

对于样本点ｘｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ），其在残差子空间
珔Ｆ上的概率密度为（１４）式，则由这组样本点构成的
对数似然函数为：

ｌ（ρ，Ｘ）＝－
∑
Ｎ

ｉ＝１
ε２（ｘｉ）

２ρ
－（ｄ－ｍ）Ｎ２ ｌｏｇρ

（１５）
其中省略了常数项。令

ｌ
ρ
＝
∑
Ｎ

ｉ＝１
ε２（ｘｉ）

２ρ２
－（ｄ－ｍ）Ｎ２ρ

＝０ （１６）

由此给出ρ的极大似然估计为

ρ^＝
∑
Ｎ

ｉ＝１
ε２（ｘｉ）

（ｄ－ｍ）Ｎ （１７）

将（７）式代入得

ρ^＝
∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
ｄ

ｊ＝ｍ＋１
ｙ２ｉｊ

（ｄ－ｍ）Ｎ （１８）

ｙｉｊ表示第ｉ个样本ｘｉ在第 ｊ个特征向量方向上的投
影。又由于

!ｊ＝ｅｉｇｊ（ｃｏｖ（Ｘ））＝ｅｉｇｊ（
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）（ｘｉ－μ）

Ｔ）

＝ｅｉｇｊ（ｃｏｖ（Ｙ））＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｙ２ｉｊ （１９）

其中用到了Ｙ＝ΦＴ（Ｘ－μ），ΦΦＴ＝Ｉ。
综合（１８）、（１９）式，我们则得到：

ρ^＝
∑
ｄ

ｊ＝ｍ＋１
!ｊ

ｄ－ｍ （２０）

因此，我们便从理论上证明了（１０）式中的ρ正是 ρ
的最大似然估计 ρ^，即代表特征根的启发公式为其
最大似然估计。

３．３　残差的扩展概率模型
对于残差子空间上的投影数据的概率分布，球

形高斯分布是最简单的假设，具有各向同性、并沿

径向指数衰减的特性。为了使其适应更复杂的情

况，我们可以尝试可塑性更强、结构稍复杂一些的

概率模型。实际上，我们可先进行下列概率分解：

Ｐ珔Ｆ（ｘ）＝Ｐ珔Ｆ（ｘ，ε
２（ｘ））＝Ｐ珔Ｆ（ε

２（ｘ））Ｐ珔Ｆ（ｘε
２（ｘ））

（２１）

当Ｐ珔Ｆ（ｘΘ）＝
１

（２
!ρ）（ｄ－ｍ）／２

ｅ－
ε２（ｘ）
２ρ，Ｘ珔Ｆ＝（ｙｍ＋１，…，

ｙｄ），ｙｉ～Ｎ（０，ρ），而ε
２（ｘ）＝∑

ｄ

ｉ＝ｍ＋１
ｙ２ｉ，则自然有ε

２（ｘ）

～Ｇａｍｍａ（ｄ－ｍ２，２ρ），即

Ｐ珔Ｆ（ε
２（ｘ））＝ ε

２（ｘ）（
ｄ－ｍ
２－１）ｅ－

ε２（ｘ）
２ρ

Γ（ｄ－ｍ２）（２ρ）
（ｄ－ｍ）／２

（２２）

因此得到：

Ｐ珔Ｆ（ｘε
２（ｘ））＝

Ｐ珔Ｆ（ｘ）
Ｐ珔Ｆ（ε

２（ｘ））
＝ ２［ε２（ｘ）］１／２

Ｓ（［ε２（ｘ）］１／２ ｄ－ｍ）

（２３）
其中Ｓ（ｒｄ－ｍ）是半径为ｒ、（ｄ－ｍ）维的球的表面积。

我们尝试保留Ｘ珔Ｆ各向同性，放宽沿径向指数衰
减的假设，采用一般的伽马分布来逼近Ｐ珔Ｆ（ε

２（ｘ））。
若保持（２３）式不变，采用 Ｇａｍｍａ（α，β）来逼近
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ε２（ｘ）的概率分布，并对参数α和β进行下述矩估计：

α＝Ｅ（ε
２（ｘ））２

Ｖａｒ（ε２（ｘ））
（２４）

β＝Ｅ（ε
２（ｘ））

Ｖａｒ（ε２（ｘ））
（２５）

且得到Ｐ珔Ｆ（ε
２（ｘ））的表达式：

Ｐ珔Ｆ（ε
２（ｘ））＝ε

２（ｘ）ｅ－
ε２（ｘ）
β

Γ（α）βα
（２６）

我们将（２６）、（２３）代入（２１），则得：

Ｐ珔Ｆ（ｘ）＝
Γ（ｄ－ｍ２）［ε

２（ｘ）］（α－
ｄ－ｍ
２）

Γ（α）!（ｄ－ｍ）／２βα
ｅ－
ε２（ｘ）
ρ （２７）

当α＝ｄ－ｍ２，β＝２ρ时，（２７）与（１４）相同，这说明

后者是前者的扩展。为了便于描述，我们称使用

（２７）来代替（１４）的相应算法为扩展型逐类联合子
空间算法。由于（２７）中的 α，β的估计来自实际样
本，更能真实地反映残差的概率分布，从而可提高

对样本实际概率分布逼近的准确性。

４　实验结果和比较

为了评价ＰＣＡ联合子空间算法在真实数据上
的效果，我们特意在 ９个 ＵＣＩ数据集［１３］进行了实

验。这些数据的维数从 ４到 ２４０不等。一些数据
（ｏｐｔｉｄｉｇｉｔｓ、ｌｅｔｔｅｒ、ｓａｔｉｍａｇｅ、ｐｅｎｄｉｇｉｔｓ）已经提供了标
准的训练和测试集。而对于其它数据，我们使用全

部数据参加训练和测试。数据的详细描述见表１，
其中ｄ表示数据的维数，ｃｌａｓｓ表示类数，ｔｒａｉｎ和ｔｅｓｔ
分别是训练和测试样本的个数。

为了叙述简便，我们将所使用的算法简称为：

　Ｍ０：ＰＣＡ贝叶斯分类算法
　Ｍ１：逐类联合子空间算法
　Ｍ２：扩展型逐类联合子空间算法
这三种算法都有两个主要参数：特征根累计贡

献率和 ＧＭＭ的分量个数，分别用 α和 ｍ表示。对
每个数据，利用 ＥＭ算法进行高斯混合模型的参数
估计，将每个算法运行５０次，记录正确率的均值和
标准差。根据这些数据的特性，这里没有采用复杂

的模型选择算法，而是在保证较好分类结果的前提

下，尽量选择较小的α和ｍ以降低计算量并提高泛
化能力。参数选取和实验结果已经在表２中列出，
并且将联合子空间算法比 ＰＣＡ贝叶斯分类算法正

确率低的情况用黑色底纹标记。

表１　ＵＣＩ数据集的特性描述

Ｔａｂ．１　ＴｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｏｆＵＣＩ

ｄａｔａｓｅｔｓｆｏｒｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ

Ｄａｔａｓｅｔ ｄ ｃｌａｓｓ ｔｒａｉｎ ｔｅｓｔ

Ｉｒｉｓ ４ ３ １５０ １５０

Ｗｉｎｅ １３ ３ １７８ １７８

ｏｐｔｉｄｉｇｉｔｓ ６４ １０ ３８２３ １７９７

ｓｅｇｍｅｎｔ １９ １０ ２３１０ ２３１０

ｍｆｅａｔｋａｒ ６４ １０ ２０００ ２０００

ｍｆｅａｔｐｉｘ ２４０ １０ ２０００ ２０００

ｌｅｔｔｅｒ １６ ２６ １６０００ ４０００

ｓａｔｉｍａｇｅ ３６ ７ ４４３５ ２０００

ｐｅｎｄｉｇｉｔｓ １６ １０ ７４９４ ３４９８

表２　三种算法在ＵＣＩ数据集上的分类正确率

Ｔａｂ．２　Ｔｈｅｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎａｃｃｕｒａｃｙｒａｔｅｓｏｆｔｈｅ

ｔｈｒｅｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｏｎｔｈｅＵＣＩｄａｔａｓｅｔｓ

Ｄａｔａｓｅｔ α ｍ Ｍ０ Ｍ１ Ｍ２

ｉｒｉｓ ０．９５ １
９７．３３

!

±
０．００

!

９８
!

±
０．００

!

９８
!

±
０．００

!

ｗｉｎｅ ０．６０ １
９７．７５

!

±
０．００

!

９９．４４
!

±
０．００

!

９８．８８
!

±
０．００

!

ｏｐｔｉｄｉｇｉｔｓ ０．６０ ５
９３．４７

!

±
０．３６

!

９６．０８
!

±
０．０６

!

９４．５３
!

±
０．１２

!

ｓｅｇｍｅｎｔ ０．８０ ５
９３．８５

!

±
０．９２

!

８７．３４
!

±
０．６０

!

８７．８５
!

±
０．３４

!

ｍｆｅａｔｋａｒ０．５０ ２
９７．１６

!

±
０．１３

!

９８．１８
!

±
０．０４

!

９８．２３
!

±
０．０５

!

ｍｆｅａｔｐｉｘ ０．５０ ５
９６．５３

!

±
０．２３

!

９８．５６
!

±
０．０４

!

９８．６５
!

±
０．０５

!

ｌｅｔｔｅｒ ０．９５ ８
９５．５１

!

±
０．２８

!

９４．３９
!

±
０．１９

!

９４．６８
!

±
０．２１

!

ｓａｔｉｍａｇｅ ０．８０ ８
８２．３７

!

±
０．１７

!

８４．８４
!

±
０．１６

!

８３．５４３
!

±
０．２９

!

ｐｅｎｄｉｇｉｔｓ ０．８０ ５
９３．８８

!

±
０．２５

!

９４．１５
!

±
０．２０

!

９５．１０
!

±
０．２０

!
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　　表２给出了三种算法在９中个ＵＣＩ数据集上的
分类正确率和标准差。从表２中可以看出：
１）　联合子空间算法的正确率几乎都高于

ＰＣＡ贝叶斯分类算法，并且更为稳定。但
在ｌｅｔｔｅｒ数据集上，联合子空间算法稍弱
于ＰＣＡ贝叶斯分类算法，且在 ｓｅｇｍｅｎｔ数
据集上，联合子空间方法较明显地弱于

ＰＣＡ贝叶斯分类算法。这可能与这些数
据的特殊结构有关。

２）　对这９个数据，扩展型逐类联合子空间算
法有５个分类效果好于原算法，１个不变，
３个变差，而分类结果的稳定性基本相同。
故总体上，扩展型算法的分类效果要优于

原算法。这说明对残差子空间使用可塑

性更大的概率模型对于分类效果的提高

确实具有一定的促进作用。

５　结论

本文首先对联合子空间理论进行规范化，给出了

其成立的两个基本假设，并在极大似然估计的框架下

证明了“代表特征根”的启发表达式的合理性。本文进

一步将联合子空间模型进行了扩展，提出了扩展型逐

类联合子空间算法，即对残差子空间使用比球形高斯

分布更具可塑性的概率模型。基于９组真实数据的实
验结果表明，ＰＣＡ联合子空间算法能够取得了比传统
ＰＣＡ贝叶斯分类算法更好的效果，并且本文所提出的扩
展型逐类联合子空间算法也在一定程度上优于原算法。
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