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摘 要: 为揭示灰色Verhulst模型的建模精度在系统原始特征序列数乘变换前后的变化规律,降低其建模复杂性,研

究了灰色Verhulst模型的建模参数在系统原始特征序列经过数乘变换前后的量化关系以及数乘变换对该模型建模

精度的影响程度.研究结果表明,灰色Verhulst模型的建模精度与系统原始数据序列的数乘变换无关.利用数乘变换

能降低原始数据的量级,简化建模过程,而不会改变灰色Verhulst模型的建模精度.
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Abstract: To reveal the change rule of the modeling precision of grey Verhulst forecast model with multiplication

transformation acting on the sequence of raw data and reduce its modeling complexity, this paper analyzes the parameter

characteristics of grey Verhulst model under multiple transformation, and demonstrates its effect on the simulative value and

forecasting value by studying the multiple transformation acting on the raw data sequence for building this grey model. The

research results indicate that the modeling accuracy of grey Verhulst model is in no relation to multiple transformations of

raw data sequences of systems. The conclusion implies that the data level can be reduced, the course of building model can

be simplified, but the simulative and predicative results remain unchanged.
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0 引引引 言言言

灰色系统理论是一种能够有效处理一类不确定

系统信息的数学方法. 作为该理论的重要组成部分

之一,灰色预测模型一直受到学者们的关注, 属于目

前应用最为广泛的一类灰色模型. 在灰色建模过程

中, 为了提高预测模型的建模精度,通常需对反映系

统行为特征的数据序列进行变换和处理,通过序列作

用算子消除数据的量纲, 使其具有可比性[1-3]. 研究

表明,数据变换是提高灰色预测模型建模精度的重要

途径之一[4-8]. 近年来, 国内外学者对其进行了深入

研究,取得了一些重要成果.目前,常用的数据变换算

子有初值化算子、均值化算子、区间化算子和归一化

算子等. 经过上述算子作用后的数据序列实质上均

属于对原始数据序列进行数乘变换的结果.值得关注

的是, 数乘变换对灰色模型的模拟精度和预测精度

有何影响?数据变换前后,模型建模参数间存在什么

样的数量关系?这些都是值得深入探讨的重要问题.

文献 [9]分析了GM(1,1)模型在数乘变换后的参数性
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质; 文献 [10]研究了灰色直接模型DGM(1,1)的性质,

得到了该模型的参数值与数乘变换间的量化关系;文

献 [11]研究了多变量GM(0, 𝑁)模型在数乘变换下的

参数特征; 文献 [12]研究了离散模型参数的仿射特

性,分析了仿射变换下模型的参数变化特征及其对模

型模拟预测值的影响.

灰色Verhulst模型是一种针对原始数据序列具

有近似单峰特性的系统进行小样本建模的特殊灰色

预测模型,其在商品经济寿命分析、滑坡预测和生物

生长演变预测等领域具有广泛的应用. 在现有文献

中, 关于该模型优化的研究成果较多, 但与其参数特

性相关的成果并不多见.研究灰色Verhulst模型的参

数特性, 对简化其建模过程, 丰富该模型的理论研究

成果具有重要的理论意义.本文对灰色Verhulst模型

进行了再定义,给出该模型参数的求解方法, 分析了

该模型参数和建模精度在原始数据序列经数乘变换

前后的数量关系.研究结果表明,灰色Verhulst预测模

型的建模精度与数乘变换无关.

1 灰灰灰色色色Verhulst模模模型型型的的的定定定义义义
定定定义义义 1[1] 设原始非负序列为

𝑋(0) = {𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛)}. (1)

其中: 𝑥(0)(𝑘) ⩾ 0, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

𝑋(0)的一次累加生成序列为

𝑋(1) = {𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛)}. (2)

其中: 𝑥(1)(𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

𝑋(1)的紧邻均值生成序列为

𝑍(1) = {𝑧(1)(1), 𝑧(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧(1)(𝑛)}. (3)

其中

𝑧(1)(𝑘) =
1

2
(𝑥(1)(𝑘) + 𝑥(1)(𝑘 + 1)),

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
称

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑘) = 𝑏(𝑧(1)(𝑘))2 (4)

为灰色Verhulst预测模型 (简称为GM(1, 1, 𝑉 )模型).

该模型的白化模型为

d𝑥(1)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(1) = 𝑏(𝑥(1))2, (5)

对应的白化响应式为

�̂�(1)(𝑘) =
𝑎𝑥(0)(1)

𝑏𝑥(0)(1) + (𝑎− 𝑏𝑥(0)(1))e𝑎(𝑘−1)
. (6)

1)称 (𝑎, 𝑏)为GM(1, 1, 𝑉 )模型的一级参数包,记

作𝑃IV,其向量形式为

𝑃IV =

[
𝑎

𝑏

]
, (7)

或

𝑃IV = [𝑎 𝑏]T. (8)

2) 称 (𝑎, 𝑏)的构成成分为GM(1, 1, 𝑉 )模型的中

间参数, 中间参数的全体为该模型的二级参数包, 记

作𝑃IIV.

3)称GM(1, 1, 𝑉 )模型的二级参数包的构成成分

为基本参数, 基本参数全体为该模型的三级参数包,

记作𝑃IIIV.

命题 1 GM(1, 1, 𝑉 )模型的一级参数包在最小

二乘准则下有如下矩阵算式:

𝑃I =

[
𝑎

𝑏

]
= (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌. (9)

其中

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥(0)(2)

𝑥(0)(3)
...

𝑥(0)(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑧(1)(2) (𝑧(1)(2))2

−𝑧(1)(3) (𝑧(1)(3))2

...
...

−𝑧(1)(𝑛) (𝑧(1)(𝑛))2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

命题 2 令

𝐶𝑉 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧(1)(𝑘)3, 𝐸 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧(1)(𝑘)𝑥(0)(𝑘),

𝐹 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧(1)(𝑘)2, 𝐺 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧(1)(𝑘)4,

𝐻 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧(1)(𝑘)2𝑥(0)(𝑘),

则有

(𝐵T𝐵)−1 =
1

𝐹𝐺− 𝐶2
𝑉

[
𝐺 𝐶𝑉

𝐶𝑉 𝐹

]
, (10)

𝐵T𝑌 =

[
−𝐸

𝐻

]
. (11)

命题 3 灰色Verhulst预测模型的参数包有:

1)一级参数包

𝑃IV = [𝑎 𝑏]T,

𝑎 =
𝐶𝑉 𝐻 −𝐺𝐸

𝐹𝐺− 𝐶2
𝑉

, 𝑏 =
𝐹𝐻 − 𝐶𝑉 𝐸

𝐹𝐺− 𝐶2
𝑉

; (12)

2)二级参数包

𝑃IIV = (𝐶𝑉 , 𝐸, 𝐹,𝐺,𝐻),

𝐶𝑉 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧(1)(𝑘)3, 𝐸 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧(1)(𝑘)𝑥(0)(𝑘),

𝐹 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧(1)(𝑘)2, 𝐺 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧(1)(𝑘)4,

𝐻 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧(1)(𝑘)2𝑥(0)(𝑘); (13)

3)三级参数包

𝑃IIIV = (𝑥(0)(𝑘), 𝑧(1)(𝑘)). (14)
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2 数数数乘乘乘变变变换换换下下下灰灰灰色色色Verhulst模模模型型型的的的参参参数数数
特特特性性性

定定定义义义 2 非负数据序列 𝑦𝑘 = 𝜌𝑥𝑘(𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛)称为数乘变换, 其中 𝜌为数乘量, 且 𝜌为大于零的

常数.

下面分析数乘变换对灰色Verhulst预测模型参

数值和模拟预测值的影响.

设𝑋(0)为原始非负数据序列, 𝑌 (0)为数乘变

换数据序列. 𝑋(1)和𝑌 (0)分别为𝑋(0)和𝑌 (0)的 1−
AGO,且

𝑦(1)(𝑘) = 𝜌𝑥(1)(𝑘). (15)

记参数 𝑎和 𝑏为利用非负序列𝑋(0)构建的灰色

Verhulst预测模型中的参数, �̄�和 �̄�为数乘变换序列

𝑌 (0)对应的预测模型参数,其他参数定义类似.

定定定理理理 1 二级参数包𝑃IIV为

𝑃IIV = (𝐶𝑉 , 𝐸, 𝐹,𝐺,𝐻), (16)

则有
−
𝐶𝑉 = 𝜌3𝐶𝑉 ,

−
𝐸 = 𝜌2𝐸,

−
𝐹 = 𝜌2𝐹,

−
𝐺 = 𝜌2𝐺,

−
𝐻 = 𝜌2𝐻. (17)

证证证明明明
−
𝐶𝑉 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧(1)𝑦 (𝑘)3 =

𝑛∑
𝑘=2

𝜌3𝑧(1)(𝑘)3 =𝜌3𝐶𝑉 ,

−
𝐸 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧(1)𝑦 (𝑘)𝑦(0)(𝑘) =

𝑛∑
𝑘=2

𝜌2𝑧(1)(𝑘)𝑥(0)(𝑘) =𝜌2𝐸,

−
𝐹 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧(1)𝑦 (𝑘)2 =

𝑛∑
𝑘=2

𝜌2𝑧(1)(𝑘)2 =𝜌2𝐹,

−
𝐺 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧(1)𝑦 (𝑘)4 =

𝑛∑
𝑘=2

𝜌4𝑧(1)(𝑘)4 =𝜌4𝐺,

−
𝐻 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧(1)𝑦 (𝑘)2𝑦(0)(𝑘) =

𝑛∑
𝑘=2

𝜌3𝑧(1)(𝑘)𝑥(0)(𝑘) =𝜌3𝐻. □

定定定理理理 2 记参数 𝑎和 𝑏为利用非负序列𝑋(0)构

建的灰色Verhulst预测模型中的参数, �̄�和 �̄�为数乘变

换序列𝑌 (0)对应的预测模型参数,则有

�̄� = 𝑎, �̄� = 𝑏/𝜌. (18)

证证证明明明

�̄� =
𝐶𝑉 �̄� − �̄��̄�

𝐹 �̄�− 𝐶2
𝑉

=
𝜌3𝐶𝑉 𝜌

3𝐻 − 𝜌4𝐺𝜌2𝐸

𝜌2𝐹𝜌4𝐺− (𝜌3𝐶𝑉 )2
=

𝐶𝑉 𝐻 −𝐺𝐸

𝐹𝐺− 𝐶2
𝑉

= 𝑎,

�̄� =
𝐹�̄� − 𝐶𝑉 �̄�

𝐹 �̄�− 𝐶2
𝑉

=
𝜌2𝐹𝜌3𝐻 − 𝜌3𝐶𝑉 𝜌

2𝐸

𝜌2𝐹𝜌4𝐺− 𝜌6𝐶2
𝑉

=

𝐹𝐻 − 𝐶𝑉 𝐸

𝜌(𝐹𝐺− 𝐶2
𝑉 )

= 𝑏/𝜌. □

定定定理理理 3 设 �̂�(0)(𝑘)和 𝑦(0)(𝑘)依次为𝑋(0)和𝑌 (0)

构建的灰色Verhulst模型的模拟预测值,则有

𝑦(1)(𝑘) = 𝜌�̂�(1)(𝑘),

𝑦(0)(𝑘) = 𝜌�̂�(0)(𝑘). (19)

证证证明明明

𝑦(1)(𝑘) =
𝜌𝑎/𝑏

1 +

(
𝜌𝑎

𝑏𝜌𝑥(0)(1)
− 1

)
e𝑎(𝑘−1)

= 𝜌�̂�(1)(𝑘),

𝑦(0)(𝑘) = 𝑦(1)(𝑘)− 𝑦(1)(𝑘 − 1) =

𝜌�̂�(1)(𝑘)− 𝜌�̂�(1)(𝑘 − 1) = 𝜌�̂�(0)(𝑘).

故

𝑦(1)(𝑘) = 𝜌�̂�(1)(𝑘), 𝑦(0)(𝑘) = 𝜌�̂�(0)(𝑘). □

定定定 理理理 4 记 𝜀(𝑘)和 𝜀(𝑘)分 别 为 序 列𝑋(0)和

𝑌 (0)构建的灰色Verhulst预测模型的相对误差,即

𝜀(𝑘) =
𝑥(0)(𝑘)− �̂�(0)(𝑘)

𝑥(0)(𝑘)
× 100%,

𝜀(𝑘) =
𝑦(0)(𝑘)− 𝑦(0)(𝑘)

𝑦(0)(𝑘)
× 100%, (20)

则有

𝜀(𝑘) = 𝜀(𝑘), 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (21)

证证证明明明

由定义 2和定理 3可得

𝜀(𝑘) =
𝑦(0)(𝑘)− 𝑦(0)(𝑘)

𝑦(0)(𝑘)
× 100% =

𝜌𝑥(0)(𝑘)− 𝜌�̂�(0)(𝑘)

𝜌𝑥(0)(𝑘)
× 100% = 𝜀(𝑘). □

3 案案案例例例分分分析析析

从 2006年∼ 2010年, 江苏省高校科研经费投入

中, 其他收入转入科研经费 (单位: 亿元)构成的时间

序列为𝑋(0) = (2.70, 2.90, 3.50, 4.30, 4.10). 下面用该

时间序列建立灰色Verhulst模型以验证本文所得结论

的正确性.

通过计算得到灰色Verhulst模型如下:

�̂�(1)(𝑘) =
𝑎𝑥(0)(1)

𝑏𝑥(0)(1) +
(
𝑎− 𝑏𝑥(0)(1)

)
e𝑎(𝑘−1)

=

1.13

0.24 + 0.18e−0.42(𝑘−1)
.

由定义 2,取数乘量 𝜌 = 0.5,得到数乘变换序列

𝑌 (0) = 0.5𝑋(0).

设利用序列𝑌 (0)构建灰色Verhulst模型得到建模参

数依次为 �̄�, �̄�. 通过计算可得
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𝑦(1)(𝑘) =
�̄�𝑦(0)(1)

�̄�𝑦(0)(1) + (�̄�− �̄�𝑦(0)(1))e�̄�(𝑘−1)
=

0.565

0.24 + 0.18e−0.42(𝑘−1)
,

因此

𝑦(1)(𝑘) = 0.5�̂�(1)(𝑘).

记 𝜀(𝑘)和 𝜀(𝑘)分别为序列𝑋(0)和𝑌 (0)构建的

灰色Verhulst预测模型的相对误差,则有

𝜀(𝑘) =
𝑦(0)(𝑘)− 𝑦(0)(𝑘)

𝑦(0)(𝑘)
=

0.5𝑥(0)(𝑘)− 0.5�̂�(0)(𝑘)

0.5𝑥(0)(𝑘)
= 𝜀(𝑘).

由上述建模过程可知

�̄� = 𝑎, �̄� =
𝑏

𝜌
= 2𝑏,

𝜀(𝑘) = 𝜀(𝑘), 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
案例分析结果进一步佐证了本文所得结论.

4 结结结 论论论

本文对灰色Verhulst预测模型进行了重新定义,

给出其参数求解公式,对该模型建模参数在系统特征

序列经过数乘变换前后的量化关系及其建模精度的

变化规律进行了深入研究,得到了如下结论: 1)对系

统原始数据序列作数乘变换后,求得原始序列的模拟

预测值也保持相应的数乘变换量; 2) 无论数乘变换

量在给定条件下如何取值,灰色Verhulst模型的模拟

误差和预测误差均保持不变,即灰色Verhulst模型的

建模精度不会受到数乘变换的影响.因此, 在构建灰

色Verhulst预测模型的过程中, 可根据计算量大小、

数据量级等因素,预先对数据进行数乘变换,降低数

据的量级,从而在保持该模型精度不变的前提下简化

其建模过程.
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