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摘 要: 分形维数是描述混沌动力学系统的重要参数之一.根据时间尺度与多维超体体积之间的测度关系,提出一

种多变量时间序列分形维数的计算方法. 通过 4种典型混沌动力学系统所产生的多变量时间序列及其相应不同信噪

比混杂序列的仿真计算表明,所提出方法时间复杂度较低,所需序列长度较短,具有一定的抗噪能力,且无需进行相

空间重构,避免了嵌入维数和延迟时间等参数选取对结果造成的影响,是计算多变量时间序列分形维数的一种有效

途径.
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A method for calculating fractal dimension of multivariate time series
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Abstract: The fractal dimension is an important parameter of detecting and characterizing chaos produced from a dynamical

system. According to the relationship between time scale and multidimensional super-body’s volume, a method to compute

the fractal dimension of multivariate time series is proposed. Numerical simulations show that the length of the time series is

shorter, the method is more efficient and doesn’t need reconstructing phase space so as to avoid the infection from parameters

determination such as delay time and embedding dimension. Furthermore, it can resist noise to a certain degree and can be

used as an effective method to calculate the fractal dimension of multivariate time series in many areas.
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0 引引引 言言言

现实中, 多变量时间序列广泛存在于医学、金

融、国防等各领域,由其所刻画的很多系统也都具有

分形特征[1-2].分形维数是描述混沌动力学系统的重

要参数, 能促进研究者对事物物理本质的认识.目前

的研究主要集中于单变量时间序列中, 而从理论上

讲, 多变量时间序列包含原系统更加丰富的信息,采

用其计算所得的分形维数应更加真实[3]. 当前, 计算

多变量时间序列分形维数主要有基于相空间重构的

方法和原形法. 对于前者,由Takens定理,只要数据量

足够、参数选取合适,混沌系统中的单变量时间序列

即可重构原系统,进而可在高维相空间中计算分形维

数. 但事实并非完全如此,例如,若令Lorenz系统方程

中的𝑥 = −𝑥, 𝑦 = −𝑦, 𝑧 = 𝑧,则方程仍成立,那么𝑋

轴与𝑌 轴的对称关系就没能反应到𝑍轴数据中, 即

由 𝑧坐标不能分辨𝑥, 𝑦的对称性, 故由 𝑧坐标的测量

不能重构该系统,从而不能保证实际问题中任何单变

量时间序列都可重构原系统[4]. 同时, 现实中也很难

保证待计算的多变量时间序列属于同一混沌动力学

系统.

鉴于此,学者们研究了基于多变量时间序列相空

间重构的方法,其基本思想是首先对每个单变量时间

序列分别确定最佳延迟时间和嵌入维数以重构相空

间, 然后通过广义关联积分求取分形维数[5]. 相对于

基于单变量时间序列相空间重构的方法,所需时间序

列的长度短且准确度高[6], 但也大大增加了计算量.

同时引入了较为复杂的多变量时间序列相空间重构

的参数选择问题,导致即使对于同组数据, 由于参数
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的选择不同而使得计算结果存在较大差异.原形法则

无需进行相空间重构,它将多变量时间序列看作一个

多元数据集直接求取其维数. 该方法适用范围较广,

文献 [7]指出此类方法甚至可用于分析某些不是严格

分形意义上的数据.其典型代表是盒计数法, 计算简

单、易于理解,但其也存在空盒计数问题[8],影响分形

维数的计算精度.

本文根据多变量时间序列的时间尺度与其超体

体积的关系绘制双对数曲线,并结合一种分段拟合误

差法自动识别无标度区, 进而给出一种无需进行相

空间重构的多变量时间序列分形维数计算方法, 并

分析了算法的时间复杂度和噪声对结果的影响.通过

Lorenz系统、Chen’s系统、Rossler系统和 4阶超混沌

系统的仿真计算,验证了所提出算法的有效性.

1 分分分形形形维维维数数数的的的计计计算算算

1.1 方方方法法法思思思想想想

若将一立方体的边长𝐿都扩大到原来的 𝑘倍,则

其二维测度表面积𝑆为原来的 𝑘2倍, 三维测度的体

积𝑉 为原来的 𝑘3倍,即存在以下关系式:

𝐿 ∝ 𝑆1/2 ∝ 𝑉 1/3. (1)

若假设𝑌 为具有𝐷维测度的量,则可将式 (1)变为

𝐿 ∝ 𝑆1/2 ∝ 𝑉 1/3 ∝ 𝑌 1/𝐷. (2)

因此, 可以根据上述测度关系求取分形维数[9]. 以经

典的英国海岸线问题为例, 设面积为𝑆, 海岸线长度

为𝑋line, 𝑆是具有二维测度的量, 由𝑆1/2 ∝ 𝑋line
1/𝐷

即可求出海岸线的分形维数𝐷,同样也可用海岸线长

度𝑋line与海岸线两端直线距离𝐿之间的关系计算维

数𝐷.

分形理论初期应用于描述自然界和非线性系统

中的不光滑或不规则的几何形体,这些几何形体在某

种意义下具有图形或结构上的自相似性. 对于时间序

列,这种自相似性主要体现在时间上. 例如,分析十余

年的上证指数的日收盘价曲线,可以发现其随时间的

变化在形态上呈现出一定的相似性[10]. 对于多变量

时间序列, 在某一时间段, 序列中的点所占据的空间

可以用多维超体测度[11]. 具体计算时,将时间跨度作

为测量尺度,若多变量时间序列具有混沌特性, 则时

间尺度 𝑟与多维超体的体积𝑉 之间应该呈现某种意

义上的自相似性,进而可以依据尺度与超体体积的测

度关系 𝑟 ∝ 𝑉 1/𝐷求取分形维数.

1.2 超超超体体体体体体积积积计计计算算算

如上述分析, 假设多变量时间序列每一变量维

度的测量尺度扩大至原来的 𝑟倍,则相应的多维超体

体积尺度就扩大 𝑟𝑚倍.当𝑚 > 1时,按照时间先后顺

序记录的值𝑇𝑆𝑖 = {𝑥𝑖(0), 𝑥𝑖(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖(𝑛)}

称为多变量时间序列. 其中: 𝑡为时间点, 𝑛为时间序

列长度, 𝑖为变量, 𝑥𝑖(𝑡)为第 𝑖个变量在 𝑡时刻上的记

录值.多变量时间序列在时间尺度 𝑟下的超体体积为

𝑉 (𝑟) =

𝑝∑
𝑞=0

𝑚∏
𝑖=1

{ max
𝑟𝑞⩽𝑡⩽𝑟(𝑞+1)

[𝑥𝑖(𝑡)]− min
𝑟𝑞⩽𝑡⩽𝑟(𝑞+1)

[𝑥𝑖(𝑡)]}

𝑟𝑚
. (3)

其中: 𝑚为变量数; 𝑃 为时间尺度将序列分成了𝑃 + 1

个部分, 𝑃 =⌈(𝑛− 1)/𝑟⌉−1, ⌈ ⌉表示取整;

max
𝑟𝑞⩽𝑡⩽𝑟(𝑞+1)

[𝑥𝑖(𝑡)]− min
𝑟𝑞⩽𝑡⩽𝑟(𝑞+1)

[𝑥𝑖(𝑡)]

为在尺度 𝑟下第 𝑞部分多维超体的第 𝑖维边长,由第 𝑖

维变量的子序列𝑥𝑖(𝑟𝑞), 𝑥𝑖(𝑟𝑞+1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖(𝑟(𝑞+1))中

的最大值与最小值之差决定. 最后, 不断变换尺度 𝑟

即可得到一系列𝑉 (𝑟).

1.3 无无无标标标度度度区区区的的的确确确定定定

具有分形特征的数据应服从幂律分布𝑉 (𝑟) =

𝐶𝑟±𝐷(𝐶为常数), 于是可拟合 log(𝑟) ∼ log(𝑉 (𝑟))双

对数曲线上的点,得到的直线斜率绝对值即为所求的

分形维数.现实中, 大多系统并非存在严格意义上的

分形特性, 而是近似或统计意义上存在, 且仅存在于

一定范围内,即所谓的无标度区. 如何确定无标度区

是研究的关键,这里设计一种分段拟合误差法自动识

别无标度区, 即通过长度可变的窗口, 从序列的初始

点开始,窗口长度每增长一个单位就对窗内的点进行

最小二乘拟合并计算拟合误差,直至拟合误差大于某

一给定的最大误差时, 记录此窗口内的序列为一分

段; 然后在下个点开始生成新窗口, 重复以上过程直

至序列完毕; 最后统计各分段包含的点数, 点数最多

的即为无标度区.

计算过程如下: 将得到的一系列尺度 𝑟和超体体

积𝑉 (𝑟)分别取对数, 并令 ln 𝑟𝑗 = 𝑅𝑗 , ln[𝑉 (𝑟𝑗)] = 𝑉𝑗 ,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄, 则双对数曲线上的点序列可表示为

(𝑅1, 𝑉1), (𝑅2, 𝑉2), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑅𝑄, 𝑉𝑄). 设某窗口的对应区

间为 [𝑆𝑘, 𝑓𝑘], 分别表示第 𝑘个窗口在原序列中的起

点和终点位置.其中: 𝑆1 = 1, 𝑓1 = 2, 𝑓𝑎 = 𝑄, 𝑎为分

段数. 假设 (𝑅𝑗 , 𝑉𝑗)和 (𝑅𝑗 , 𝑉
∗
𝑗 )分别表示窗口内原子

序列和其对应拟合直线序列上的第 𝑗个点, 𝑗 = 𝑆𝑘,

𝑆𝑘 + 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑘,则此窗口内的拟合误差可定义为

𝑒𝑘 =
[ 𝑓𝑘∑
𝑗=𝑆𝑘

(𝑉𝑗 − 𝑉 ∗
𝑗 )

2
] 1

2

. (4)

比较 𝑒𝑘与最大允许误差 𝑒max: 当𝑒𝑘 < 𝑒max时,

𝑆𝑘 = 𝑆𝑘, 𝑓𝑘 = 𝑓𝑘 + 1, 𝑘 = 𝑘,拓展原窗口的长度,再进

行拟合误差计算;当 𝑒𝑘 ⩾ 𝑒max时, 𝑆𝑓𝑘 = 𝑓𝑘 − 𝑆𝑘 + 1,

𝑘 = 𝑘 + 1, 𝑆𝑘 = 𝑓𝑘−1, 𝑓𝑘 = 𝑓𝑘−1 + 1 (𝑆𝑓𝑘为序列第 𝑘

个分段包含的点数), 视此窗口内的子序列为一个分
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段,另生成新窗口重新开始拟合计算直至到序列完毕.

参数 𝑒max可利用以下估计公式计算得到:

𝑒max =

√√√⎷ 1

𝑄− 1

𝑄∑
𝑗=1

(𝑉𝑗 − 𝑉 )
2
/
𝑉 , 𝑉 =

𝑄∑
𝑗=1

𝑉𝑗

/
𝑄.

(5)

最后, 统计各分段所包含点数, 选取点数最多的分段

进行直线拟合,其斜率的绝对值即为所求的多变量时

间序列的分形维数.

1.4 算算算法法法复复复杂杂杂度度度分分分析析析

算法的时间复杂度主要分为两个部分: 超体体

积计算和确定无标度区. 在超体体积计算中,对于每

个尺度 𝑟𝑗 ,计算该尺度下多变量时间序列的超体体积

𝑉 (𝑟𝑗).

首先, 尺度 𝑟𝑗将多变量时间序列分成 ⌈(𝑛 − 1)/

𝑟𝑗⌉个部分. 对于每部分,需要对每个变量维度求取其

在该尺度下的边长,即该尺度下每个变量维度的最大

值与最小值之差,共计算 2(𝑟𝑗 − 1)×𝑚次. 因此,多变

量时间序列的超体体积的复杂度为 𝑜
( 𝑄∑

𝑗=1

2(𝑟𝑗 − 1)×

𝑚 × ⌈(𝑛− 1)/𝑟𝑗⌉
)

. 在确定无标度区时, 计算 𝑒max的

时间复杂度为 𝑜(2𝑄+1),确定此拟合直线的最差时间

复杂度为 𝑜(𝑄×(𝑄+1)/2).由于一般情况下𝑄远小于

𝑛,本算法的时间复杂度为 𝑜(𝑄×𝑚×𝑛).经典的基于相

空间重构法计算分形维数的算法复杂度为 𝑜(𝐾 ×𝑀

× 𝑛2) [12]. 其中: 𝐾为半径𝑅取值的个数, 𝑀为嵌入

维数, 𝑛为时间序列长度.对于原形法,以经典的盒计

数法为例,计算复杂度为 𝑜(𝑚× 𝑛× log(𝑚× 𝑛))[13-14].

可见,本文算法的复杂度相对较低.

2 仿仿仿真真真分分分析析析

2.1 算算算法法法有有有效效效性性性分分分析析析

为了表明本文方法的有效性, 对Lorenz系统、

Chen’s系统、Rossler系统和一种 4阶超混沌系统所产

生的多变量时间序列进行仿真分析.将得到的结果与

文献 [15-18]方法从分形维数数值、所需时间序列长

度等方面进行对比. 实验所用的混沌动力学系统如

表 1所示,采用 4阶Runge-Kutta法求解微分方程组以

生成多变量时间序列. 表 1中, 𝐷为本文方法的分形

维数计算结果, 𝐷[∗]为文献 [∗]中相应混沌系统的分

形维数计算结果, ℎ为步长, 𝑄为最大时间尺度, Len

为时间序列长度, Num为无标度区所包含的序列点

数, Fin为无标度区拟合直线的拟合优度,参数 𝑒max皆

由式 (5)计算得到.

如表 1所示,本文计算得到的分形维数与其他文

献采用基于相空间重构方法或盒计数法所求的维数

在数值上非常接近. 由于参数 𝑒max可以由公式估计

得到, 且无需进行相空间重构, 不仅减少了计算复杂

度,而且避免了嵌入维数、延迟时间等参数选取对结

果产生的影响,提高了结果的准确性. 另外,本文方法

由相对较短的时间序列即可精确地计算出分形维数,

如,计算Lorenz系统产生多变量时间序列的分形维数

时, 文献 [15]所用时间序列长度为 50 000, 本文方法

所用序列长度为 2 000,相比而言,本文所用序列的长

度要短且计算结果也很接近.

2.2 算算算法法法抗抗抗噪噪噪性性性能能能分分分析析析

以Rossler系统 (图 1(a)所示)为例, 将其产生的

多变量时间序列混入不同信噪比的高斯白噪声后

表 1 数值实验所用的混沌动力学系统及其计算结果对比

名称 方程 参数值 初值 ℎ 𝑒max和𝑄 Fin和Num 𝐷和Len 𝐷[∗]和Len

Lorenz

�̇� = 𝜎(𝑦 − 𝑥)

�̇� = 𝛽𝑥 − 𝑦 − 𝑥𝑧

�̇� = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧

𝜎 = 10

𝛽 = 28

𝑏 = 8/3

𝑥0 = 15.34

𝑦0 = 13.68

𝑧0 = 37.91

0.01
0.42

60

99.38%

35

1.971 5

2 000

2.040 9[15]

50 000

Chen’s

�̇� = 𝑎(𝑦 − 𝑥)

�̇� = (𝑐 − 𝑎)𝑥 − 𝑥𝑧 + 𝑐𝑦

�̇� = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧

𝑎 = 35

𝑏 = 3

𝑐 = 28

𝑥0 = 0

𝑦0 = 1.001

𝑧0 = 0

0.01
0.39

100

99.63%

50

2.363 0

20 000

2.367 6[16]

50 000

Rossler

�̇� = −𝑦 − 𝑧

�̇� = 𝑎𝑦 + 𝑥

�̇� = 𝑏 + 𝑧(𝑥 − 𝑐)

𝑎 = 0.2

𝑏 = 0.4

𝑐 = 5.7

𝑥0 = 1

𝑦0 = 0

𝑧0 = 0

0.01
0.26

100

99.69%

63

1.782 4

10 000

1.826 3[17]

50 000

4阶超混沌

�̇� = 𝑎(𝑦 − 𝑥) + 𝑒𝑦𝑧 − 𝑘𝑢

�̇� = 𝑐𝑥 − 𝑑𝑦 − 𝑥𝑧

�̇� = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧

�̇� = 𝑟𝑥 + 𝑓𝑦𝑧

𝑎 = 45

𝑏 = 16

𝑐 = 48

𝑑 = 6

𝑒 = 30

𝑓 = 35

𝑘 = 20

𝑟 = 35

𝑥0 = 0

𝑦0 = 0

𝑧0 = 0

𝑢0 = 0

0.001
0.28

100

99.94%

75

3.207 7

10 000

3.224 2[18]

-
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表 2 噪声对各系统的分形维数计算的影响

混沌系统 Lorenz Chen’s Rossler

信噪比 𝑒max Num 𝐷 𝐸/% 𝑒max Num 𝐷 𝐸/% 𝑒max Num 𝐷 𝐸/%

30 0.42 35 1.971 8 3.39 0.39 49 2.355 9 0.49 0.29 64 1.795 1 1.71

20 0.42 35 1.974 8 3.24 0.46 55 2.477 7 4.65 0.41 71 1.922 0 5.24

10 0.42 32 2.035 1 0.28 0.45 57 2.512 1 6.10 0.91 98 2.319 5 27.01

得到混杂序列 (见图 1(b)∼图 1(d)). 可以看出, Rossler

系统加入噪声后的混杂序列仍可视为奇异吸引子,但

相对于原Rossler系统的吸引子,由于噪声的影响,其

分形特征受到影响, 吸引子发生了不同程度的扭曲

变形. 以Lorenz, Chen’s, Rossler三个典型的混沌动力

学系统为例进行说明,所用系统的参数、初值设置同

表 1.将不同信噪比的混杂序列按本文方法计算其分

形维数. 表 2中, 𝐸为混杂序列的分形维数与表 1中
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图 1 不同信噪比的混合多变量时间序列的吸引子

相应维数参考值的相对误差. 由表 2可见, 随着信噪

比的降低, 噪声功率的增大,所计算的分形维数有逐

渐增加的趋势. 这主要是由于加入的 3维高斯白噪声

序列的分形维数约为 2.7,大于 3种混沌动力学系统所

产生多变量时间序列的分形维数. 因此,噪声的影响

使得信噪比低的混杂序列的分形维数偏大.由于 3种

系统本身混沌特性的稳定性不一,受噪声的影响程度

不同,噪声对其分形维数计算结果的影响也不同,但

除信噪比为 10 dB的Rossler混杂多变量时间序列外,

其他多变量时间序列分形维数的计算结果均保持在

较小的误差范围内,这表明本文方法具有一定的抗噪

能力和计算鲁棒性.

3 结结结 论论论

本文提出了一种多变量时间序列分形维数的计

算方法. 仿真计算表明: 采用多变量时间序列计算分

形维数的结果与单变量计算的结果基本一致,但所用

的数据量明显减少;相对于多变量时间序列相空间重

构后再计算分形维数的方法,本文方法无需进行相空

间重构,因此也不用进行嵌入维数、延迟时间等参数

的选取,且算法时间复杂度相对较低并具有一定的抗

噪能力. 该方法可应用到实际中,如计算某证券系统

的分形维数以定量刻画该系统的复杂程度;计算脑电

图等多变量时间序列的分形维数以区分正常状态和

不同的病理状态,进行人体系统的疾病诊断等.
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