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犅犲狉狉犲犿犪狀近似下任意形状表面沟槽
对双轴向列相方位锚定的影响
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摘　要：通过把Ｂｅｒｒｅｍａｎ近似下任意形状的表面沟槽用傅里叶级数展开，写成正弦函数和的形式，将Ｆｕｋｕｄａ

等人的理论应用于双轴向列相液晶中，考虑表面弹性项的作用后得到了任意形状的沟槽对双轴液晶产生的

方位锚定能。在一定的近似条件下得到约化锚定能随着沟槽的方向与液晶主指向矢之间的夹角的变化情

况，讨论了双轴弹性常数对液晶易取向方向的影响。
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１　引　　言

Ｂｅｒｒｅｍａｎ在１９７２年提出，平面上沟槽会对

单轴向列相液晶产生畸变弹性能［１］。随着基板上

定向沟槽的宽度和深度向纳米级靠近［２４］，人们对

Ｂｅｒｒｅｍａｎ理论重新产生了极大的兴趣。２００７

年，Ｆｕｋｕｄａ等人发现Ｂｅｒｒｅｍａｎ理论中忽略了扭

曲弹性能，从而对其进行修正；随后进一步考虑了

表面弹性项的作用，最后得到了修正后的方位锚

定能［５，６］。最近，Ｆｕｋｕｄａ等人又讨论了二维表面

沟槽方位锚定能情况［７］。

２００４年，国际上成功合成了热致双轴向列液

晶［８１０］。为了使双轴向列液晶得广泛的应用，首

要的问题就是使它在基板表面定向排列。本文将

Ｆｕｋｕｄａ等人的理论应用于双轴向列相液晶，讨论

了考虑表面弹性项的作用后，Ｂｅｒｒｅｍａｎ近似下任
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意形状的沟槽对双轴向列相液晶方位锚定能的影

响，并在一定的近似条件下得到了约化锚定能随

沟槽的方向与液晶主指向矢之间的夹角的变化图

像，讨论了双轴弹性常数对液晶易取向方向的

影响。

２　双轴向列相液晶锚定能论

对于单轴向列相液晶，Ｂｅｒｒｅｍａｎ将沟槽表面

曲线近似为正弦函数，其振幅为犃，波矢为狇（波

长λ＝
２π

狇
），沟槽的形状满足犃狇１。在单一常数

近似下（犓＝犓１＝犓２＝犓３），Ｂｅｒｒｅｍａｎ提出方位

锚定能具有如下形式［１］：

犳（）＝
１

４
犓犃２狇

３ｓｉｎ２ （１）

其中表示沟槽的方向与液晶指向矢之间的夹

角。２００７年，Ｆｕｋｕｄａ等人对Ｂｅｒｒｅｍａｎ理论进行

修正后得到了方位锚定能［６］：

犳（）＝
１

４
犃２狇

３ ｓｉｎ
２


犵１（）

犓３ｓｉｎ
２
＋犓ｓｃｏｓ

２
２－

犓ｓ
犓３

犵１（）犵２（）－ｃｏｓ
２


ｓｉｎ２（ ）［ ］

（２）

　　对于双轴向列相液晶，根据文献［１１］，其弹性

自由能密度可以表示为：

犉＝
犪，犫，犮

１

２
［犓犪犪（犪·犫·犮）

２
＋

犓犪犫（犪·犪·犫）
２
＋犓犪犮（犪·犪·犮）

２
＋

犆犪犫（犪·犪）·（犫·犫）＋

犽０，犪·（犪·犪－犪·犪）］ （３）

其中加和表示的是犪，犫，犮３个指标的轮换。为了

方便，我们建立直角坐标系狓狔狕，用犾，犿，狀表示双
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图１　表面沟槽的几何形状

Ｆｉｇ．１　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｓｈａｐｅｏｆｔｈｅｇｒｏｏｖｅｓｕｒｆａｃｅ

轴液晶的３个指向矢，所以在均匀相时：

犾＝ （１，０，０），犿＝ （０，１，０），狀＝ （０，０，１）　（４）

当液晶有一个微小变形时，３个矢量可以表示为：

犾＝ （１，犾狔，犾狕），犿＝ （犿狓，１，犿狕），狀＝ （狀狓，狀狔，１）

（５）

在直角坐标系中这６个分量不都是独立的，满足

如下关系：

犿狓 ＝－犾狔，狀狔 ＝－犿狕，犾狕 ＝－狀狓 （６）

　　根据Ｓｉｎｇｈ等人的文章
［１２］，弹性自由能密度

有如下形式：

犵ｂ＝
１

２
犓犔犔（犿狕，狓）

２
＋
１

２
犓犕犕（狀狓，狔）

２
＋

１

２
犓犖犖（犾狔，狕）

２
＋
１

２
犓犔犕（犾狔，狓）

２
＋
１

２
犓犕犖（犿狕，狔）

２
＋

１

２
犓犖犔（狀狓，２）

２
＋
１

２
犓犕犔（犾狔，狔）

２
＋
１

２
犓犖犕（犿狕，狕）

２
＋

１

２
犓犔犖（狀狓，狓）

２
－犆犔犕狀狓，狓犿狕，狔－犆犕犖犾狔，狔狀狓，狕－

犆犖犔犿狕，狕犾狔，狓－２犽０，犪（犾狔，狕狀狓，狔－犾狔，狔狀狓，狕）－

２犽狅，犫（犾狔，狕犿狕，狓－犾狔，狓犿狕，狕）－

２犽狅，犮（狀狓，狔犿狕，狓－狀狓，狓犿狕，狔） （７）

将式（５）和式（６）代入式（７）中，根据变分方法，得

到平衡态方程：

－犓犔犔犿狕，狓狓 －犓犕犖犿狕，狔狔 －犓犖犕犿狕，狕狕＋

犆犔犕狀狓，狓狔 ＋犆犖犔犾狔，狓狕 ＝０ （８ａ）

－犓犕犕狀狓，狔狔 －犓犖犔狀狓，狕狕－犓犔犖狀狓，狓狓 ＋

犆犔犕犿狕，狓狔 ＋犆犕犖犾狔，狔狕 ＝０ （８ｂ）

－犓犖犖犾狔，狕狕－犓犔犕犾狔，狓狓 －犓犕犔犾狔，狔狔 ＋

犆犕犖狀狓，狔狕＋犆犖犔犿狕，狓狕 ＝０ （８ｃ）

在单轴向列相液晶中有如下关系［１１１２］：

犓犔犖 ＝犓犕犖 ＝犓１ （９ａ）

犓犕犕 ＝犓犔犔 ＝犓２ （９ｂ）

犓犖犔 ＝犓犖犕 ＝犓３ （９ｃ）

犆犔犕 ＝犓１－犓２ （９ｄ）

犆犕犖 ＝犆犖犔 ＝０ （９ｅ）

２犽０，犮 ＝犓狊－犓２ （９ｆ）

犓犖犖 ＝犓犔犕 ＝犓犕犔 ＝０ （９ｇ）

　　由式（６）有：

犿狕，狓 ＝－狀狔，狓，犿狕，狔 ＝－狀狔，狔，犿狕，狕 ＝－狀狔，狕

（１０）

根据文献［１３］，对双轴向列相液晶我们依然取

犆犕犖＝犆犖犔＝０，平衡态方程简化为：

犓１狀狓，狓狓 ＋犓２狀狓，狔狔 ＋犓３狀狓，狕狕＋

（犓１－犓２）狀狔，狓狔 ＝０ （１１ａ）
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犓１狀狔，狔狔 ＋犓２狀狔，狓狓 ＋犓３狀狔，狕狕＋

（犓１－犓２）狀狓，狓狔 ＝０ （１１ｂ）

犓犖犖犾狔，狕狕＋犓犔犕犾狔，狓狓 ＋犓犕犔犾狔，狔狔 ＝０ （１１ｃ）

　　在狔狕平面内有任意形状的沟槽，沟槽的形

状满足犃犻狇犻 １，如图１所示。其形状可以用

傅里叶级数展开，写成如下形式：

ζ（狔，狕）＝
犖

犻＝１
ζ犻（狔，狕） （１２）

其中

ζ犻（狔，狕）＝犃犻ｓｉｎ（狇犻·狉⊥＋φ犻） （１３）

狇犻＝（狇犻狔，狇犻狕），狉⊥＝（狔，狕）分别为沟槽的波矢和狔狕

平面内的位置矢量；犃犻，φ犻 分别为沟槽的振幅和

位相。在狓＝０的边界，犾描述沟槽表面的法线方

向，所以有：

犾狔 ＝
ζ（狔，狕）

狔
＝－

犖

犻＝１

犃犻狇犻狔ｃｏｓ（狇犻·狉⊥＋φ犻）

（１４ａ）

犾狕 ＝－
ζ（狔，狕）

狕
＝－

犖

犻＝１

犃犻狇犻狕ｃｏｓ（狇犻·狉⊥＋φ犻）

（１４ｂ）

且在狓＝０的边界，有如下条件：

犵犫

狀狓，狓
δ狀狓＋

犵犫

狀狔，狓
δ狀狔＋

犵犫

犾狔，狓
δ犾狔 ＝０ （１５）

又因为在边界处狀狕 和犾狔 是固定的，所以δ狀狓＝０，

δ犾狔＝０。

进一步有：

犵犫

狀狔，狓
＝０ （１６）

即

犓２狀狔，狓＋２犓０，犫犾狔，狕＋（犓狊－犓２）狀狓，狔 ＝０　（１７）

忽略犓０，犫，得到：

犓ｓ狀狓，狔＋犓２（狀狔，狓－狀狓，狔）＝０ （１８）

利用式（１４）、（１８）以及边界条件：狓→∞时，狀狓＝

狀狔＝犾狔＝０，考虑表面弹性项的作用后，对于任意

形状的沟槽，得到：

狀狓 ＝
犖

犻＝１

犃犻狇犻狕ｃｏｓ（狇犻·狉⊥＋φ犻）·

犲－犽
（１）
犻 狓
＋
犓ｓ
犓３

狇
２
犻狔

狇
２
犻狕

（犲－犽
（１）
犻 狓
－犲

－犽
（２）
犻 狓［ ］） （１９ａ）

狀狔 ＝
犖

犻＝１

犃犻狇犻狕ｓｉｎ（狇犻·狉⊥＋φ犻）·

狇犻狔
犽
（１）
犻

犲－犽
（１）
犻 狓
＋
犓ｓ
犓３

狇
２
犻狔

狇
２
犻狕

狇犻狔
犽
（１）
犻

犲－犽
（１）
犻 狓
－
犽
（２）
犻

狇犻狔
犲－犽

（２）
犻（ ）［ ］狓

（１９ｂ）

犾狔 ＝－
犖

犻＝１

犃犻狇犻狔ｃｏｓ（狇犻·狉⊥＋φ犻）犲
－犺犻
（）狓

（１９ｃ）

其中：

犽
（１）
犻 ＝ 狇

２
犻狔 ＋（犓３／犓１）狇

２
槡 犻狕

犽
（２）
犻 ＝ 狇

２
犻狔 ＋（犓３／犓２）狇

２
槡 犻狕

犺犻（）＝ （犓犕犔狇
２
犻狔 ＋犓犖犖狇

２
犻狕）／犓槡 犔犕 （２０）

　　对于一维沟槽有｛狇犻｝＝｛狇犻（ｓｉｎ，ｃｏｓ）｝，为

沟槽的方向与双轴向列相液晶主指向矢狀之间的

夹角。将式（１９）代入式（７）中，结合边界条件积分

得到双轴向列相液晶在任意形状的一维表面沟槽

上的锚定能为：

犳＝
１

４
犖

犻＝１

犃２犻狇
３［犻 犓３

ｓｉｎ４

犵１（）
＋犓ｓ

ｓｉｎ２ｃｏｓ
２


犵１（）
·

２－
犓ｓ
犓３

犵１（）犵２（）－ｃｏｓ
２


ｓｉｎ２（ ）
＋犓犔犕ｃｏｓ

２
犺（ ］）
（２１）

其中：

犵１（）＝ ｃｏｓ２＋（犓３／犓１）ｓｉｎ
２

槡 

犵２（）＝ ｃｏｓ２＋（犓３／犓２）ｓｉｎ
２

槡 

犺（）＝ （犓犕犔ｃｏｓ
２
＋犓犖犖ｓｉｎ

２
）／犓槡 ＬＭ

　　当＝０时，犳＝
１

４

犖

犻＝１
犃２犻狇

３
犻 犓犔犕犓槡 犕犔。这样，

可以把锚定能分成两项：

犳
１
＝
１

４
犖

犻＝１

犃２犻狇
３
犻·

犓３
ｓｉｎ４

犵１（）
＋犓狊

ｓｉｎ２ｃｏｓ
２


犵１（）
２－

犓ｓ
犓３

犵１（）犵２（）

ｓｉｎ２（ ）［ ］

（２２）

和

犳
２
＝
１

４
犖

犻＝１

犃２犻狇
３
犻犓犔犕ｃｏｓ

２
犺（） （２３）

其中犳
１ 与Ｆｕｋｕｄａ等人得出的单轴向列相液晶

表面沟槽的锚定能表达式是一致的［７］，犳
２ 描述的

是双轴液晶的次指向矢引起的能量。

３　数值结果与讨论

考虑比较简单的情况，在单一常数犓＝犓１＝

犓２＝犓３ 以及珡犓＝犓犔犕 ＝犓犕犔＝犓犖犖的近似条件

下，表面锚定能写成ＲＰ形式，即犳＝
１

２
犠ｓｉｎ２，

所以犠＝

２
犳


２ ＝０的表达式为：
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犠 ＝
１

２ 
犖

犻＝１

犃２犻狇
３（ ）犻 犓ｓ ２－

犓狊（ ）犓 －犓［ ］犔犕 　（２４）

　　为了直观地反映出任意形状表面沟槽对双轴

向列相液晶锚定能的影响，我们模拟了在周期

－
π
２
，π［ ］２ 内，珡犓 分别等于０，０．５犓，犓，２犓 时，

犓ｓ／犓 的不同取值对约化锚定能犳（）／犳（π／２）的

影响，分别如图２、图３、图４和图５所示。

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

K

s

/K=0

K

s

/K=0.2

K

s

/K=0.5

K

s

/K=0.8

K

s

/K=1

f
(
f
)
/
f
(
p
/
2
)

f

!"#

!"$

%!"&

!'(

!

!
)
!
*
+
!
,
"
+
#
-

.!'$ .$'& $ $'&

!'& #'$

.#'$

$'/

$'0

("1

("#

(

"

2

#"3(4&

"

2

#"3(4#

"

2

#"3(

"

2

#"3(4/

"

2

#"3!

图２　珡犓＝０时，犓ｓ／犓不同取值对约化锚定能的影响．

Ｆｉｇ．２　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆ犓ｓ／犓ｏｎｒｅｄｕｃｅｄ

ａｎｃｈｏｒｉｎｇｅｎｅｒｇｉｅｓ，ａｓｓｕｍｉｎｇ珡犓＝０．
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图３　珡犓＝０．５犓 时，犓ｓ／犓 的不同取值对约化锚定能的

影响．

Ｆｉｇ．３　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆ犓ｓ／犓ｏｎｒｅｄｕｃｅｄ

ａｎｃｈｏｒｉｎｇｅｎｅｒｇｉｅｓ，ａｓｓｕｍｉｎｇ珡犓＝０．５犓．
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图４　珡犓＝犓时，犓ｓ／犓的不同取值对约化锚定能的影响．

Ｆｉｇ．４　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆ犓ｓ／犓ｏｎｒｅｄｕｃｅｄ

ａｎｃｈｏｒｉｎｇｅｎｅｒｇｉｅｓ，ａｓｓｕｍｉｎｇ珡犓＝犓．
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图５　珡犓＝２犓 时，犓狊／犓 的不同取值对约化锚定能的

影响．

Ｆｉｇ．５　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆ犓狊／犓ｏｎｒｅｄｕｃｅｄ

ａｎｃｈｏｒｉｎｇｅｎｅｒｇｉｅｓ，ａｓｓｕｍｉｎｇ珡犓＝２犓．

　　在＝０时，
犳

＝０，也就是说＝０是锚定能

的极值点。在０＜犓ｓ／犓＜２区间，

２
犳
１


２ ＝０＞０，

锚定能取极小值，是单轴向列相液晶锚定能的稳

态，＝０为液晶的易取向方向；

２
犳
２


２ ＝０＜０，锚定

能取极大值，即在＝０的方向上引发液晶的难取

向方向。从图中我们发现，０＜珡犓＜犓 时（图３为

珡犓＝０．５犓），＝０依然是液晶的易取向方向，但是

在＝－
π
２
到＝０和＝０到＝

π
２
之间分别出

现了一个极大值，也就是说在这个区间有一个难

取向方向；珡犓＝犓 时（如图４所示），＝－
π
２
，＝０

和＝
π
２
都是液晶的易取向方向，＝－

π
４
和＝

π
４
为液晶的难取向方向；图５为犓＝２犓 时的情

况，在＝－
π
２
和＝

π
２
附近是液晶的易取向方

向，＝０是液晶的难取向方向。所以说珡犓 的取值

直接影响在＝０处总锚定能是取极大值还是极

小值，也就是说直接影响双轴向列相液晶的易取

向方向。但是在通常情况下，珡犓 的取值都是很小

的，因此第一种情况是最常见的。

４　结　　论

通过把Ｂｅｒｒｅｍａｎ近似下的任意形状的表面

沟槽用傅里叶级数展开，写成正弦函数和的形式，

将Ｆｕｋｕｄａ等人的理论应用于双轴向列相液晶

中，得到了考虑表面弹性项的作用后任意形状的



第２期 郑桂丽，等：Ｂｅｒｒｅｍａｎ近似下任意形状表面沟槽对双轴向列相方位锚定的影响 １４１　　

沟槽对双轴液晶产生的锚定能，包含液晶的主指

向矢和次指向矢引起的方位锚定能，并在一定的

近似条件下得到约化锚定能随的变化情况。讨

论了珡犓 对液晶易取向方向的影响。
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