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摘 要: 定义了二型三角模糊数的相关概念、运算规则和可能度公式,并针对隶属度难以用精确数进行衡量的多准

则决策问题,提出了基于二型三角诱导OWA算子的多准则决策方法. 该方法通过二型三角诱导OWA算子确定方案

的综合准则值,并由二型三角模糊数的可能度公式计算出综合准则值的排序,进而得到方案的排序.最后通过实例分

析验证了所提出方法的有效性和可行性.
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Abstract：：：The concepts, operating rules and possibility degree of triangular type-2 fuzzy numbers are proposed. For the

problem of the multi-criteria decision making that the uncertainty of the criteria values is difficult to give with an accurate

number, triangular type-2 fuzzy number is used to show the decision information. And multi-criteria decision-making method
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0 引引引 言言言

在实际决策中存在着大量的模糊信息,使得已有

的精确决策方法常常变得不可行. 为此, Zadeh[1]提出

了模糊集理论,并已成功地应用于多准则决策问题[2].

在模糊多准则决策中,应用模糊数表示准则值和权重

值能更有效地表示决策信息.目前, 模糊多准则决策

取得了众多研究成果[2-6], 如杨静等[4]针对准则权重

未知而准则值为三角模糊数的决策问题,提出了一种

基于线性规划和投影技术的决策方法; Hejazi等[5]使

用模糊数进行了模糊风险分析; Nezhad等[6]将梯形模

糊数与TOPSIS方法相结合,以解决多准则决策问题.

然而, 传统模糊集中的隶属度是精确数, 而在实际决

策中有时隶属度是不确定的,很难用精确数加以衡量.

为了进一步描述信息的不确定性,人们提出了二型模

糊集, 并在随后进行了广泛研究, 如Hwang等[7]提出

了基于 Sugeno积分的二型模糊集的相似度、包含度

和熵; Walker等[8]研究了二型模糊集中真值为非零函

数的取大取小运算; Yang等[9]将二型模糊集的相似度

和包含度方法应用于聚类分析; Aisbett等[10]分析了

二型模糊集与多变量模型的关系.二型模糊集也同样

被应用于多准则决策问题, 如Sevastjanov等[11]综合

了二型模糊集和二级模糊集,并用于解决模糊多准则

决策问题; Liu[12]提出了二型直觉模糊Choquet积分

算子并用以决策; Chen等[13]定义了区间二型模糊集

的运算规则,并提出了基于区间二型模糊集的推理方

法,用以处理多准则群决策问题.

在上述研究中, 隶属度大多以区间数的形式表

示, 往往难以满足决策需求, 这是因为将隶属度表示
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为区间数暗含了决策者对区间内所有元素的确定度

是相同的, 显然不足以描述现实情况, 而用一组三角

模糊数表示这些连续的隶属度则更加合理,这种二型

模糊数称为二型三角模糊数.

信息集结的方法极为重要.一型模糊数的集结算

子已经取得了很多成果[14-17],诱导算子由于更加符合

思维习惯, 近年来已引起人们广泛的关注, 如徐泽水

等[18]使用Choquet积分来集结直觉模糊信息,研究了

诱导的直觉模糊集结算子; 魏贵武等[19-20]给出了诱

导关联集结算子和诱导直觉模糊几何集结算子在多

准则群决策中的应用; Su等[21]给出了诱导直觉模糊

OWA算子在多准则群决策中的应用.为此,本文在研

究二型三角模糊数运算规则和可能度公式的基础上,

将诱导算子应用于二型模糊多准则决策问题,提出了

基于诱导二型三角模糊集结算子的多准则决策方法.

1 二二二型型型三三三角角角模模模糊糊糊数数数

论域𝑋上的二型模糊集定义为

𝑎̃ = {((𝑥, 𝑢), 𝛾𝑢̃𝑥(𝑥, 𝑢))∣∀𝑥 ∈ 𝑋,

∀𝑢 ∈ 𝑢𝑥 ⊆ [0, 1], 0 ⩽ 𝛾𝑢̃𝑥(𝑥, 𝑢) ⩽ 1}.
其中: 𝑢𝑥称为主隶属度, 𝛾𝑢̃𝑥(𝑥, 𝑢)称为次隶属度.

定定定义义义 1 实数集上的二型三角模糊数

𝑎̃=⟨[𝑎, 𝑏, 𝑐]; [𝜇𝐿, 𝜇𝑀 , 𝜇𝑅]⟩, 0 ⩽ 𝜇𝐿 ⩽ 𝜇𝑀 ⩽ 𝜇𝑅 ⩽ 1,

其主隶属度函数为

𝜇𝑎̃(𝑥) = [𝜇𝐿(𝑥), 𝜇𝑀 (𝑥), 𝜇𝑅(𝑥)] =⎧⎨⎩
𝑥− 𝑎

𝑏− 𝑎
[𝜇𝐿, 𝜇𝑀 , 𝜇𝑅], 𝑎 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑏;

𝑐− 𝑥

𝑐− 𝑏
[𝜇𝐿, 𝜇𝑀 , 𝜇𝑅], 𝑏 < 𝑥 ⩽ 𝑐;

0, others.

(1)

次隶属度函数为

𝛾𝜇̃(𝑥)(𝜇) =⎧⎨⎩

𝜇− 𝜇𝐿(𝑥)

𝜇𝑀 (𝑥)− 𝜇𝐿(𝑥)
, 𝜇𝐿(𝑥) ⩽ 𝜇 ⩽ 𝜇𝑀 (𝑥);

𝜇𝑅(𝑥)− 𝜇

𝜇𝑅(𝑥)− 𝜇𝑀 (𝑥)
, 𝜇𝑀 (𝑥) < 𝑥 ⩽ 𝜇𝑅(𝑥);

0, others.

(2)

其中: 0⩽ 𝜇𝐿(𝑥)⩽ 𝜇𝑀 (𝑥)⩽ 𝜇𝑅(𝑥)⩽ 1, 0⩽ 𝛾𝜇̃(𝑥) ⩽ 1.

二型三角模糊数的示意图如图 1所示.
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图 1 二型三角模糊数 𝑎̃的示意图

定定定义义义 2 设

𝑎̃1 = ⟨[𝑎1, 𝑏1, 𝑐1]; [𝜇𝐿
1 , 𝜇

𝑀
1 , 𝜇𝑅

1 ]⟩,
𝑎̃2 = ⟨[𝑎2, 𝑏2, 𝑐2]; [𝜇𝐿

2 , 𝜇
𝑀
2 , 𝜇𝑅

2 ]⟩
为两个二型三角模糊数,而

∣∣𝑎̃𝑖∣∣ = 𝑎𝑖 + 2𝑏𝑖 + 𝑐𝑖
4

, 𝑎𝑖 ⩾ 0, 𝜇𝑅
𝑖 ⩽ 1, 𝑖 = 1, 2,

则有

𝑎̃1 + 𝑎̃2 =〈
[𝑎1 + 𝑎2, 𝑏1 + 𝑏2, 𝑐1 + 𝑐2];

∣∣𝑎̃1∣∣𝜇𝐿
1 + ∣∣𝑎̃2∣∣𝜇𝐿

2

∣∣𝑎̃1∣∣+ ∣∣𝑎̃2∣∣ ,

∣∣𝑎̃1∣∣𝜇𝑀
1 + ∣∣𝑎̃2∣∣𝜇𝑀

2

∣∣𝑎̃1∣∣+ ∣∣𝑎̃2∣∣ ,
∣∣𝑎̃1∣∣𝜇𝑅

1 + ∣∣𝑎̃2∣∣𝜇𝑅
2

∣∣𝑎̃1∣∣+ ∣∣𝑎̃2∣∣
〉
; (3)

𝑎̃1 − 𝑎̃2 =〈
[𝑎1 − 𝑐2, 𝑏1 − 𝑏2, 𝑐1 − 𝑎2];

∣∣𝑎̃1∣∣𝜇𝐿
1 + ∣∣𝑎̃2∣∣𝜇𝐿

2

∣∣𝑎̃1∣∣+ ∣∣𝑎̃2∣∣ ,

∣∣𝑎̃1∣∣𝜇𝑀
1 + ∣∣𝑎̃2∣∣𝜇𝑀

2

∣∣𝑎̃1∣∣+ ∣∣𝑎̃2∣∣ ,
∣∣𝑎̃1∣∣𝜇𝑅

1 + ∣∣𝑎̃2∣∣𝜇𝑅
2

∣∣𝑎̃1∣∣+ ∣∣𝑎̃2∣∣
〉
; (4)

𝜆𝑎̃1 = ⟨[𝜆𝑎1, 𝜆𝑏1, 𝜆𝑐1]; [𝜇𝐿
1 , 𝜇

𝑀
1 , 𝜇𝑅

1 ]⟩, 𝜆 ⩾ 0. (5)

特别地,当 ∣∣𝑎̃1∣∣ = ∣𝑎̃2∣∣ = 0时,有

𝜇𝑠
𝑎̃1+𝑎̃2

=
𝜇𝑎̃1 + 𝜇𝑎̃2

2
, 𝑠 = 𝐿,𝑀,𝑅. (6)

定定定义义义 3 设

𝑎̃1 = ⟨[𝑎1, 𝑏1, 𝑐1]; [𝜇𝐿
1 , 𝜇

𝑀
1 , 𝜇𝑅

1 ]⟩,
𝑎̃2 = ⟨[𝑎2, 𝑏2, 𝑐2]; [𝜇𝐿

2 , 𝜇
𝑀
2 , 𝜇𝑅

2 ]⟩
为两个二型三角模糊数, 𝑎𝑖 ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2,若 𝑎̃1和 𝑎̃2满

足 0.5 ⩽ 𝑃 (𝑎̃1 ⩾ 𝑎̃2) ⩽ 1,则称 𝑎̃1 ⩾ 𝑎̃2,否则 𝑎̃1 < 𝑎̃2.

其中

𝑃 (𝑎̃1 ⩾ 𝑎̃2) =

min{𝑙1𝜇1 + 𝑙2𝜇2,max((𝑏1 + 𝑐1)𝜇1 − (𝑎2 + 𝑏2)𝜇2, 0)}
𝑙1𝜇1 + 𝑙2𝜇2

为 𝑎̃1⩾ 𝑎̃2的可能度, 𝑙𝑖=𝑐𝑖 − 𝑎𝑖, 𝜇𝑖=
𝜇𝐿
𝑖 + 2𝜇𝑀

𝑖 + 𝜇𝑅
𝑖

4
,

𝑖 = 1, 2.

易证以下各式成立:

0 ⩽ 𝑃 (𝑎̃1 ⩾ 𝑎̃2) ⩽ 1, (7)

𝑃 (𝑎̃1 ⩾ 𝑎̃1) = 0.5, (8)

𝑃 (𝑎̃1 ⩾ 𝑎̃2) + 𝑃 (𝑎̃2 ⩾ 𝑎̃1) = 1. (9)

2 二二二型型型三三三角角角诱诱诱导导导OWA算算算子子子
定定定义义义 4 二型三角模糊数 𝑎̃ = ⟨[𝑎, 𝑏, 𝑐]; [𝜇𝐿, 𝜇𝑀 ,

𝜇𝑅]⟩的信心水平定义为 𝛽 = 𝜇𝐿 + 2𝜇𝑀 + 𝜇𝑅.

定定定义义义 5 设 𝑎̃𝑖 = ⟨[𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖]; [𝜇𝐿
𝑖 , 𝜇

𝑀
𝑖 , 𝜇𝑅

𝑖 ]⟩(𝑖 = 1,

2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为一组二型三角模糊数, 𝑎𝑖 ⩾ 0, 𝜇𝑅
𝑖 ⩽ 1,并

设 ITT2OWA : Ω𝑛 → Ω ,若

ITT2OWA((𝛽1, 𝑎̃1), (𝛽2, 𝑎̃2), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝛽𝑛, 𝑎̃𝑛)) =

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝑎̃𝜃(𝑖),
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则称 ITT2OWA为二型三角模糊诱导有序加权平均

算子.其中: Ω为全体二型三角模糊数的集合; 𝜔 =

(𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛)
T为与 ITT2OWA相关联的加权向

量, 𝜔𝑖 ∈ [0, 1],

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖 =1, 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 𝜃(𝑖)为 𝛽1, 𝛽2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛中第 𝑖大的元素对应的下标, 𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛称

为诱导变量.

定定定理理理 1 设 𝑎̃𝑖 = ⟨[𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖]; [𝜇𝐿
𝑖 , 𝜇

𝑀
𝑖 , 𝜇𝑅

𝑖 ]⟩(𝑖 = 1,

2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为一组二型三角模糊数, 𝑎𝑖 ⩾ 0, 𝜇𝑅
𝑖 ⩽1, 𝑎̃𝜃(𝑖)

= ⟨[𝑎𝜃(𝑖), 𝑏𝜃(𝑖), 𝑐𝜃(𝑖)]; [𝜇𝐿
𝜃(𝑖), 𝜇

𝑀
𝜃(𝑖), 𝜇

𝑅
𝜃(𝑖)]⟩, 𝜃(𝑖)为 𝛽1, 𝛽2,

⋅ ⋅ ⋅, 𝛽𝑛中第 𝑖大的元素对应的下标, 则由 ITT2OWA

算子对 𝑎̃𝑖集结后的结果仍为二型三角模糊数,且有

ITT2OW𝐴𝜔(𝑎̃𝑖) =〈[ 𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝑎𝜃(𝑖),

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝑏𝜃(𝑖),

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝑐𝜃(𝑖)

]
;

[ 𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖∣∣𝑎̃𝜃(𝑖)∣∣𝜇𝐿
𝜃(𝑖)

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖∣∣𝑎̃𝜃(𝑖)∣∣
,

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖∣∣𝑎̃𝜃(𝑖)∣∣𝜇𝑀
𝜃(𝑖)

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖∣∣𝑎̃𝜃(𝑖)∣∣
,

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖∣∣𝑎̃𝜃(𝑖)∣∣𝜇𝑅
𝜃(𝑖)

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖∣∣𝑎̃𝜃(𝑖)∣∣

]〉
, (10)

其中 ∣∣𝑎̃𝜃(𝑖)∣∣ =
𝑎𝜃(𝑖) + 2𝑏𝜃(𝑖) + 𝑐𝜃(𝑖)

4
.

3 基基基于于于二二二型型型三三三角角角诱诱诱导导导OWA算算算子子子的的的多多多准准准则则则
决决决策策策方方方法法法

对于一多准则决策问题,设有𝑚个方案𝐴={𝐴1,

𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚}, 𝑛个决策准则𝐶 = {𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶𝑛},准

则权重𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛)
T, 𝜔𝑖 ∈ [0, 1],

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖 = 1.

决策者以二型三角模糊数的形式给出方案的准则

值,其决策矩阵为𝑅′ = (𝑟𝑖𝑗),其中 𝑟𝑖𝑗 = ⟨[𝜂1𝑖𝑗 , 𝜂2𝑖𝑗 , 𝜂3𝑖𝑗 ];
[𝜇𝐿

𝑖𝑗 , 𝜇
𝑀
𝑖𝑗 , 𝜇

𝑅
𝑖𝑗 ]⟩,试确定最佳方案.

上述问题的决策步骤如下:

Step 1: 规范化处理.对决策矩阵进行规范化处

理,得到规范化的决策矩阵𝑅=(𝑎̃𝑖𝑗),其中 𝑎̃𝑖𝑗 = ⟨[𝑎1𝑖𝑗 ,
𝑎2𝑖𝑗 , 𝑎

3
𝑖𝑗 ]; [𝜇

𝐿
𝑖𝑗 , 𝜇

𝑀
𝑖𝑗 , 𝜇

𝑅
𝑖𝑗 ]⟩. 对于效益型准则,有

𝑎𝑘𝑖𝑗 =

𝜂𝑘𝑖𝑗 −min
𝑗

𝜂1𝑖𝑗

max
𝑗

𝜂3𝑖𝑗 −min
𝑗

𝜂1𝑖𝑗
,

𝜇𝑠
𝑎̃𝑖𝑗

= 𝜇𝑠
𝜂𝑖𝑗

, 𝑘 = 1, 2, 3, 𝑠 = 𝐿,𝑀,𝑅.

对于成本型准则,有

𝑎𝑘𝑖𝑗 =

max
𝑗

𝜂3𝑖𝑗 − 𝜂𝑘𝑖𝑗

max
𝑗

𝜂3𝑖𝑗 −min
𝑗

𝜂1𝑖𝑗
,

𝜇𝑠
𝑎̃𝑖𝑗

= 𝜇𝑠
𝜂𝑖𝑗

, 𝑘 = 1, 2, 3, 𝑠 = 𝐿,𝑀,𝑅.

Step 2: 计算信心水平矩阵. 诱导变量为准则的信

心水平 𝛽𝑖,表示对准则的确定程度.计算方案 𝑎̃𝑖的信

心水平 𝛽𝑖 = 𝜇𝐿
𝑖 + 2𝜇𝑀

𝑖 + 𝜇𝑅
𝑖 ,得到信心水平矩阵.

Step 3: 集成方案的准则值. 利用二型三角诱导

OWA算子对方案 𝑎̃𝑖的准则值进行集结, 得到方案 𝑎̃𝑖

的综合准则值

𝑧𝑖 = ITT2OW𝐴𝜔(𝑎̃𝑖𝑗) =

𝑛∑
𝑗=1

𝜔𝑗 𝑎̃𝑖𝜃(𝑗),

其中 𝜃(𝑗)为信心水平 𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛中第 𝑗大的元素

所对应的下标.

Step 4: 方案排序.利用定义 3中的可能度公式进

行两两比较,得到 𝑧𝑖的排序,进而得到方案的排序.

4 实实实例例例分分分析析析

一家软件公司招聘一名系统分析师,经过一系列

的筛选后, 公司选出最优秀的 3名应聘者𝐴1, 𝐴2和

𝐴3, 并决定在他们之中招聘 1名.主要考虑 5个效益

型准则:情绪稳定性𝐶1、沟通能力𝐶2、个性𝐶3、工作

经验𝐶4和自信程度𝐶5, 准则权重为 0.16, 0.25, 0.15,

0.32, 0.12. 决策者以二型三角模糊数的形式给出自己

的判断以及判断的确定程度,其决策信息如表 1所示.

Step 1: 本例中的准则均为效益型, 且标度相同,

因此不需规范化处理.

Step 2: 计算方案𝐴𝑖在各准则下的信心水平, 得

到信心水平表 (见表 2).

Step 3: 利用 ITT2OWA算子对方案𝐴𝑖的准则值

进行集结,得到𝐴𝑖的综合准则值为

𝑧1 = ⟨[6.4, 8.0, 9.5]; [0.62, 0.8, 0.94]⟩,
𝑧2 = ⟨[8.7, 9.9, 10]; [0.6, 0.7, 0.88]⟩,
𝑧3 = ⟨[7.1, 8.9, 9.9]; [0.6, 0.8, 0.92]⟩.

表 1 方案的准则值

方案
准则

𝐴1 𝐴2 𝐴3

𝐶1 ⟨[5, 7, 9]; [0.7, 0.9, 1.0]⟩ ⟨[7, 9, 10]; [0.6, 0.8, 0.9]⟩ ⟨[9, 10, 10]; [0.4, 0.9, 1.0]⟩
𝐶2 ⟨[7, 9, 10]; [0.5, 0.7, 0.8]⟩ ⟨[9, 10, 10]; [0.6, 0.8, 1]⟩ ⟨[5, 7, 9]; [0.4, 0.7, 0.8]⟩
𝐶3 ⟨[4, 7, 8]; [0.5, 0.7, 1]⟩ ⟨[9, 10, 10]; [0.6, 0.7, 0.8]⟩ ⟨[7, 9, 10]; [0.6, 0.9, 1]⟩
𝐶4 ⟨[9, 10, 10]; [0.9, 1.0, 1.0]⟩ ⟨[9, 10, 10]; [0.8, 0.9, 1.0]⟩ ⟨[7, 9, 10]; [0.9, 1.0, 1.0]⟩
𝐶5 ⟨[7, 8, 10]; [0.5, 0.7, 0.9]⟩ ⟨[9, 10, 10]; [0.3, 0.5, 0.7]⟩ ⟨[7, 9, 10]; [0.6, 0.7, 0.8]⟩
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表 2 信心水平表𝑅2

方案
准则

𝐴1 𝐴2 𝐴3

𝐶1 3.5 3.1 3.2

𝐶2 2.7 3.2 2.6

𝐶3 2.9 2.8 3.4

𝐶4 3.9 3.6 3.9

𝐶5 2.8 2.0 2.8

Step 4: 方案排序. 利用可能度公式对 𝑧𝑖进行比

较,得到

𝑃 (𝑧1 ⩾ 𝑧2) = 0.016,

𝑃 (𝑧2 ⩾ 𝑧3) = 0.65,

𝑃 (𝑧1 ⩾ 𝑧3) = 0.25.

进而可知 𝑧1 < 𝑧2, 𝑧2 ⩾ 𝑧3, 𝑧1 < 𝑧3. 因此方案的排序

为𝐴2 ≻ 𝐴3 ≻ 𝐴1.

由上述数据分析可知,上述结果是合理的.

5 结结结 论论论

本文定义了二型三角模糊数的运算法则和可能

度公式, 给出了基于二型三角诱导OWA算子的多准

则决策方法, 并详细讨论了其实现步骤.由于现实问

题的复杂性以及人类思维的模糊性,人们对自己所做

的判断的确定程度常常是模糊的,很难用精确的数字

来衡量,而用二型三角模糊数来反映决策信息则更为

恰当. 因此,基于二型三角模糊数的多准则决策方法

更符合实际需要,利用本文提供的方法求解模糊多准

则决策问题能够更准确地反映真实情况.
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