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模糊分布参数条件下结构系统的近似效应分析 1)

王 攀 2) 吕震宙 3) 唐樟春

(西北工业大学航空学院, 西安 710072)

摘要 针对结构系统中随机变量的分布参数具有不确定性的问题, 采用模糊数来描述分布参数的主观不确定性,

并且利用隶属度来衡量主观不确定性的大小. 在不同隶属度水平下, 分别建立了输出响应和失效概率的主效应

和总效应模型, 研究了两种模型和隶属度水平之间的关系, 并且给出分布参数不确定性的平均效应指标. 针对

所提指标计算量大的问题, 通过对输出响应的各阶矩进行一阶泰勒展开, 建立了两种指标的计算方法. 算例结

果验证了所提指标的合理性和所提方法的高效性.
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引 言

目前结构系统的不确定性分析模型中, 大部分

都认为只存在基本随机变量的不确定性, 且随机变

量的分布参数是确定值, 但工程实际中的许多随机

变量虽然可以根据一定的信息确定其分布形式, 但

由于信息的不完整和认识的主观性, 不能准确确定

其分布参数 [1]. 随机变量的不确定性 (客观不确定

性)是描述某物理现象固有的随机性, 分布参数的不

确定性 (主观不确定性)是由于缺乏对所研究对象的

了解造成的不确定性, 人们可以通过搜集更多的数

据和改进模型来减小分布参数的不确定性, 所以建

立分布参数具有不确定性时的分析模型具有重要意

义. 本文将着重研究分布参数具有不确定性时的灵

敏度分析模型.

灵敏度分析可以用来确定模型的输入不确定性

对输出不确定性的影响程度, 通过灵敏度分析可以

确定对结构系统输出性能影响较大的输入变量并对

其加以控制. 一般来讲, 灵敏度分析可以分为局部

灵敏度分析和全局灵敏度分析 (重要性测度分析).

目前, 灵敏度分析的发展已较为成熟, 并且许多学

者提出了各自的指标和求解方法, 如Helton等 [2]和

Saltelli等 [3]分别提出的非参数方法 (nonparametric

technique), Sobol [4], Iman等 [5]和Saltelli等 [3]分别

提出的各自基于方差的重要性测度指标和求解方法,

Chun等 [6]、Liu等 [7]和Borgonovo等 [8]各自提出的

相应的矩独立重要性测度指标 (moment independent

importance measure). 本文基于 Sobol的重要性测度

指标, 研究在分布参数具有不确定性时对模型输出

响应和失效概率的影响, 建立了输出响应和失效概

率基于方差的主效应和总效应指标. 由于模糊理论

可以较好地描述和解释一些不确定性现象 [9], 并且

隶属度水平可以用来衡量对分布参数主观不确定性

的认识程度, 所以本文将不确定分布参数看作是模

糊数来建立结构系统的效应分析模型, 并且研究在

不同隶属度水平下分布参数不确定性对模型输出响

应和失效概率的影响.

文中通过对功能函数的前四阶矩进行一阶泰勒

展开, 将各阶矩分解为只包含客观不确定性和包含

各阶矩偏导数的两部分, 建立了输出响应和失效概

率的主效应和总效应分析方法. 文中的算例表明所

提方法能够以较小的计算成本得到分布参数不确定

性对模型输出响应和失效概率的影响.
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1 模糊分布参数条件下的主效应和总效应

指标

1.1 分布参数的模糊性

一般情况下, 由于对随机变量分布参数的认识

不足和信息缺失, 不能明确给出分布参数的取值, 只

能凭现有信息给出分布参数的大致区间和取值可能

性, 此时可将分布参数 θ处理为一个模糊数 θ̃ [10], 并

以隶属函数µθ̃(θ)描述分布参数取某一值 θ时属于

模糊集 θ̃的程度. 不失一般性, 可选择L-R型模糊

数 [11], 即假定模糊数 θ̃可表示为三元组 θ̃(t, α, β), 对

应隶属度为 1时的分布参数的取值, 即模糊数的核,

α和β称为模糊数的左右分布,采用工程中常用的正

态型参照函数, 模糊数 θ̃的隶属函数可表示为

µθ̃(θ) =


exp

[
− (t− θ)2

α2

]
, α > 0, θ ≤ t

exp

[
− (θ − t)2

β2

]
, β > 0, θ > t

(1)

依据模糊数学中的水平截集的概念, 可将

模糊数 θ̃转换为与一系列λ水平截集下对应的区

间 [θλ, θ̄λ] (λ为阈值且λ ∈ [0, 1]). 对于L-R型模糊

数, 记λ水平截集下的分布参数为 θλ, 则 θλ对应的

区间Θλ = [θλ, θ̄λ]在式 (1) 所示的隶属函数下为 [t−
α
√
− lnλ, t+ β

√
− lnλ].

在隶属度水平λ下, 按区间Θλ上无频率信息的

情况, 可假设分布参数 θλ在Θλ上服从均匀分布 [11],

即 θλ ∼ U(θλ, θ̄λ). 由图 1可以看出,隶属度水平λ越

小, 对应分布参数 θ的区间 [θλ, θ̄λ]宽度越大, 分布参

数的不确定性就越大,因此隶属度水平λ可以用来衡

量对分布参数不确定性的认识程度. 当λ = 1时, 表

示对分布参数的认识最强, 此时分布参数不再就具

有不确定性, 影响结构系统输出性能的只有输入变

0

1

λ

µ

θθλ t θ̄λ

图 1 正态型的L-R模糊数水平截集示意图

Fig. 1 Depict of the level set for normal type L-R

fuzzy number

量的客观不确定性. 当λ = 0时, 表示对分布参数没

有任何认识, 这时分布参数在可在实数域内取值. 为

了研究不同认识水平下分布参数不确定性对结构系

统输出响应和失效概率不确定性影响, 可以建立输

出响应和失效概率基于方差的主效应和总效应模型.

1.2 输出响应的主效应和总效应指标

在不同的隶属度水平λl (l = 1, 2, · · · , N)下, 输

出响应基于方差的主效应可以定义为单个参数

θi(λl) (i = 1, 2, · · · , p)作用下输出响应条件期望E[Y

(x)|θi(λl)]的方差

Mθi(λl) = Var(E[Y (x)|θi(λl)]) (2)

输出响应基于方差的总效应可以定义输出响应

的总方差Var(Y (x))减去除 θi外的多个参数θ−i(λl)

作用下输出响应条件期望E[Y (x)|θ−i(λl)]的方差

Tθi(λl) = Var(Y (x))−Var(E[Y (x)|θ−i(λl)]) (3)

其中, x = (x1, x2, · · · , xn)为输入变量, θ−i(λl) =

(θ1, · · · , θi−1, θ
∗
i , θi+1, · · · θp).

两种输出响应基于方差的效应指标中, 分布

参数 θi的主效应Mθi表征了在参数 θi单独作用时其

不确定性对输出响应的变异性的影响程度, 而参

数 θi的总效应Tθi则表征了 θi对输出响应的总影响

程度, 包括 θi与其他参数之间的交互作用.

当隶属度水平λ的在其取值区间内变化时, 为

了衡量分布参数不确定性对输出响应的影响, 可以

定义输出响应的平均主效应和平均总效应

ηMθi = E[Mθi(λl)] (4)

ηTθi = E[Tθi(λl)] (5)

随着分布参数不确定性的减小, 隶属度水平λ趋近

于 1, 输出响应的主效应随之减小, 而总效应随之增

加, 并且当λ = 1时, ηMθi = 0, ηTθi = Var(Y (x)), 这

是因为λ = 1时分布参数不再具有不确定性, 取为

定值, 分布参数作用下的输出响应条件期望的变异

性为 0, 但输出响应的变异性依然存在. 可以看出,

在不同隶属度水平λl下, 输出响应的主效应Mθi和

总效应Tθi都需要两层抽样进行计算.考虑隶属度水

平λl在区间 [0, 1]内变化时分布参数不确定性对输

出响应的影响, 平均效应指标 ηMθi 和 ηTθi都需要三重

抽样.
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1.3 失效概率的主效应和总效应指标

类似地, 失效概率基于方差的主效应可以

定义为单个参数 θi(λl)作用下失效概率条件期望

E[Pf (θ(λl))|θi(λl)]的方差

M
Pf

θi
(λl) = Var(E[Pf (θ(λl))|θi(λl)]) (6)

失效概率基于方差的总效应可以定义为

失效概率的总方差Var(Pf (θ(λl)))减去除 θi外

多 个 参 数θ−i(λl)作 用 下 失 效 概 率 条 件 期

望E[Pf (θ(λl))|θ−i(λl)]的方差

T
Pf

θi
(λl) = Var(Pf (θ(λl)))−Var(E[Pf (θ(λl))|θ−i(λl)])

(7)

同样, 当隶属度水平λ的在其取值区间内变化时, 为

了衡量分布参数不确定性对失效概率的影响, 可以

定义失效概率的平均主效应和平均总效应

δMθi = E[M
Pf

θi
(λl)] (8)

δTθi = E[T
Pf

θi
(λl)] (9)

随着分布参数不确定性的减小, 失效概率的主

效应和总效应都随之减小, 并且当λ = 1时, δMθi =

δTθi = 0, 这是因为λ = 1时分布参数作用下的失效概

率的变异性为 0.

1.4 失效概率的主效应和总效应指标的简化

可以看到, 式 (6)和式 (7)中定义的失效概率

主效应和总效应的计算需要三重抽样, 难以实现.

Hofer在文献 [12]中提出一种输出响应基于方差的重

要性测度求解方法, 该方法通过对重要性测度表达

式进行简化, 将三重抽样化为两重抽样, 这使得重

要性测度具有更强的适用性. 类似地, 利用该方法

可以对文中所提指标作如下简化. 首先将失效概率

表示为条件期望的形式, 为了表述方便, 将θ(λl)

和 θi(λl)分别简记为θ和 θi.

Pf (θ) = E[IF (x)|θ] (10)

其中, F为失效域, IF (x) =

1, x ∈ F

0, x ∈/ F
为失效概

率指示函数.

式 (6)和式 (7)中的失效概率主效应和总效应指

标可以改写为

M
Pf

θi
(λl) = Var(E[E[IF (x)|θ]|θi]) (11)

T
Pf

θi
(λl) = Var(E[IF (x)|θ])−

Var(E[E[IF (x)|θ]|θ−i]) (12)

利用条件期望的性质

E[E[IF (x)|θ]|θi] = E[IF (x)|θi] = Pf (θi) (13)

可将式 (6)和式 (7)的主效应和总效应简化为

M
Pf

θi
(λl) = Var(Pf (θi(λl))) (14)

T
Pf

θi
(λl) = Var(Pf (θ(λl)))−Var(Pf (θ−i(λl))) (15)

可以看出, 在不同隶属度水平λl下, 简化后的失效

概率的主效应M
Pf

θi
和总效应T

Pf

θi
也需要两层抽样

进行计算. 考虑隶属度水平λl在区间 [0,1]内变化时

分布参数不确定性对失效概率的影响, 平均效应指

标 δMθi 和 δTθi都需要三重抽样.

2 主效应和总效应指标的求解方法

2.1 输出响应主效应和总效应指标的求解方法

对于输出响应的主效应和总效应指标的求解,

式 (2)和式 (3)表明其关键是求解输出响应的条件期

望. 为了简化计算,本文将采用泰勒展开来解析表示

输出响应的条件期望.

对于单个参数作用下的输出响应期望

E[Y (x)|θi(λl)] (简记为E[Y |θi])和多个参数作用下
的输出响应期望E[Y (x)|θ−i(λl)] (简记为E[Y |θ−i]),

当分布参数相互独立时, 可以将其在参数的名义

值处进行一元和多元泰勒展开, 并取其一阶项. 名

义值的选取决定着泰勒展开的意义, 为了将展开式

中只包含客观不确定性的部分分离出来, 文中选取

隶属度水平为 1时的参数值 θ∗i 或θ∗
−i为名义值 (即

图 1中 t点)

E[Y |θi] ≈ E[Y |θ∗i ] + (θi − θ∗i )
∂E[Y |θ∗i ]

∂θi
(16)

E[Y |θ−i] ≈ E[Y |θ∗
−i] +

p∑
r=1,r ̸=i

(θr − θ∗r)
∂E[Y |θ∗

−i]

∂θr

(17)

展开式 (16)和式 (17)右端的第 1项E[Y |θ∗i ],
E[Y |θ∗

−i]只包含客观不确定性, 可以利用条件概率
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密度函数 fx|θ∗(x|θ∗i )对客观变量x = (x1, x2, · · · , xn)

进行抽样计算.一元泰勒展开式 (16)右端第 2项包含

输出响应条件期望偏导数
∂E[Y |θ∗i ]

∂θi
, 并且在其前乘

有系数 (θi − θ∗i ), 该系数反映了分布参数 θi在其取

值范围内变化时偏离名义值 θ∗i 的程度, 这说明该项

能够描述分布参数在整个参数空间内变化时对功

能函数期望E[Y |θi]的影响. 类似地, 多元泰勒展开

式 (17)的右端第 2项通过单个参数 θr对输出响应影

响的累加来描述多个参数θ−i对输出响应的总影响

程度.

为了计算一阶泰勒展开式 (16)和式 (17)中的偏

导数,可以将功能函数的期望表示成积分的形式. 由

于式 (16)和式 (17)定义相同, 此处只对式 (16)进行

分析.

E[Y |θ∗i ] =
∫ +∞

−∞
Y · fx|θ∗(x|θ∗i )dx1dx2 · · · dxn (18)

输出响应条件期望的偏导数可以改写为

∂E[Y |θ∗i ]
∂θi

=
∂
∫ +∞
−∞ Y · fx|θ∗(x|θ∗i )dx1dx2 · · ·dxn

∂θi

=

∫ +∞

−∞
Y ·

fx|θ∗(x|θ∗i )
∂θi

dx1dx2 · · ·dxn (19)

式 (19)中偏导数的计算方法发展已经较为成熟, 许

多方法可以用于计算该偏导数, 例如, Monte Carlo

法 [13]、点估计方法 [14]和重要抽样法 [15]等, 所以一

阶泰勒展开式 (16)和式 (17)可以很容易进行计算.

在单个参数 θi和多个参数θ−i作用下, 分别对

一阶泰勒展开式 (16)和 (17)两边取方差, 可以得到

Var(E[Y |θi]) ≈
(
∂E[Y |θ∗i ]

∂θi

)2

Var(θi) (20)

Var(E[Y |θ−i]) ≈
p∑

r=1,r ̸=i

(
∂E[Y |θ∗

−i]

∂θr

)2

Var(θr)

(21)

式 (20)和式 (21)可以表征结构系统输入参数和

输出响应不确定性之间的关系. 在不同隶属度水

平λl下, 输出响应基于方差的主效应Mθi和总效

应Tθi可以通过式 (20)和式 (21)得到, 两者对应的平

均效应 ηMθi 和 ηTθi也可以很容易求解.

2.2 失效概率主效应和总效应指标的求解方法

同样, 对于失效概率的主效应和总效应的计算,

式 (14)和式 (15)表明其关键是求解条件失效概率,

而条件失效概率的求解也需要两重抽样计算. 显然,

利用抽样方法计算失效概率的, 计算成本较大. 由于

泰勒展开可以很方便地求解输出响应的各阶矩并且

考虑四阶矩方法在求解失效概率时的高效性, 本文

将结合两种方法来求解条件失效概率.

根据四阶矩方法分析理论, 只要得到可靠度指

标, 相应的失效概率则可由Pf = Φ(−β)求得. 利用

四阶矩方法来描述可靠度指标 [16], 可表示为

β4M =
3(α4g − 1)β2M + α3g(β

2
2M − 1)√

(5α2
3g − 9α4g + 9)(1− α4g)

(22)

其中αkg(k = 1, 2, 3, 4)为功能函数的前 k阶矩, β2M

为二阶矩方法得到的可靠度指标,可以表示为β2M =

α1g/α2g.

为了计算四阶矩表示的可靠度指标, 类似于

式 (16)和式 (17), 将功能函数的 k阶矩αkg(k = 2, 3,

4)分别在分布参数的名义值 θ∗i 或θ∗
−i处进行一阶泰

勒展开. 为了计算各阶矩的偏导数,将其表示为积分

的形式

α2g =

[∫ +∞

−∞
(Y − α1g)

2fx|θ(x|θ)dx1dx2 · · · dxn

]1
2

(23)

α3g =
1

α3
2g

∫ +∞

−∞
(Y − α1g)

3fx|θ(x|θ)dx1dx2 · · ·dxn

(24)

α4g =
1

α4
2g

∫ +∞

−∞
(Y − α1g)

4fx|θ(x|θ)dx1dx2 · · ·dxn

(25)

则偏导数可以表示为

∂α2g

∂θi
=

1

2
α
− 1

2
2g

∫ +∞

−∞
−2(Y − α1g)

∂α1g

∂θi
fx|θ(x|θ)+

(Y − α1g)
2 ∂fx|θ(x|θ)

∂θi
dx1dx2 · · ·dxn (26)

∂α3g

∂θi
=

1

α3
2g

∫ +∞

−∞
(Y − α1g)

3 ∂fx|θ(x|θ)
∂θi

− 3(Y−

α1g)
2 ∂α1g

∂θi
fx|θ(x|θ)dx1dx2 · · ·dxn − 3

α4
2g

·∫ +∞

−∞
(Y − α1g)

3fx|θ(x|θ)dx1dx2 · · · dxn
∂α2g

∂θi

(27)
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∂α4g

∂θi
=

1

α4
2g

∫ +∞

−∞
(Y − α1g)

4 ∂fx|θ(x|θ)
∂θi

− 4(Y−

α1g)
3 ∂α1g

∂θi
fx|θ(x|θ)dx1dx2 · · · dxn − 4

α5
2g

·∫ +∞

−∞
(Y − α1g)

4fx|θ(x|θ)dx1dx2 · · ·dxn
∂α2g

∂θi

(28)

得到各阶矩αg = (α1g, α2g, α3g, α4g)的偏导数

后, 可以对失效概率的主效应和总效应进行计算. 计

算主效应M
Pf

θi
的步骤如下:

(1) 在不同隶属度水平λl下, 将分布参数的条

件样本θij = (θ∗1 , · · · , θ∗(i−1), θij , θ
∗
(i+1), · · · , θ

∗
p) (j =

1, 2, · · · ,m)代入各阶矩的一元泰勒展开式, 得到各

阶矩的条件样本 (αi1
g ,αi2

g , · · · ,αim
g ) (i = 1, 2, · · · , p).

(2) 利用式 (22)计算得到 θi单独作用下的条件

可靠度指标的样本 (βi1
4M , βi2

4M , · · · , βim
4M ), 进而得到

条件失效概率.

(3) 对条件失效概率进行方差分析, 得到 θi单

独作用下的失效概率的方差Var(Pf |θi), 即主效
应M

Pf

θi
.

计算总效应T
Pf

θi
的步骤如下:

(1) 将分布参数的条件样本θ(−i)j = (θ1j , · · · ,
θ(i−1)j , θ

∗
i , θ(i+1)j , · · · , θp)代入各阶矩的多元泰勒展

开式, 得到各阶矩的条件样本 (α
(−i)1
g ,α

(−i)2
g , · · · ,

α
(−i)m
g ).

(2)计算得到θ−i作用下的条件可靠度指标的样

本 (β
(−i)1
4M , β

(−i)2
4M , · · · , β(−i)m

4M ), 进而得到条件失效概

率.

(3) 对条件失效概率进行方差分析, 得到θ−i作

用下的失效概率的方差Var(Pf |θ−i), 即总效应T
Pf

θi
.

在 得 到 失 效 概 率 的 主 效 应M
Pf

θi
和 总 效

应T
Pf

θi
后, 两者对应的平均效应 δMθi 和 δTθi可以很容

易求解.

2.3 本文所提求解方法的误差分析和适用范围

对于输出响应的主效应和总效应, 本文利用一

阶泰勒展开建立了两种指标的求解方法, 此过程忽

略了泰勒展开的高阶项, 对于非线性问题会有一定

的误差. 但本文方法的计算量只取决于各阶矩偏导

数的计算量, 而各阶矩偏导数可以以很小的计算量

得到, 所以本文方法使得所提指标具有更强的适用

性, 易于和有限元模型结合来处理复杂的工程问题.

对于失效概率的主效应和总效应, 除了泰勒展

开所带来的误差外, 利用四阶矩方法来求解失效概

率时也有一定误差, 这是由于针对非线性程度较高

的问题, 四阶矩方法的局限性难以克服 [17]. 但本文

方法能够以很小的计算成本给出正确的分布参数不

确定性影响的排序结果, 这是工程中更加注重的, 所

以对于非线性程度较高的问题, 本文方法的计算结

果具有很好的参考价值.

3 算 例

3.1 数值算例

非线性极限状态函数 g(x) = −18x1 + x2
2 + x2 +

x2
3 + 5x3 + 40中基本变量x1, x2和x3相互独立且

同时服从均值为µi标准差为 1的正态分布, 即xi ∼
N(µ, 1) (i = 1, 2, 3)且µ1 = µ2 = µ3 = µ. 考虑均

值µ具有模糊不确定性时的效应分析问题, 可以设

模糊隶属函数的参数为 t = 4, α = β = 0.5. 表 1中

给出了Monte Carlo法和文中所提方法计算结果的

对比, 图 2∼图 5给出了各指标和隶属度水平的变化

关系.

表1 数值算例的计算结果

Table 1 Computational results of numerical example

Methods Indices ηMµi
ηTµi

δMµi
/× 10−3 δTµi

/× 10−3

µ1 25.42 575.66 2.84 2.74

MC µ2 6.45 556.72 0.55 0.55

µ3 13.09 563.33 1.29 1.21

µ1 26.94 557.32 2.61 2.82

proposed method µ2 8.30 538.68 0.59 0.73

µ3 14.27 544.65 1.08 1.28
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表 1的结果表明, 文中方法和Monte Carlo法的

计算结果基本一致, 在每个隶属度水平下, Monte

Carlo法的抽样次数为 103 × 104, 其中外层对分布参

数抽样 103次, 内层对随机变量抽样 104次, 但文中

方法的总抽样次数为 4 × 103次 (其中利用数值方法

计算各阶矩偏导数的抽样次数为 103次), 所以文中

方法具有高效性. 此外, 几种指标的排序为: ηMµ1
>

ηMµ3
> ηMµ2

, ηTµ1
> ηTµ3

> ηTµ2
, δMµ1

> δMµ3
> δMµ2

,

δTµ1
> δTµ3

> δTµ2
, 其中输出响应和失效概率的主效

应和总效应排序相同, 这说明算例中分布参数的交

互作用对模型输出响应和失效概率的影响不大.

从图 2∼图 5可以看出, Monte Carlo法和本文

方法所得到的主效应和总效应随隶属度水平的变化

曲线基本一致, 并且随着隶属度水平的增加, 输出响

应的主效应Mµ逐渐减小至 0,总效应Tµ逐渐增加至

不存在分布参数不确定性时的输出响应方差, 失效

概率的总效应和主效应逐渐减小至 0. 这说明随着

分布参数不确定性的减小, 单个分布参数对输出响

应的影响会减小, 分布参数之间的交互作用对输出

响应的影响则会增强, 而单个分布参数和分布参数

之间的交互作用对失效概率的影响都会减小.

3.2 工程算例 1

如图 6所示的Y型节点管, 剖面A-A的载荷包

括轴向力F、面内弯矩Mi、截面弯矩M0, 可以建立

极限状态方程如下式

g = 0.7− 2× 10−5F − (2× 10−4|Mi|)1.2−

(2× 10−5|M0|)2.1 (29)
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其中, F , Mi和M0为互不相关的正态分布随机变量,

其分布参数见表 2. 考虑轴向力F、面内弯矩Mi、截

面弯矩M0的均值具有模糊不确定性时的效应分析

问题, 可取模糊隶属函数的参数为表 3所示. 表 4中

列出了两种方法的计算结果的对比, 图 7∼图 10给

出了各指标和隶属度水平的变化关系.

从表 4可以看出,本文所提方法在计算输出响应

的主效应和总效应时, 计算结果和Monte Carlo法基

本一致, 而失效概率的主效应和总效应则有较大偏

差,这是由于本算例的非线性程度较高造成的. 但是

表 4的结果表明,文中方法依然能够给出正确的排序

结果, 这是工程问题中更加注重的, 所以文中方法的

计算结果具有很好的参考价值. 此外, 输出响应的总

效应排序和主效应的结果不同, 这说明分布参数的

交互作用对输出响应的影响不可忽略.

从图 7∼图 10可以看出, 在相同隶属度水平下,

随着隶属度水平的增加, 面内弯矩的均值µMi对结

构系统的输出响应和失效概率影响最大, 因此注重

M0
b

D main tube A

A

θ

d
Mi

F

图 6 Y型节点管示意图

Fig. 6 Scheme of Y type pipe

0

0.5

1.0

1.5

2.0
×10−5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
1.221

1.222

1.223

1.224

1.225
λ

λ

Mµ1

Mµ2

Mµ3

Tµ1

Tµ2

Tµ3

×10−2

图 7 MC法计算Mµ和Tµ随隶属度变化曲线

Fig. 7 Relationship of Mµ and Tµ with membership level

by MC method

×10−5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
1.1760

1.1765

1.1770

1.1775

1.1780
λ

λ

Mµ1

Mµ2

Mµ3

Tµ1

Tµ2

Tµ3

×10−2

图 8 本文方法计算Mµ和Tµ随隶属度变化曲线

Fig. 8 Relationship of Mµ and Tµ with membership level

by proposed method

×10−4

×10−4

0

1

2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.00

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5
λ

λ

M
Pf
µ1

M
Pf
µ2

M
Pf
µ3

T
Pf
µ1

T
Pf
µ2

T
Pf
µ3

图 9 MC法计算M
Pf
µ 和T

Pf
µ 随隶属度变化曲线

Fig. 9 Relationship of M
Pf
µ and T

Pf
µ with membership level

by MC method

×10−4

×10−4

0

1

2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0

1

2

λ

λ

M
Pf
µ1

M
Pf
µ2

M
Pf
µ3

T
Pf
µ1

T
Pf
µ2

T
Pf
µ3

图 10 本文方法计算M
Pf
µ 和T

Pf
µ 随隶属度变化曲线

Fig. 10 Relationship of M
Pf
µ and T

Pf
µ with membership level

by proposed method



第 3 期 王 攀等: 模糊分布参数条件下结构系统的近似效应分析 553

表2 Y型节点管中随机变量的分布参数

Table 2 Distribution parameters of input variables

Variables Mean value Standard deviation

F µF 0.2× 104

Mi µMi
0.5× 103

M0 µM0 0.1× 104

表3 均值模糊隶属函数中的参数

Table 3 Parameters of the fuzzy membership function

of mean value

Mean value µF (µ1) µMi
(µ2) µM0 (µ3)

t 1× 104 2× 103 1× 104

α = β 0.2× 103 0.5× 102 0.1× 103

表4 Y型节点管的计算结果

Table 4 Computational results of Y type pipe

Methods Indices ηMµi
/× 10−6 ηTµi

/× 10−2 δMµi
/× 10−5 δTµi

/× 10−5

µF 1.98 1.186 2.92 1.79

MC µMi
5.01 1.187 7.10 5.91

µM0 0.16 1.186 0.24 0.15

µF 2.05 1.178 1.52 1.53

proposed method µMi
5.61 1.178 4.73 4.75

µM0 0.20 1.178 0.27 0.30

对该参数数据的收集以减小其不确定性可以最大程

度上的减小输出响应和失效概率的不确定性. 但在

不同的隶属度水平下, 弯矩的均值µMi对结构输出

性能的影响可能会减小, 因此工程中需要对各个参

数具有合理的认识.

3.3 工程算例2

机翼的九盒段结构由 64个杆元件和 42个板元

件构成, 材料为铝合金. 图 11给出了九盒段模拟结

构的几何形状和受载方式. 九盒段根部的前后缘 4

个节点为固定端,内部 4个节点简化为只有 1个自由

度的支座. 翼盒上表面的前后缘 6个节点受载为P ,

中间部分的 6个节点的受载为 2P . 所有杆的长度

均为L的整数倍, 假设所有杆的面积A都相同, E表

示杆元和板元的弹性模量, 泊松比取为 0.3, H表示

板 (即蒙皮)的厚度. 各个变量的分布如表 5所示, 假

设各个变量的均值具有模糊不确定性, 可取模糊隶

属函数的参数为表 6所示.

表5 九盒段结构中随机变量的分布参数

Table 5 Distribution parameters of input variables of

nine-box structure

Variables L/m A/cm2 E/GP P/kN H/mm

mean value µL µA µE µP µH

standard deviation 0.01 0.05 3.55 0.5 0.15

表6 均值模糊隶属函数中的参数

Table 6 Parameters of the fuzzy membership function of

mean value

Parameters µL(µ1) µA(µ2) µE(µ3) µP (µ4) µH(µ5)

t 0.2 1 71 10 3

α = β 0.002 0.01 0.71 0.1 0.03
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图 11 九盒段结构示意图

Fig. 11 Scheme of nine-box structure

九盒段结构经有限元分析后可知, 盒段根部具

有最大应力σmax,查材料手册可知,铝合金材料的最

大拉伸强度为 510MPa, 故以此建立如下功能函数

g(L,A,E, P,H) = 510− σmax (30)

式中, σmax与输入基本变量之间具有隐含的函数关
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系,可以利用有限元分析求得. 显然对于上述结构采

用Monte Carlo法计算所提指标的成本相当庞大, 因

此这里采用本文所提的方法进行求解, 计算结果如

图 12和图 13所示, 图 14和图 15给出了各指标随着

隶属度的变化情况.

×1012

×1015

0

2

4

6

8

10

1 2 3 4 5

1 2 3 4 50

0.5

1.0

1.5

2.0
i

i

η
M µ

η
T µ

图 12 ηMµ 和 ηTµ 的计算结果

Fig. 12 Computational results of ηMµ and ηTµ

×10−3

×10−3

0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2

1 2 3 4 5

1 2 3 4 50
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2

i

i

δ
M µ

δ
T µ

图 13 δMµ 和 δTµ 的计算结果

Fig. 13 Computational results of δMµ and δTµ

×1015

0

2

4

6
×1013

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.01.15

1.20

1.25

1.30
λ

λ

Mµ1

Mµ2

Mµ3

Mµ4

Mµ5

Tµ1

Tµ2

Tµ3

Tµ4

Tµ5

图 14 Mµ和Tµ随隶属度变化曲线

Fig. 14 Relationship of Mµ and Tµ with membership level

×10−3

×10−3

0

2

4

6

8

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0

2

4

6

8
λ

λ

M
Pf
µ4

M
Pf
µ5

M
Pf
µ1

M
Pf
µ2

M
Pf
µ3

T
Pf
µ1

T
Pf
µ2

T
Pf
µ3

T
Pf
µ4

T
Pf
µ5

图 15 M
Pf
µ 和T

Pf
µ 随隶属度变化曲线

Fig. 15 Relationship of M
Pf
µ and T

Pf
µ with membership level

从图 1和图 13可以看出, 在考虑分布参数具有

模糊不确定的情况下, 载荷均值µP 的输出响应和失

效概率主效应最大, 而弹性模量均值µE的主效应最

小, 这说明了载荷均值µP 对结构的最大应力影响最

大, 通过合理调整载荷均值µP 可以有效的减小输出

响应变异性和结构系统失效概率. 而对于输出响应

的总效应, 各参数的总效应排序和主效应不同, 这说

明各个均值之间的交互作用较强, 尤其是弹性模量

均值µE对结构系统输出响应的影响不能忽略. 对于

失效概率的总效应, 其排序结果和主效应相同, 这说

明各个参数的交互作用对失效概率的影响很小, 此

时弹性模量对结构系统失效概率的影响可以忽略.

此外, 从结构设计的角度考虑, 杆长均值µL和

蒙皮厚度均值µH的主效应相对较大,这说明两者对

结构的物理性能影响较大, 通过合理的控制杆长均

值µL和蒙皮厚度均值µH可以有效地改进结构物理

性能, 这也说明文中指标的计算结果可以为结构的

设计提供了参考.

图 14和图 15也反映出在不同的隶属度水平下,

各种指标的次序有可能改变, 这说明了考虑各个变

量的均值具有不确定时的效应分析是非常有必要的,

对各个变量均值的不同认识程度, 将会导致不同的

分析结果.

4 结 论

工程实际中, 结构系统的输出性能经常会受到

分布参数不确定性的影响, 并且分布参数的不确定

性可以随着认识的深入和数据的丰富而减少, 所以

研究分布参数的不确定性可以为减小输出响应的变

异性和结构系统失效概率提供途径. 本文利用模糊
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模型来描述分布参数的不确定性, 并且利用隶属度

来衡量该不确定性的大小. 针对分布参数不确定性

对结构系统输出响应和失效概率的影响问题, 文中

建立了在不同隶属度水平下两种基于方差的主效应

和总效应分析模型, 并且提出了相应的平均效应指

标. 通过研究隶属度水平和各种效应指标之间的关

系, 得到分布参数不确定性对输出响应和失效概率

的影响规律. 文中算例结果表明, 所提方法具有高效

性, 但是该方法在处理非线性程度较高的问题时还

具有一定局限性.
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AN APPROXIMATE EFFECT ANALYSIS OF STRUCTURAL SYSTEM

WITH FUZZY DISTRIBUTION PARAMETERS 1)

Wang Pan 2) Lü Zhenzhou 3) Tang Zhangchun
(School of Aeronautics, Northwestern Polytechnical University, Xi’an 710072, China)

Abstract In order to analyze the effect of the epistemic uncertainty of the random input variables’ distribution

parameters on the structure system, the fuzzy variables are introduced to describe the epistemic uncertainty and

the membership levels are employed to measure the degree of the epistemic uncertainty. Two effect indicators,

main effect and total effect, for the output response and failure probability are proposed at each possibility

level, respectively, and then their relationships with the membership levels are investigated in detail. Finally

the expected effect indicators are presented to define the effect of each parameter on the system. In order to

reduce the computational cost of the proposed indicators, a new method is proposed by the Taylor expansion

for the moments of the output response. Three examples are utilized to demonstrate the reasonability of the

proposed indices and the efficiency of the proposed method.

Key words main effect, total effect, distribution parameter, output response, failure probability
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