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摘 要: 研究网络环境下具有随机丢包的自回归滑动平均 (ARMA)信号的估计问题, 其中丢包现象通过一个满

足Bernoulli分布的随机变量描述. 通过ARMA模型与状态空间模型的转化,将具有丢包的ARMA信号估计问题转

化为具有丢包的状态空间模型的状态和白噪声估计问题.利用射影理论分别给出线性最小方差最优线性状态估值器

和白噪声估值器,进而获得ARMA信号估值器. 仿真结果表明,当存在数据丢失时,所提出的算法与以往基于完整数

据的最优估计算法相比具有最优性和有效性.
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Optimal linear estimation for ARMA signals with stochastic multiple
packet dropouts
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Abstract：：：The estimation problem for autoregressive moving average(ARMA) signals with stochastic packet dropouts in

the networked environment is studied, where the phenomenon of the packet dropouts is described by a Bernoulli distributed

random variable. The estimation problem for ARMA signals with packet dropouts is converted to the one for the state and

white noise of state space model with packet dropouts by the transform from ARMA model to the state space model. Based

on projection theory, the optimal linear estimators for the state and white noise are derived in the linear minimum variance

sense respectively. Further, the estimators for ARMA signals are obtained. Simulation results show that, in the presence

of packet dropouts, compared with the previous optimal estimation algorithms based on the complete data, the proposed

algorithm has optimality and effectiveness.
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0 引引引 言言言

ARMA信号估计问题广泛存在于通讯、信号处

理、网络控制和工程预测等领域[1].近几年,有关

ARMA信号估计问题的研究已经取得了大量的理

论成果[1-2], 但所设计的估值器大都基于完整的观测

数据. 然而, 在网络控制系统和传感器网络中, 由于

外界环境和通信设施的影响,在接收过程中经常导致

数据丢失[3],因此研究具有数据丢失的网络系统具有

实际意义.目前, 已有很多文献对具有丢包系统的控

制和估计问题进行了研究[4-12]. 例如:基于带有时间

戳的观测,文献 [4]设计了具有丢包系统的Kalman滤

波器, 并分析了丢包率与滤波器稳定性的关系; 文

献 [5]利用线性矩阵不等式, 通过一个统一的参数模

型研究了不确定观测、随机滞后和丢包系统的𝐻2滤

波问题;文献 [6]考虑了有限连续丢包系统的滤波问

题,没有借助状态增广, 通过将系统转化为一个带观

测时滞和滑动平均 (MV)有色噪声的系统,给出了线

性最小方差最优无偏估计,但由于假设系统的状态转

移矩阵是非奇异的,所得到的滤波器在实际应用中有

一定的局限性;文献 [7]避免了文献 [6]中系统的状态
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转移矩阵为非奇异的假设,给出了有限连续丢包系统

的最优滤波、预报和平滑算法; 文献 [8]研究了可能

具有无限丢包的离散随机线性系统的最优滤波、预

报和平滑算法, 并给出了稳态存在的一个充分条件;

文献 [9-11]研究了具有丢包不确定系统的鲁棒滤波

问题; 文献 [12]考虑了不确定观测ARMA信号的最

优滤波估计问题, 但只考虑了在观测中含有不确定

观测的情况.在某些时刻,估值器仅能收到观测噪声,

这将导致较差的估计精度;而在当前数据丢失时, 以

往的数据可以被用于估计[8].迄今为止,有关多丢包

ARMA信号估计问题的研究报道尚不多见.

本文研究网络系统中具有随机多丢包ARMA信

号的估计问题. 首先将具有丢包的ARMA信号估计

问题转化为具有丢包的状态空间模型的状态和白噪

声估计问题.利用射影理论,在线性最小方差意义下

给出了具有丢包的最优线性状态估值器和白噪声估

值器,包括滤波器、预报器和平滑器. 最后基于状态和

白噪声估值器获得了具有丢包的ARMA信号估值器.

以往文献基于完整数据的最优估计算法可以作为特

殊情况获得, 当存在数据丢失时, 以往基于完整数据

的最优估计算法会失去最优性.

1 问问问题题题阐阐阐述述述

考虑具有多丢包的多通道ARMA信号系统

𝐵(𝑞−1)𝑠(𝑡) = 𝐶(𝑞−1)𝑤(𝑡), (1)

𝑧(𝑡) = 𝑠(𝑡) + 𝑣(𝑡), (2)

𝑦(𝑡) = 𝜉(𝑡)𝑧(𝑡) + (1− 𝜉(𝑡))𝑦(𝑡− 1). (3)

其中: 𝑠(𝑡) ∈ 𝑅𝑚为待估信号; 𝑧(𝑡) ∈ 𝑅𝑚为观测,它将

通过网络将其发给估值器; 𝑦(𝑡) ∈ 𝑅𝑚为估值器接收

到的数据; 𝑤(𝑡) ∈ 𝑅𝑟为零均值、方差为𝑄𝑤的输入白

噪声; 𝑣(𝑡) ∈ 𝑅𝑚为零均值、方差为𝑄𝑣的观测白噪声.

𝑤(𝑡)与 𝑣(𝑡)相关, 而且互协方差阵为𝑆0. 𝐵(𝑞−1)和

𝐶(𝑞−1)是形如𝑋(𝑞−1) =𝑋0+𝑋1𝑞
−1+ ⋅ ⋅ ⋅+𝑋𝑛𝑥𝑞

−𝑛𝑥

的多项式矩阵, 𝑞−1为单位滞后算子,即 𝑞−1𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡

− 1). 𝑋𝑖 (𝑖=0, 1, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑛𝑥)为系数矩阵, 𝑛𝑥为阶数. 𝐵0=

𝐼𝑚, 𝑛𝑏 ⩾ 𝑛𝑐, 𝐼𝑚为𝑚 ×𝑚的单位阵, 𝜉(𝑡)是一个服从

Bernoulli分布的随机变量,满足概率Prob{𝜉(𝑡)=1}=
𝛼, Prob{𝜉(𝑡) = 0}=1− 𝛼,其中 0⩽𝛼⩽1,且与其他随

机变量无关.当 𝜉(𝑡)=1时, 𝑧(𝑡)被估值器收到;当 𝜉(𝑡)

= 0时, 𝑧(𝑡)被丢失,则 𝑦(𝑡− 1)将被用于估计[7].

本文的目的是基于观测 (𝑦(1), 𝑦(2), ⋅ ⋅ ⋅, 𝑦(𝑡+𝑁)),

求信号的线性最小方差估值器 𝑠(𝑡∣𝑡+𝑁). 其中: 当𝑁

= 0时称为滤波器, 当𝑁 < 0时称为预报器, 当𝑁 >

0时称为平滑器.

2 模模模型型型转转转化化化

首先将ARMA模型转化为状态空间模型. 系统

(1)∼ (3)与如下状态空间模型等价[1]:

𝑥(𝑡+ 1) = 𝛷𝑥(𝑡) + 𝛤𝑤(𝑡), (4)

𝑠(𝑡) = 𝐻𝑥(𝑡) + 𝐶0𝑤(𝑡), (5)

𝑧(𝑡) = 𝑠(𝑡) + 𝑣(𝑡), (6)

𝑦(𝑡) = 𝜉(𝑡)𝑧(𝑡) + (1− 𝜉(𝑡))𝑦(𝑡− 1). (7)

其中: 𝐻 = [𝐼𝑚 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0],其维数为𝑚×𝑚𝑛𝑏;而

𝛷 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝐵1 𝐼𝑚

...
...

. . .

−𝐵𝑛𝑏−1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐼𝑚

−𝐵𝑛𝑏
0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝛤 =

⎡⎢⎢⎣
𝐶1 −𝐵1𝐶0

...

𝐶𝑛𝑏
−𝐵𝑛𝑏

𝐶0

⎤⎥⎥⎦ .

当 𝑘 > 𝑛𝑐时, 𝐶𝑘 = 0. 初值𝑥(0)与 𝜉(𝑡), 𝑤(𝑡)和 𝑣(𝑡)相

互独立,且E[𝑥(0)] = 𝜇0, E [(𝑥(0)−𝜇0)(𝑥(0)− 𝜇0)
T
] =

𝑃0. E表示数学期望.

对式 (5 )左右两边同时取射影,得

𝑠(𝑡∣𝑡+𝑁) = 𝐻�̂�(𝑡∣𝑡+𝑁) + 𝐶0�̂�(𝑡∣𝑡+𝑁). (8)

可见,只要求出状态𝑥(𝑡)的估值器 �̂�(𝑡∣𝑡 + 𝑁)和系统

噪声𝑤(𝑡)的估值器 �̂�(𝑡∣𝑡 + 𝑁), 就可以得到信号 𝑠(𝑡)

的估值器 𝑠(𝑡∣𝑡+𝑁).

下面求状态和白噪声估值器.

3 最最最优优优线线线性性性估估估值值值器器器

将系统 (4)∼ (7)增广,可以得到下列状态空间模

型:

𝑋(𝑡+ 1) = �̃�(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝛤 (𝑡)𝑊 (𝑡), (9)

𝑦(𝑡) = �̃�(𝑡)𝑋(𝑡) + �̃�(𝑡)𝑊 (𝑡). (10)

其中

𝑋(𝑡) =

[
𝑥(𝑡)

𝑦(𝑡− 1)

]
, 𝑊 (𝑡) =

[
𝑤(𝑡)

𝑣(𝑡)

]
,

�̃�(𝑡) =

[
𝛷 0

𝜉(𝑡)𝐻 (1− 𝜉(𝑡))𝐼𝑚

]
= 𝛷0 + 𝜉(𝑡)𝛷1,

𝛤 (𝑡) =

[
𝛤 0

𝜉(𝑡)𝐶0 𝜉(𝑡)𝐼𝑚

]
= 𝛤0 + 𝜉(𝑡)𝛤1,

�̃�(𝑡) = [𝜉(𝑡)𝐻 (1− 𝜉(𝑡))𝐼𝑚] = 𝐻0 + 𝜉(𝑡)𝐻1,

�̃�(𝑡) = 𝜉(𝑡)[𝐶0 𝐼𝑚] = 𝜉(𝑡)𝐵; (11)

𝛷0 =

[
𝛷 0

0 𝐼𝑚

]
, 𝛷1 =

[
0 0

𝐻 −𝐼𝑚

]
, 𝛤0 =

[
𝛤 0

0 0

]
,

𝛤1 =

[
0 0

𝐶0 𝐼𝑚

]
, 𝐻0 = [0 𝐼𝑚], 𝐻1 = [𝐻 − 𝐼𝑚],

𝐵 = [𝐶0 𝐼𝑚]. (12)

易知

E [𝑊 (𝑡)𝑊 T(𝑘)] = 𝑄𝑊 𝛿𝑡𝑘. (13)

其中: 𝑄𝑊 =

[
𝑄𝑤 𝑆0

𝑆T
0 𝑄𝑣

]
, 𝛿𝑡𝑘为Kronecker delta函数.

引引引理理理 1 对于系统 (9)和 (10),有下列结论成立:
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�̄� = E [�̃�(𝑡)] = 𝛷0 + 𝛼𝛷1,

𝛤 = E [𝛤 (𝑡)] = 𝛤0 + 𝛼𝛤1,

�̄� = E [�̃�(𝑡)] = 𝐻0 + 𝛼𝐻1,

�̄� = E [�̃�(𝑡)] = 𝛼𝐵; (14)

�̃�(𝑡)− 𝛷 = (𝜉(𝑡)− 𝛼)𝛷1,

𝛤 (𝑡)− 𝛤 = (𝜉(𝑡)− 𝛼)𝛤1,

�̃�(𝑡)− �̄� = (𝜉(𝑡)− 𝛼)𝐻1. (15)

引引引理理理 2 [1] 系统 (9)的状态二阶矩矩阵 𝑞(𝑡) =

E [𝑋(𝑡)𝑋T(𝑡)],可计算如下:

𝑞(𝑡+ 1) =

�̄�𝑞(𝑡)�̄�T + 𝛼(1− 𝛼)𝛷1𝑞(𝑡)𝛷
T
1+

𝛤𝑄𝑊𝛤 T + 𝛼(1− 𝛼)𝛤1𝑄𝑊𝛤 T
1 . (16)

初值 𝑞(0) = diag(𝑃0 + 𝜇0𝜇
T
0 , 0), diag( )表示对角阵.

3.1 状状状态态态估估估值值值器器器

基于状态空间模型 (9)和 (10), 应用射影理论[1],

类似于文献 [8]的证明可获得最优线性状态估值器.

限于篇幅,这里不再赘述.

定定定理理理 1 系统 (9)和 (10)有如下递推的最优线

性状态估值器:

1)滤波器和一步预报器为

�̂�(𝑡∣𝑡) = �̂�(𝑡∣𝑡− 1) +𝐾(𝑡)𝜀(𝑡), (17)

�̂�(𝑡+ 1∣𝑡) = �̄��̂�(𝑡∣𝑡− 1) + 𝐿(𝑡)𝜀(𝑡), (18)

𝜀(𝑡) = 𝑦(𝑡)− �̄��̂�(𝑡∣𝑡− 1), (19)

𝐾(𝑡) = 𝑃𝑋(𝑡∣𝑡− 1)�̄�T𝑄−1
𝜀 (𝑡), (20)

𝐿(𝑡) =

{𝛼(1− 𝛼)𝛷1𝑞(𝑡)𝐻
T
1+

�̄�𝑃𝑋(𝑡∣𝑡− 1)�̄�T + 𝛼(𝛤0 + 𝛤1)𝑄𝑊𝐵T}𝑄−1
𝜀 (𝑡), (21)

𝑄𝜀(𝑡) = 𝛼(1− 𝛼)𝐻1𝑞(𝑡)𝐻
T
1+

�̄�𝑃𝑋(𝑡∣𝑡− 1)�̄�T + 𝛼𝐵𝑄𝑊𝐵T, (22)

𝑃𝑋(𝑡+ 1∣𝑡) =
𝛼(1− 𝛼)(𝛷1 − 𝐿(𝑡)𝐻1)𝑞(𝑡)(𝛷1 − 𝐿(𝑡)𝐻1)

T
+

(�̄�− 𝐿(𝑡)�̄�)𝑃𝑋(𝑡∣𝑡− 1)(�̄�− 𝐿(𝑡)�̄�)
T
+ Λ(𝑡), (23)

𝑃𝑋(𝑡∣𝑡) = 𝑃𝑋(𝑡∣𝑡− 1)−𝐾(𝑡)𝑄𝜀(𝑡)𝐾
T(𝑡), (24)

Λ(𝑡) =

𝛤𝑄𝑊𝛤 T + 𝛼(1− 𝛼)𝛤1𝑄𝑊𝛤 T
1 −

𝛼(𝛤0 + 𝛤1)𝑄𝑊𝐵T𝐿T(𝑡)−
𝛼𝐿(𝑡)𝐵𝑄𝑊 (𝛤0 + 𝛤1)

T
+ 𝛼𝐿(𝑡)𝐵𝑄𝑊𝐵T𝐿T(𝑡). (25)

其中: 𝜀(𝑡)是方差为𝑄𝜀(𝑡)的新息序列,𝑃𝑋(𝑡∣𝑡)和𝑃𝑋(𝑡

+ 1∣𝑡)分别为滤波和一步预报误差方差阵, 𝐾(𝑡)和

𝐿(𝑡)分别为滤波和一步预报增益矩阵, 初值 �̂�(0∣ −
1) = [𝜇T

0 0]T, 𝑃𝑋(0∣ − 1) = diag(𝑃0, 0).

2) 𝑁(𝑁 < −1)步预报器为

�̂�(𝑡+ 1∣𝑡+𝑁 + 1) = 𝛷�̂�(𝑡∣𝑡+𝑁 + 1), (26)

预报误差方差为

𝑃𝑋(𝑡+ 1∣𝑡+𝑁 + 1) =

𝛼(1− 𝛼)𝛷1𝑞(𝑡)𝛷
T
1 + �̄�𝑃𝑋(𝑡∣𝑡+𝑁 + 1)�̄�T+

𝛤𝑄𝑊𝛤 T + 𝛼(1− 𝛼)𝛤1𝑄𝑊𝛤 T
1 . (27)

其中: 初值 �̂�(𝑡∣𝑡 − 1)和𝑃𝑋(𝑡∣𝑡 − 1)分别由式 (18)和

(23)计算, 𝑞(𝑡)由引理 2计算.

3) 𝑁(𝑁 > 0)步平滑器为

�̂�(𝑡∣𝑡+𝑁) =

�̂�(𝑡∣𝑡+𝑁 − 1) +𝑀𝑋(𝑡∣𝑡+𝑁)𝜀(𝑡+𝑁). (28)

其中

𝑀𝑋(𝑡∣𝑡+𝑁) = 𝛺(𝑡+𝑁)�̄�T𝑄−1
𝜀 (𝑡+𝑁),

𝛺(𝑡+𝑁) =

𝛺(𝑡+𝑁 − 1)(�̄�− 𝐿(𝑡+𝑁 − 1)�̄�)
T
. (29)

平滑误差方差阵为

𝑃𝑋(𝑡∣𝑡+𝑁) =

𝑃𝑋(𝑡∣𝑡+𝑁 − 1)−
𝑀𝑋(𝑡∣𝑡+𝑁)𝑄𝜀(𝑡+𝑁)𝑀T

𝑥 (𝑡∣𝑡+𝑁). (30)

其中:初值𝛺(𝑡)=𝑃𝑋(𝑡∣𝑡−1),𝑀𝑋(𝑡∣𝑡+𝑁)为状态平滑

增益阵, �̂�(𝑡∣𝑡)和𝑃𝑋(𝑡∣𝑡)分别由式 (17)和 (24)计算.

由定义𝑋(𝑡) = [𝑥T(𝑡) 𝑦T(𝑡− 1)]
T,有如下推论.

推推推论论论 1 系统 (4)的状态估值器和误差方差阵

为

�̂�(𝑡∣𝑡+𝑁) = [𝐼𝑚𝑛𝑏
0]�̂�(𝑡∣𝑡+𝑁),

𝑃𝑥(𝑡∣𝑡+𝑁) = [𝐼𝑚𝑛𝑏
0]𝑃𝑋(𝑡∣𝑡+𝑁)[𝐼𝑚𝑛𝑏

0]
T
. (31)

其中: 增广状态估值器 �̂�(𝑡∣𝑡 + 𝑁)由式 (17), (26)和

(28)计算; 误差方差阵𝑃𝑋(𝑡∣𝑡 + 𝑁)由式 (24), (27)和

(30)计算.

3.2 白白白噪噪噪声声声估估估值值值器器器

下面在状态一步预报器的基础上求出白噪声估

值器, 包括输入白噪声估值器和观测白噪声估值器.

这里以定理的形式给出.

定定定理理理 2 系统 (9)和 (10)有最优白噪声估值器:

1)预报器为

�̂� (𝑡∣𝑡+𝑁) = 0, 𝑁 < 0. (32)

2)滤波器为

�̂� (𝑡∣𝑡) = 𝑀𝑊 (𝑡∣𝑡)𝜀(𝑡); (33)

白噪声滤波增益为

𝑀𝑊 (𝑡∣𝑡) = 𝑄𝑊 �̄�T𝑄−1
𝜀 (𝑡). (34)

3)平滑器为
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�̂� (𝑡∣𝑡+𝑁) =

�̂� (𝑡∣𝑡+𝑁 − 1)+

𝑀𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁)𝜀(𝑡+𝑁), 𝑁 > 0; (35)

白噪声平滑增益为

𝑀𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁) =

𝑄𝑊 (𝛤 − 𝐿(𝑡)�̄�)
T×

𝛹T
𝑃 (𝑡+𝑁, 𝑡+ 1)�̄�T𝑄−1

𝜀 (𝑡+𝑁), 𝑁 > 0. (36)

其中

𝛹𝑃 (𝑡+𝑁, 𝑡+ 𝑘) =

𝑁−𝑘∏
𝑖=1

(�̄�− 𝐿(𝑡+𝑁 − 𝑖)�̄�),

𝛹𝑃 (𝑡, 𝑡) = 𝐼𝑛, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1. (37)

估计误差方差阵为

𝑃𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁) = 𝑄𝑊 , 𝑁 < 0; (38)

𝑃𝑊 (𝑡∣𝑡) = 𝑄𝑊 −𝑀𝑊 (𝑡∣𝑡)𝑄𝜀(𝑡)𝑀
T
𝑊 (𝑡∣𝑡); (39)

𝑃𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁) =

𝑃𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁 − 1)−
𝑀𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁)𝑄𝜀(𝑡+𝑁)𝑀T

𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁), 𝑁 > 0. (40)

证证证明明明 由射影理论[1], 式 (32)∼ (35), (38)和 (39)

容易获得. 这里只给出式 (36)和 (40)的推导过程. 由

定理 1,有

𝜀(𝑡+𝑁) =

(𝜉(𝑡+𝑁)− 𝛼)𝐻1𝑋(𝑡+𝑁)+

�̄��̃�(𝑡+𝑁 ∣𝑡+𝑁 − 1) + �̃�(𝑡+𝑁)𝑊 (𝑡+𝑁). (41)

由式 (9)和 (18),可得一步预报误差方程为

�̃�(𝑡+ 1∣𝑡) =
𝑋(𝑡+ 1)− �̂�(𝑡+ 1∣𝑡) =
(�̄�− 𝐿(𝑡)�̄�)�̃�(𝑡∣𝑡− 1) + (𝜉(𝑡)− 𝛼)(𝛷1−
𝐿(𝑡)𝐻1)𝑋(𝑡) + (𝛤 (𝑡)− 𝐿(𝑡)�̃�(𝑡))𝑊 (𝑡). (42)

将式 (42)逐步迭代𝑁 − 1步,得

�̃�(𝑡+𝑁 ∣𝑡+𝑁 − 1) =

𝛹𝑃 (𝑡+𝑁, 𝑡)�̃�(𝑡∣𝑡− 1) +

𝑁∑
𝑘=1

𝛹𝑃 (𝑡+

𝑁, 𝑡+ 𝑘){(𝜉(𝑡+ 𝑘 − 1)− 𝛼)(𝛷1 − 𝐿(𝑡+ 𝑘−
1)𝐻1)𝑋(𝑡+ 𝑘 − 1) + (𝛤 (𝑡+ 𝑘 − 1)− 𝐿(𝑡+

𝑘 − 1)�̃�(𝑡+ 𝑘 − 1))𝑊 (𝑡+ 𝑘 − 1)}. (43)

将式 (43)代入 (41),可得到

𝜀(𝑡+𝑁) =

(𝜉(𝑡+𝑁)− 𝛼)𝐻1𝑋(𝑡+𝑁) + �̄�
{
𝛹𝑃 (𝑡+

𝑁, 𝑡)�̃�(𝑡∣𝑡− 1) +

𝑁∑
𝑘=1

𝛹𝑃 (𝑡+𝑁, 𝑡+ 𝑘)×

[(𝜉(𝑡+ 𝑘 − 1)− 𝛼)(𝛷1 − 𝐿(𝑡+ 𝑘 − 1)𝐻1)𝑋(𝑡+

𝑘 − 1) + (𝛤 (𝑡+ 𝑘 − 1)− 𝐿(𝑡+ 𝑘 − 1)�̃�(𝑡+

𝑘 − 1))𝑊 (𝑡+ 𝑘 − 1)]
}
+ �̃�(𝑡+𝑁)𝑊 (𝑡+𝑁).

当𝑁>0时,由E [𝜉(𝑡+𝑁)−𝛼]=0,𝑊 (𝑡)与 �̃�(𝑡∣𝑡
− 1),𝑊 (𝑡+ 𝑘 − 1)(𝑘 > 1)不相关,可得

𝑀𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁) =

E [𝑊 (𝑡)𝜀T(𝑡+𝑁)]𝑄−1
𝜀 (𝑡+𝑁) =

E {𝑊 (𝑡)[�̄�𝛹𝑃 (𝑡+𝑁, 𝑡+ 1)(𝛤 (𝑡)−
𝐿(𝑡)�̃�(𝑡))𝑊 (𝑡)]T}𝑄−1

𝜀 (𝑡+𝑁) =

𝑄𝑊 (𝛤 − 𝐿(𝑡)�̄�)
T
𝛹T
𝑃 (𝑡+𝑁, 𝑡+ 1)�̄�T𝑄−1

𝜀 (𝑡+𝑁),

即式 (36)成立. 由式 (35)可知,白噪声平滑误差为

�̃� (𝑡∣𝑡+𝑁) =

�̃� (𝑡∣𝑡+𝑁 − 1)−𝑀𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁)𝜀(𝑡+𝑁). (44)

计算𝑃𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁) = E [�̃� (𝑡∣𝑡+𝑁)�̃� T(𝑡∣𝑡+𝑁)],并利

用 �̃� (𝑡∣𝑡+𝑁)与 𝜀(𝑡+𝑁)正交,可得白噪声平滑误差

方差阵满足式 (40). 2
推推推论论论 2 由定义𝑊 (𝑡) = [𝑤T(𝑡) 𝑣T(𝑡)]

T
可知,最

优线性输入白噪声估值器和观测白噪声估值器及相

应的误差方差阵为

�̂�(𝑡∣𝑡+𝑁) = [𝐼𝑟 0]�̂� (𝑡∣𝑡+𝑁),

𝑣(𝑡∣𝑡+𝑁) = [0 𝐼𝑚]�̂� (𝑡∣𝑡+𝑁); (45)

𝑃𝑤(𝑡∣𝑡+𝑁) = [𝐼𝑟 0]𝑃𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁)[𝐼𝑟 0]
T
,

𝑃𝑣(𝑡∣𝑡+𝑁) = [0 𝐼𝑚]𝑃𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁)[0 𝐼𝑚]
T
. (46)

其中白噪声估值器 �̂� (𝑡∣𝑡 + 𝑁)和白噪声误差方差阵

𝑃𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁)由定理 2计算.

3.3 ARMA信信信号号号估估估值值值器器器

基于状态和白噪声估值器,可获得信号 𝑠(𝑡)的估

值器 𝑠(𝑡∣𝑡+𝑁). 下面通过定理的形式给出.

定定定理理理 3 系统 (1)∼ (3)的信号 𝑠(𝑡)的估值器为

𝑠(𝑡∣𝑡+𝑁) = 𝐻�̂�(𝑡∣𝑡+𝑁), 𝑁 < 0; (47)

𝑠(𝑡∣𝑡+𝑁) =

𝐻�̂�(𝑡∣𝑡+𝑁) + 𝐶0�̂�(𝑡∣𝑡+𝑁), 𝑁 ⩾ 0. (48)

估计误差方差阵为

𝑃𝑠(𝑡∣𝑡+𝑁) =

𝐻𝑃𝑥(𝑡∣𝑡+𝑁)𝐻T + 𝐶0𝑄𝑤𝐶
T
0 , 𝑁 < 0; (49)

𝑃𝑠(𝑡∣𝑡+𝑁) =

𝐻𝑃𝑥(𝑡∣𝑡+𝑁)𝐻T+

𝐻[𝐼𝑚𝑛𝑏
0]𝑃𝑋𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁)[𝐼𝑟 0]

T
𝐶T

0+

𝐶0[𝐼𝑟 0]𝑃𝑋𝑊
T(𝑡∣𝑡+𝑁)[𝐼𝑚𝑛𝑏

0]
T
𝐻T+

𝐶0𝑃𝑤(𝑡∣𝑡+𝑁)𝐶T
0 , 𝑁 ⩾ 0; (50)
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𝑃𝑋𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁) =

𝑃𝑋𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁 − 1)−
𝑀𝑋(𝑡∣𝑡+𝑁)𝑄𝜀(𝑡+𝑁)𝑀T

𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁). (51)

其中:状态估值器 �̂�(𝑡∣𝑡+𝑁),白噪声估值器 �̂�(𝑡∣𝑡+𝑁)

和误差方差阵𝑃𝑥(𝑡∣𝑡+𝑁), 𝑃𝑤(𝑡∣𝑡+𝑁)分别由式 (31),

(45)和 (46)计算; 状态增益𝑀𝑋(𝑡∣𝑡 + 𝑁)由式 (29)计

算; 白噪声增益𝑀𝑊 (𝑡∣𝑡 + 𝑁)由式 (34)和 (36)计算;

初值为𝑃𝑋𝑊 (𝑡∣𝑡) = −𝐾(𝑡)𝑄𝜀(𝑡)𝑀𝑊 (𝑡∣𝑡).
证证证明明明 对式 (5)两端取射影, 可得式 (47)和 (48).

由式 (5)和 (47)可知信号 𝑠(𝑡)的预报误差为

𝑠(𝑡∣𝑡+𝑁) =

𝑠(𝑡)− 𝑠(𝑡∣𝑡+𝑁) =

𝐻�̃�(𝑡∣𝑡+𝑁) + 𝐶0𝑤(𝑡), 𝑁 < 0,

其中 �̃�(𝑡∣𝑡+𝑁) = 𝑥(𝑡)− �̂�(𝑡∣𝑡+𝑁)为状态误差. 于是,

预报误差方差阵为

𝑃𝑠(𝑡∣𝑡+𝑁) =

E[𝑠(𝑡∣𝑡+𝑁)𝑠T(𝑡∣𝑡+𝑁)] =

𝐻𝑃𝑥(𝑡∣𝑡+𝑁)𝐻T + 𝐶0𝑄𝑤𝐶
T
0 .

从而式 (49)成立. 由式 (5)和 (48)可知,信号 𝑠(𝑡)的滤

波和平滑误差为

𝑠(𝑡∣𝑡+𝑁) = 𝑠(𝑡)− 𝑠(𝑡∣𝑡+𝑁) =

𝐻�̃�(𝑡∣𝑡+𝑁) + 𝐶0�̃�(𝑡∣𝑡+𝑁), 𝑁 ⩾ 0,

其中 �̃�(𝑡∣𝑡+𝑁) = 𝑤(𝑡)− �̂�(𝑡∣𝑡+𝑁)为输入白噪声误

差. 于是,滤波和平滑误差方差阵为

𝑃𝑠(𝑡∣𝑡+𝑁) =

E [𝑠(𝑡∣𝑡+𝑁)𝑠T(𝑡∣𝑡+𝑁)] =

𝐻𝑃𝑥(𝑡∣𝑡+𝑁)𝐻T + 𝐶0𝑃𝑤(𝑡∣𝑡+𝑁)𝐶T
0+

𝐻[𝐼𝑚𝑛𝑏
0]E [�̃�(𝑡∣𝑡+𝑁)�̃� T(𝑡∣𝑡+𝑁)][𝐼𝑟 0]T𝐶T

0+

𝐶0[𝐼𝑟 0]E [�̃� (𝑡∣𝑡+𝑁)�̃�T(𝑡∣𝑡+𝑁)][𝐼𝑚𝑛𝑏
0]T𝐻T.

(52)

令𝑃𝑋𝑊 (𝑡∣𝑡 + 𝑁) = E[�̃�(𝑡∣𝑡 + 𝑁)�̃� T(𝑡∣𝑡 + 𝑁)], 则由

𝑊 (𝑡)⊥𝑋(𝑡), �̃�(𝑡∣𝑡+𝑁)⊥𝜀(𝑡+𝑁), �̃� (𝑡∣𝑡+𝑁)⊥𝜀(𝑡+

𝑁)和式 (44)可知

𝑃𝑋𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁) =

E[�̃�(𝑡∣𝑡+𝑁)�̃� T(𝑡∣𝑡+𝑁)] =

𝑃𝑋𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁 − 1)−
𝑀𝑋(𝑡∣𝑡+𝑁)𝑄𝜀(𝑡+𝑁)𝑀T

𝑊 (𝑡∣𝑡+𝑁), (53)

从而式 (51)成立. 将式 (53)代入 (52)便可得到式 (50),

其中初值为𝑃𝑋𝑊 (𝑡∣𝑡) = −𝐾(𝑡)𝑄𝜀(𝑡)𝑀𝑊 (𝑡∣𝑡). 2
注注注 1 由引理 1可知, �̄�, �̄�, �̄�和𝛤 与𝛼(0⩽𝛼⩽

1)有关. 定理 1∼定理 3分别给出了可能存在数据丢

失时的最优线性状态估值器、白噪声估值器和ARMA

信号估值器. 当不存在数据丢失时 (𝛼 = 1),定理 1∼
定理 3即为完整观测数据下的最优估值器[1].

4 仿仿仿真真真实实实例例例

考虑如下ARMA信号系统:

(𝐼2 +𝐵1𝑞
−1 +𝐵2𝑞

−2)𝑠(𝑡) = (𝐶0 + 𝐶1𝑞
−1)𝑤(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝑠(𝑡) + 𝑣(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝜉(𝑡)𝑧(𝑡) + (1− 𝜉(𝑡))𝑦(𝑡− 1).

其中: 信号 𝑠(𝑡) = [𝑠1(𝑡), 𝑠2(𝑡)]
T; 𝑤(𝑡) = 𝑏(𝑡)𝑔(𝑡)为输

入白噪声; 𝑏(𝑡)为Bernoulli白噪声,满足 Prob(𝑏(𝑡)=1)

= 𝜆, Prob(𝑏(𝑡) = 0)= 1− 𝜆, Prob表示概率; 𝑔(𝑡)是一

个零均值、方差为𝑄𝑔且与 𝑏(𝑡)相互独立的二维

Gaussian白噪声; 观测白噪声 𝑣(𝑡)与𝑤(𝑡)相关, 满足

𝑣(𝑡) = 𝑐𝑤(𝑡)+𝜁(𝑡), 𝑐为相关系数, 𝜁(𝑡)是零均值、方差

为𝑄𝜁的二维Gaussian白噪声.求信号 𝑠(𝑡)的滤波器

𝑠(𝑡∣𝑡),预报器 𝑠(𝑡∣𝑡− 1)和平滑器 𝑠(𝑡∣𝑡+ 1). 取

𝐵1 =

[
−0.8 0.1

−2 −0.8

]
, 𝐵2 =

[
0.1 −0.05

0 −0.5

]
,

𝐶0 =

[
−1.3 1.1

−1.6 1.2

]
, 𝐶1 =

[
1.9 −0.1

−0.4 1.6

]
,

𝑄𝑤 = 0.01𝐼2, 𝑄𝜁 = 0.01𝐼2, 𝑐 = 0.9,

𝛼 = 0.8, 𝜆 = 0.3, 𝑥(0) = 0, 𝑃0 = 0.1𝐼4,

这里只给出第 2个信号分量的仿真结果.图 1给出了

信号分量 𝑠2(𝑡)的滤波器 𝑠2(𝑡∣𝑡),图 2给出了信号分量

𝑠2(𝑡)的稳态预报、滤波和平滑误差方差随收到率𝛼

的变化情况. 由图 2可见,随着𝛼的增加,信号的误差

方差逐渐减小.
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图 3给出了本文算法与没有考虑数据丢失的经

典Kalman滤波算法[1]基于 100次Monte-Carlo仿真计

算的均方误差 (MSE). 由图 3可见, 当存在数据丢包

时,以往基于完整观测数据的最优滤波算法已经失去

了最优性. 图 4给出了本文滤波器与文献 [12]滤波器

基于 100次Monte-Carlo仿真计算的均方误差 (MSE).

由图 4可见, 本文的滤波器具有更高的精度, 原因在

于当存在数据丢失时, 文献 [12]仅仅是观测噪声, 而

本文则利用了以往收到的最新的观测数据.
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图 4 本文滤波器与文献 [12]滤波器的MSEs比较

5 结结结 论论论

本文将具有数据丢包的ARMA信号估计问题转

化为具有丢包的状态空间模型的状态和白噪声估计

问题,利用射影理论在线性最小方差意义下给出了状

态估值器和白噪声估值器,包括滤波器、预报器和平

滑器,进而得到了具有丢包的ARMA信号估值器. 从

仿真结果可以看出:当存在数据丢失时, 本文算法与

以往文献基于完整数据的估计算法相比,更具最优性

和有效性; 当没有数据丢失时, 本文算法即为基于完

整观测数据下的估计算法.
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