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摘 要: 针对传统Verhulst模型的建模对象仅局限于实数序列这一缺陷,对Verhulst模型进行了拓展.首先,对“灰

度不减”公理进行延伸,得到了“信息域不减”的推论;然后,构建核序列的Verhulst模型,并以信息域不减推论为依

据、以核为中心推导区间灰数上 (下)界的时间响应式;最后,通过实例演示了模型的计算步骤. 所进行的研究对于丰

富和完善灰色预测模型理论体系、拓展灰色预测模型的应用范围具有积极意义.
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Abstract：：：Modeling objects of traditional Verhulst model are only suitable for real number sequences. Therefore, an

expanding study of Verhulst model is given. Firstly, the axiom of grey degree not-reducing is expanded, and the conclusion

of information field not-reducing is obtained. Then a Verhulst model based on the kernel sequence of interval grey numbers

is obtained. On the foundation of the conclusion of information field not-reducing, this paper deduces the time response

formulas of lower limit point and upper limit point of interval grey numbers through the centers of kernels of interval grey

numbers. Finally, an example demonstrates the calculation process of the new model. Then proposed model has a vital

significance for enriching and perfecting the grey prediction model theory system, and extending the applied scope of grey

prediction model.
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0 引引引 言言言

灰色预测模型是灰色系统理论的重要组成部分,

也是预测理论体系中一个新的研究分支,它主要针对

现实世界中大量存在的灰色不确定性问题,利用少量

有效数据和灰色不确定性数据,通过序列的累加生成

揭示系统未来发展趋势[1]. 经过近 30年的发展,灰色

预测模型已经在许多领域得到广泛应用,成功地解决

了生产生活和科学研究中的大量实际问题,灰色预测

模型也由原始的GM(1, 1)扩展出GM(1, 𝑁), GM(2,

1),DGM(1, 1)和Verhulst模型等多种新的预测模型

类别[2-4],预测类型也拓展到数列预测、区间预测、灾

变预测和波形预测等方面,展现出了重要的理论价值

和实际应用价值[5].

Verhulst模型主要用来描述具有饱和状态的过

程, 常用于人口预测、生物生长、繁殖预测和产品经

济寿命预测等. 目前Verhulst模型的既有研究成果[6-9]

只能构建基于实数序列的预测模型,而对于灰色系统

理论中更加常见的区间灰数序列则无能为力. 随着科

学技术的发展,人类所涉及的系统越来越复杂, 表征

系统的信息灰度也越来越大,在这样的大背景下, 以

实数序列为建模对象的传统Verhulst模型及其优化模

型,已经无法满足系统建模的实际需要.因此,构建面

向区间灰数序列的Verhulst模型, 对于拓展灰色预测

模型的应用范围具有重要的意义.
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目前,灰代数运算体系尚不完善,灰数间的代数

运算会导致结果灰度增加,从而增大直接构建面向区

间灰数序列Verhulst模型的难度. 文献 [10]提出了区

间灰数序列的灰数带及灰数层的基本概念,通过计算

灰数层的面积和灰数层中位线中点的坐标,在不损失

已有灰数信息的前提下将区间灰数序列转换成实数

序列, 并在此基础上构建了基于区间灰数序列的灰

色预测模型[11]和灰色关联度模型[12].文献 [13]以区

间灰数的“核”为基础,以“灰度不减公理”为理论依

据构建了区间灰数序列的GM(1, 1)模型.本文受此启

发,借助文献 [13]的建模思想构建面向区间灰数序列

的Verhulst模型.

1 实实实数数数序序序列列列的的的Verhulst模模模型型型
定定定义义义 1 设𝑋(0)为原始数据序列, 𝑋(1)为𝑋(0)

的 1-AGO序列, 𝑍(1)为𝑋(1)的紧邻均值生成序列,则

称

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑘) = 𝑏(𝑧(1)(𝑘))𝛼 (1)

为GM(1, 1)幂模型.

定定定义义义 2 称

d𝑥(1)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(1) = 𝑏(𝑥(1))𝛼 (2)

为GM(1, 1)幂模型的白化方程.

定定定理理理 1 GM(1, 1)幂模型之白化方程的解为

𝑥(1)(𝑡) ={
e−(1−𝑎)𝑎𝑡

[
(1− 𝑎)

w
𝑏e(1−𝑎)𝑎𝑡d𝑡+ 𝑐

]}1/(1−𝛼)

. (3)

定定定理理理 2 设𝑋(0), 𝑋(1), 𝑍(1)如定义 1所述,

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑧(1)(2) (𝑧(1)(2))𝛼

−𝑧(1)(3) (𝑧(1)(3))𝛼

...
...

−𝑧(1)(𝑛) (𝑧(1)(𝑛))𝛼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥(0)(2)

𝑥(0)(3)
...

𝑥(0)(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

则GM(1, 1)幂模型参数列 𝑎̂ = [𝑎, 𝑏]T的最小二乘估

计为 𝑎̂ = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌 .

定定定义义义 3 当𝛼 = 2时,称

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑘) = 𝑏(𝑧(1)(𝑘))2 (4)

为灰色Verhulst模型.

定定定义义义 4 称

d𝑥(1)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(1) = 𝑏(𝑥(1))2 (5)

为灰色Verhulst模型的白化方程.

定定定理理理 3 1∘ Verhulst白化方程的解为

𝑥(1)(𝑡) =
1

e𝑎𝑡
[ 1

𝑥(1)(0)
− 𝑏

𝑎
(1− e−𝑎𝑡)

] =

𝑎𝑥(1)(0)

e𝑎𝑡[𝑎− 𝑏𝑥(1)(0)(1− e−𝑎𝑡)]
,

𝑥(1)(𝑡) =
𝑎𝑥(1)(0)

𝑏𝑥(1)(0) + (𝑎− 𝑏𝑥(1)(0))e𝑎𝑡
; (6)

2∘灰色Verhulst模型的时间响应式

𝑥̂(1)(𝑘 + 1) =
𝑎𝑥(1)(0)

𝑏𝑥(1)(0) + (𝑎− 𝑏𝑥(1)(0))e𝑎𝑘
. (7)

在实际问题中,常遇到原始数据 (实数)本身呈𝑆

的过程. 这时,通常取原始数据为𝑋(1),其 1-IAGO为

𝑋(0),并建立Verhulst模型直接对𝑋(1)进行模拟.

2 模模模型型型构构构建建建

2.1 基基基本本本概概概念念念

定定定义义义 5 设灰数⊗∈ [𝑎, 𝑎̄], 𝑎< 𝑎̄, 𝑎和 𝑎̄分别称为

⊗的上界和下界. 在缺乏⊗取值分布信息的情况下:

1)若⊗为连续灰数,则称 ⊗̃ =
(𝑎+ 𝑎̄)

2
为灰数⊗

的核;

2)若⊗为离散灰数, 𝑎𝑖∈ [𝑎, 𝑎̄] (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为
灰数⊗的所有可能取值,则称 ⊗̃ =

1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖为灰数⊗

的核[13].

定定定义义义 6 设灰数⊗产生的背景或者论域为Ω ,

𝜇(⊗)为⊗所取数域的测度,则称

𝑔∘(⊗) =
𝜇(⊗)

𝜇(Ω)

为灰数⊗的灰度[13].

定定定义义义 7 在𝑋(⊗) = (⊗1,⊗2, ⋅ ⋅ ⋅ ,⊗𝑛)中, 根据

定义 5和定义 6, 由每个灰元的“核”和“灰度”所构

成的序列分别称为𝑋(⊗)的核序列𝑋(⊗̃)和灰度序列

𝐺∘(⊗) ,记作

𝑋(⊗̃) = (⊗̃1, ⊗̃2, ⋅ ⋅ ⋅ , ⊗̃𝑛),

𝐺∘(⊗) = (𝑔∘(⊗1), 𝑔
∘(⊗2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑔∘(⊗𝑛)).

定定定义义义 8 由区间灰数⊗𝑘 ∈ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘](𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛)构成的序列称为区间灰数序列,记作𝑋(⊗) = (⊗1,

⊗2, ⋅ ⋅ ⋅ ,⊗𝑛); 区间灰数⊗𝑘的上界点 𝑏𝑘与下界点 𝑎𝑘

的差值称为区间灰数⊗𝑘的信息域 (或区间距), 记为

𝑑𝑘 = 𝑏𝑘 − 𝑎𝑘; 区间灰数序列𝑋(⊗)中所有灰元的信

息域 𝑑𝑘所构成的序列称作𝑋(⊗)的信息域序列,记作

𝑋𝑑 = (𝑑1, 𝑑2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑛) .

定定定义义义 9 以区间灰数的核序列和灰度序列为

基础构建的灰色预测模型, 简称为区间灰数的“核-

灰”预测模型.

公公公理理理 1 (灰度不减公理) 两个灰度不同的区间

灰数进行和、差、积、商运算时,运算结果的灰度不小

于灰度较大的区间灰数的灰度[14].

推推推论论论 1 两个信息域不同的区间灰数进行和、

差、积、商运算时, 运算结果的信息域不小于信息域

较大的区间灰数的信息域.

证证证明明明 设区间灰数⊗𝑘 ∈ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘](𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)



266 控 制 与 决 策 第 28 卷

产生的背景或论域为Ω , 其信息域为 𝑑𝑘, 则⊗(𝑡𝑘)的

灰度为 𝑔∘(⊗𝑘) = 𝑑𝑘/𝜇(Ω). 同理, ⊗𝑟 ∈ [𝑎𝑟, 𝑏𝑟]的灰度

𝑔∘(⊗𝑟) = 𝑑𝑟/𝜇(Ω); ⊗𝑘与⊗𝑟的和、差、积、商运算的

结果记为⊗𝑘𝑟. 则根据公理 1,有

𝑔∘(⊗𝑘𝑟) ⩾ max(𝑔∘(⊗𝑘), 𝑔
∘(⊗𝑟)) →

𝑑𝑘𝑟
𝜇(Ω)

⩾ max
( 𝑑𝑘
𝜇(Ω)

,
𝑑𝑟

𝜇(Ω)

)
→

𝑑𝑘𝑟 ⩾ max(𝑑𝑘, 𝑑𝑟).

从而推论 1得以证明. 2
与公理 1相比, 推论 1的优点在于: 在对区间灰

数进行计算时,不必已知区间灰数的论域,这对“小样

本、贫信息”的灰色系统而言极具价值. 根据推论 1,

为了构建区间灰数序列Verhulst预测模型, 通常可将

预测结果的信息域定义为建模序列所有灰元中信息

域较大的区间灰数的信息域.

区间灰数序列的Verhulst模型的基本思路是: 首

先, 建立基于区间灰数核序列的Verhulst模型, 实现

区间灰数“核”的预测; 然后, 以“核”为基础, 以区

间灰数序列中信息域较大的区间灰数的信息域作为

预测结果的信息域 (推论 1), 并以此为基础推导区间

灰数上界和下界的预测表达式, 进而建立区间灰数

的Verhulst预测模型.

2.2 核核核序序序列列列的的的Verhulst模模模型型型

设𝑋(⊗) = (⊗1,⊗2, ⋅ ⋅ ⋅ ,⊗𝑛),其核序列𝑋(⊗̃) =

(⊗̃1, ⊗̃2, ⋅ ⋅ ⋅ , ⊗̃𝑛),则由式 (7)可得

ˆ̃⊗(1)
𝑘+1 =

𝑎⊗̃1

𝑏⊗̃1 + (𝑎− 𝑏⊗̃1)e𝑎𝑘
. (8)

其中: 𝑍(1)为𝑋(⊗̃)的紧邻均值生成序列,

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
− 𝑧(1)(2) (𝑧(1)(2))

2

− 𝑧(1)(3) (𝑧(1)(3))
2

...
...

− 𝑧(1)(𝑛) (𝑧(1)(𝑛))
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⊗̃(0)

2

⊗̃(0)
3

...

⊗̃(0)
𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑎̂ = [𝑎, 𝑏]T = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌.

2.3 信信信息息息域域域确确确定定定

根据推论 1, 通常可将区间灰数序列𝑋(⊗)中信

息域较大的区间灰数的信息域作为预测结果的信息

域.设𝑋(⊗)=(⊗1,⊗2, ⋅ ⋅ ⋅ ,⊗𝑛),信息域序列𝑋𝑑=(𝑑1,

𝑑2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑛),则区间灰数 ⊗̂(𝑡𝑘+1)预测值的信息域

𝑑𝑘+1 = 𝑑1
⋁

𝑑2
⋁ ⋅ ⋅ ⋅⋁ 𝑑𝑛. (9)

2.4 模模模型型型推推推导导导

设 ⊗̂(1)
𝑘+1 ∈ [𝑎̂𝑘+1, 𝑏̂𝑘+1],根据定义 (8),得

𝑏̂𝑘+1 − 𝑎̂𝑘+1 = 𝑑𝑘+1. (10)

又根据定义 5,得

ˆ̃⊗(1)
𝑘+1 =

(𝑎̂𝑘+1 + 𝑏̂𝑘+1)

2
. (11)

联立式 (8), (10)和 (11)组合方程组,得⎧⎨⎩
𝑏̂𝑘+1 − 𝑎̂𝑘+1 = 𝑑𝑘+1,

ˆ̃⊗(1)
𝑘+1 =

(𝑎̂𝑘+1 + 𝑏̂𝑘+1)

2
,

ˆ̃⊗(1)
𝑘+1 =

𝑎⊗̃1

𝑏⊗̃1 + (𝑎− 𝑏⊗̃1)e𝑎𝑘
,

⇒

⎧⎨⎩
𝑎̂𝑘+1 =

𝑎⊗̃1

𝑏⊗̃1 + (𝑎− 𝑏⊗̃1)e𝑎𝑘
− 𝑑𝑘+1

2
,

𝑏̂𝑘+1 =
𝑎⊗̃1

𝑏⊗̃1 + (𝑎− 𝑏⊗̃1)e𝑎𝑘
+

𝑑𝑘+1

2
.

(12)

式 (12)称为基于区间灰数的Verhulst预测模型.

3 高高高层层层住住住宅宅宅沉沉沉降降降量量量的的的Verhulst预预预测测测
下面通过建立某高层住宅工程沉降量的Verhulst

模型来演示区间灰数序列Verhulst模型的建模步骤,

同时验证Verhulst模型在解决实际问题时的有效性和

实用性.

根据表 1,可得到区间灰数序列

𝑋(⊗) =

(⊗1,⊗2,⊗3,⊗4,⊗5,⊗6,⊗7,⊗8,⊗9) =

([2.9, 3.5], [5.0, 5.4], [7.4, 8.2], [10.4, 10.8] ⇒
[14.5, 15.1], [18.9, 19.7], [24.5, 25.3] ⇒
[28.0, 28.6], [30.8, 31.6]).

表 1 某高层住宅工程沉降观测结果的区间灰数值

观测时间 / d 45 90 135

沉降值 / mm [2.9, 3.5] [5.0, 5.4] [7.4, 8.2]

观测时间 / d 180 225 270

沉降值 / mm [10.4, 10.8] [14.5, 15.1] [18.9, 19.7]

观测时间 / d 315 360 405

沉降值 /mm [24.5, 25.3] [28.0, 28.6] [30.8, 31.6]

下面根据第 3节所研究的有关内容,构建区间灰

数序列𝑋(⊗)的Verhulst模型.

Step 1: 核序列的生成.

由定义 5可知, 𝑋(⊗)的核序列𝑋(⊗̃)为

𝑋(⊗̃) = (⊗̃1, ⊗̃2, ⊗̃3, ⊗̃4, ⊗̃5, ⊗̃6, ⊗̃7, ⊗̃8, ⊗̃9) =

(3.2, 5.2, 7.8, 10.6, 14.8, 19.3, 24.9, 28.3, 31.2).

区间灰数的“核”序列需满足Verhulst模型的建

模条件, 这是构建区间灰数序列Verhulst模型的前

30
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图 1 核序列𝑋(⊗̃)的近似 S形特征
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提. Verhulst模型主要用来描述具有饱和状态的过程,

即S形过程. 从𝑋(⊗̃)在二维平面坐标上的映射图形

不难发现, 𝑋(⊗)的核序列𝑋(⊗̃)表现出近似 S形特

征 (见图 1),可以建立Verhulst模型.

Step 2: 核序列的Verhulst模型.

构建序列𝑋(⊗̃)的Verhulst模型, 应用曾波等[15]

提出的灰色建模软件计算模型参数、模型模拟误差和

模型预测值,结果如图 2所示.

图 2 应用灰色建模软件计算Verhulst模型参数

由图 2可知,核序列的Verhulst模型为
ˆ̃⊗(1)
𝑘+1 =

1.596 1

0.042 6 + 0.456 1× e−0.498 8×𝑘
. (13)

Step 3: 取数域的确定.

𝑑𝑘+1 =

𝑑1
⋁

𝑑2
⋁ ⋅ ⋅ ⋅⋁ 𝑑𝑛 =

0.6
⋁

0.4
⋁

0.8
⋁

0.4
⋁

0.6
⋁

0.4
⋁

0.8
⋁

0.6
⋁

0.8 = 0.8.

Step 4: 模型构建.

由式 (12)可得⎧⎨⎩

𝑎̂𝑘+1 =

𝑎⊗̃1

𝑏⊗̃1 + (𝑎− 𝑏⊗̃1)e𝑎𝑘
− 𝑑𝑘+1

2
=

1.596 1

0.042 6 + 0.456 1× e−0.498 8×𝑘
− 0.4,

𝑏̂𝑘+1 =

𝑎⊗̃1

𝑏⊗̃1 + (𝑎− 𝑏⊗̃1)e𝑎𝑘
+

𝑑𝑘+1

2
=

1.596 1

0.042 6 + 0.456 1× e−0.498 8×𝑘
+ 0.4.

(14)

Step 5: 预测.

由图 2可知, 核序列Verhulst预测模型的平均相

对误差为 2.431 0%, 模型精度接近 I级, 可用于预测.

预测结果如表 2所示.

表 2 某高层住宅工程沉降量的预测值

观测时间 / d
项目

450 495 540 595 640

核 34.9 35.8 36.4 36.8 37.1

沉降值/mm [34.5, 35.3] [35.4, 36.2] [36.0, 36.8] [36.4, 37.2] [36.7, 37.5]

4 结结结 论论论

Verhulst模型是灰色预测模型体系的重要组成部

分.该模型主要用于描述具有饱和状态的过程, 常用

于人口预测、生物生长、繁殖预测和产品经济寿命预

测等. 然而,目前Verhulst模型只能构建基于实数序列

的预测模型,而对于灰色系统理论中更为常见的区间

灰数序列则无能为力.为此, 本文首先通过构建区间

灰数核序列的Verhulst模型, 实现了区间灰数核的预

测; 然后通过信息域不减推论对核进行拓展,得到了

区间灰数上界/下界的预测表达式, 进而构建了区间

灰数序列的Verhulst模型; 最后将该模型应用于某高

层住宅工程沉降量的预测,其建模过程验证了新模型

的有效性和实用性.
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