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摘要摘要摘要摘要：文章主要研究采用时滞状态反馈控制自参数动力吸振器减振系统中主系统的振动问题.系统在简谐激励作用

下,采用多尺度方法得到了自参数动力吸振器减振系统中饱和控制的范围 .当系统处于饱和控制时,引入时滞状态反

馈控制主系统的振动.主要分析了反馈增益系数和时滞两控制参数对主系统振动的影响 .结果表明,存在反馈增益系

数和时滞的调节区域能够减小主系统的振动.对某一反馈增益系数,可以在某段区间内调节时滞以减小主系统的振

动.在时滞的调节区间内存在一个时滞的“最大减振点”,能够在该反馈增益系数下最大程度的减小主系统的振动.研

究还表明,随着反馈增益系数的不断增大,时滞在“最大减振点”时系统的减振能力也不断提高.通过合理的选择反馈

增益系数和时滞两参数,主系统的振动几乎可以完全消除.
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引引引引 言言言言

自参数振动是一种特殊的非线性振动 .自参数

振动一般由两个部分组成,主振动系统在外激励、参

变激励或者是自激作用下振动 .次系统不直接受到

激励的作用,一般不随着主系统振动.主系统实际上

就充当了次系统的参变激励 .自参数共振使得次系

统吸收主系统的振动,从而抑制主系统的振动.饱和

现象是非线性自参数系统一种重要的现象 .当主系

统受到外共振类型的外激励时 ,主系统的振幅随着

外激励振幅的增大而增大 ,当外激励的振幅超过某

一门槛值时,主系统的振幅达到饱和而不再增大 ,这

时能量就传递到次系统 ,这种现象称为非线性自参

数振动系统的饱和现象 .利用非线性自参数振动系

统的饱和性质能够实现对主系统振动的宽频带控制.

在弱非线性振动系统中 ,当一个两自由度系统的两

个固有频率比为 1:2,并且高阶模态受到主共振类型

的外激励时,系统就出现了饱和现象.Nayfeh 等[1]在

研究船体的俯仰和横摇耦合运动时首先发现了饱和

现象.后来 Haddow等[2]在实验中也证实了饱和现象

的存在,并提出可以利用非线性系统的饱和现象制

造减振器.Haxton 等[3]对一个自参数减振器模型进

行了研究,发现当主共振和 1:2内共振同时发生时系

统出现饱和现象.Banerjee等[4]和Bajaj等[5]研究了带

有参数激励摆的两自由度振动系统,发现了混沌等

复杂运动,研究还发现由于模型当中高阶非线性项

的出现而阻止了饱和现象的出现.Rifai 等[6]学者研

究了带有参数激励摆的四自由度系统 ,发现了混沌

等复杂运动.Vyas 等[7]学者研究了带有多个参数激



励摆的多自由度系统的动力学行为 ,研究发现使用

多摆拓宽了减振频带的宽度 .Nayfeh 等[8]研究了两

个耦合梁的自参数振动问题 ,发现了由于内共振而

产生的饱和现象,以及产生的准周期等复杂运动.Pai

等[9]学者利用内共振和自参数系统的饱和现象来控

制悬臂梁的瞬态和稳态响应 ,取得了很好的控制效

果.Sayam 等[10]利用自参数振动系统的饱和性质,采

用压电作动器来主动控制悬臂梁的振动 ,研究了振

动模态耦合对悬臂梁振动的影响.Li 等[11]利用饱和

性质采用非线性吸振器主动控制非线性机械设备的

振动.Song 等[12]采用谐波平衡法研究了带有参数激

励摆的两自由度质量弹簧系统的动力学响应特性和

稳定性.作者对文献[12]的研究发现在某些内共振解

谐参数范围内系统也存在饱和现象 ,在某些情况下

可以利用饱和现象控制主系统的振动 ,达到控制要

求.然而进一步的研究又发现饱和控制时主系统的

振幅较大,对于一些精密仪器设备减振效果并不理

想.作者近期的研究 [13.14]发现采用时滞反馈控制可

以抑制主系统的振动以及控制饱和控制的减振频带.

作者出于抑制饱和控制时主系统振动的研究动机 ,

考虑采用时滞反馈来抑制主系统的振动.

时滞减振是一种新兴的减振技术 ,美国学者

Olgac[15]首先提出在耦合的线性强迫振动系统中耦

合进时滞,可以通过时滞的在线调节完全消除主系

统的振动.该课题组的成员经过大量的理论和实验

研究[16-18]取得了线性系统时滞动力吸振器减振技术

的理论依据和实验结果 .尽管研究表明该减振器对

主系统的振动有很好的减振效果 ,然而该方法存在

本质的缺陷.原因在于时滞量是一个确定的数值 ,如

果在工程实践中时滞漂移,系统的振动将更加剧烈.

因此,作者考虑采用时滞和非线性联合耦合的方法

使非线性系统时滞动力吸振器具有更宽的共振频带,

加上时滞本身又有移相作用 ,非线性和时滞的联合

耦合作用就使得时滞的可调节范围大大的拓宽了 .

本文在文献[12]的非线性动力吸振器系统中引进一

个带有时滞的状态反馈 ,采用时滞反馈控制来抑制

主系统的振动.相比阻尼减振器和非线性动力吸振

器的振动控制系统 ,时滞反馈控制是两参数控制问

题,反馈增益系数和时滞是两个可以独立调节的物

理参数,有广阔的设计和调节空间.

1111 时滞动力系统的微分方程时滞动力系统的微分方程时滞动力系统的微分方程时滞动力系统的微分方程

文献[12]研究了一个带有参数激励摆的质量弹

簧系统.在控制系统中,通常时滞被看成是系统的不

利因素,时滞是要求被减小或者是控制的量 ,因为即

使很小的时滞也可能引起系统复杂的动力学行为 .

在本文中,作者给振动系统引进一个带有时滞的状

态反馈,用来控制该系统中主系统的振动 ,图 1 是减

振系统的结构示意图.

图 1 自参数振动系统的时滞反馈控制模型

Fig. 1 A model describing the auto-parametric

dynamical vibration absorber with delayed feedback

以垂直方向的位移和单摆的角度位移为广义



坐标,建立系统的运动微分方程

( ) ( sinp pM m x cx kx m l θ θ+ + + + &&&& &

2 cos ) ( )f tθ θ+ =& (1)

sin ( ) ( ) 0pJ c m l g x Tθ τθ θ θ θ θ+ + + + − =&& & && (2)

其中,M 是主系统物块的质量, k是线性弹簧的

刚度系数, c是阻尼器的阻尼系数.物块M 受到谐波

外激励 0( ) cos( )f t P tω= 的作用.次系统也就是减振

器系统,由附加到主系统的单摆构成, pm 是摆的质

量, l 是摆杆的长度, cθ 和 J 分别表示单摆的阻尼系

数及惯性矩. ( )T τθ θ− 是耦合进的反馈控制项,T 是

反馈增益系数 ,τ 是时滞,且 ( )tτθ θ τ= − .当 0τ = 时,

时滞反馈控制项消失,该系统就退化为文献[12]中所

研究的自参数动力吸振器减振系统 .因此,很容易观

察到 0τ ≠ 时时滞反馈控制对主振动系统的减振效

果.
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为了便于分析,引入下列无量纲量
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= .为了书写方便,将方程中“*”号去

掉,则系统无量纲化的运动微分方程为

2 2
12 ( sin cos )

1
R
R

η ξη α η θ θ θ θ′′ ′ ′′ ′+ + + +
+

2 cos( )F tα Ω= (3)

2 2
2 12 ( )sinθ ξ θ µ α β η θ′′ ′ ′′+ + +

2 2
2 ( ) 0τα β θ θ+ − = (4)

其中,Ω 是无量纲频率, ( ) ( )
*

d
dt

′ = .

由于 x 和 θ 均为小量 ,计算中可以近似取

3sin / 6θ θ θ≈ − , 2cos 1 / 2θ θ≈ − .对变量进行重新标

度 , 取 ˆη εη= , ˆθ εθ= , 2 ˆF Fε= , 1 1̂ξ εξ= ,

2 2̂ξ εξ= , 2 2
2 2

ˆβ εβ= , ˆ
τ τθ εθ= .同时为了书写方便,将“^”

去掉,得到新的无量纲化的系统的运动微分方程

2 2
1 [ ( )

1
RG
R

η Ω η ε η θ θ θ′′ ′ ′′ ′+ = − − +
+

2cos( )] ( )E t OΩ ε+ + (5)

2 2
2 [ ( )] ( )H D Oτθ Ω θ ε θ µθη θ θ ε′′ ′ ′′+ = − − − − + (6)

其 中 , 2 2
1Ω α= , 2 2 2

2 1Ω µα β= , 2 2
2D α β= ,

2E Fα= , 12G ξ= , 22H ξ= .

下面采用多尺度方法来寻找方程的二阶近似解,

其解可以表示为

0 0 1 1 0 1( , ) ( , ) ( , )t T T T Tη ε η εη= + + ⋅⋅ ⋅ (7)

0 0 1 1 0 1( , ) ( , ) ( , )t T T T Tθ ε θ εθ= + + ⋅⋅ ⋅ (8)

0 0 1 1 0 1( , ) ( , ) ( , )t T T T Tτ τ τθ ε θ εθ= + + ⋅⋅ ⋅ (9)

的形式.其中 n
nT tε= , 0,1,2,n = ⋅⋅⋅是引进的一些新的

自变量,因此关于 t的导数变成关于 nT 的偏导数,可

以表示为

0 1
d D D
dt

ε= + + ⋅⋅ ⋅ (10)

2
2

0 0 12 2d D D D
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ε= + + ⋅⋅ ⋅ (11)

其中, k
k

D
T
∂

=
∂

, 0,1k = .

将方程(7)-(11)代入方程(5)-(6),并使 ε 同次幂的

系数相等,得到

1ε :
2 2
0 0 1 0 0D η Ω η+ = (12)

2 2
0 0 2 0 0D θ Ω θ+ = (13)

2ε :



2 2
1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 02 [

1
RD D GD D
R

η Ω η η η θ θ+ = − − −
+

2
0 0( ) ] cos( )D E tθ Ω+ + (14)

2 2
0 1 2 1 0 1 0 0 02D D D HDθ Ω θ θ θ+ = − −

2
0 0 0 0 0( )D D τµθ η θ θ− − − (15)

方程(12)和(13)的通解可以表示为

1 0
0 1 1( ) i TA T e ccΩη = + (16)

2 0
0 2 1( ) i TA T e ccΩθ = + (17)

其中, 1 1( )A T 和 2 1( )A T 是未确定的函数, 1i ≡ − , cc代

表前面各项的共轭复数.

外激励项和时滞项可以表示为如下的形式

0
0

1cos( )
2

i TE T Ee ccΩΩ = + (18)

2 0( )
0 2 1( ) i TA T e ccΩ τ
τ τθ −= + (19)

假设τ 和 ε 都很小的前提下, 2A τ 可以按照泰勒

级数展开[19]成下面的形式

2 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )A A T A T A Tτ ετ ετ ′= − = −

2 2
2 1

1 ( )
2

A Tε τ ′′+ + ⋅⋅ ⋅ (20)

将方程(16)-(20)代入方程(14)-(15)得到

1 0 02 2
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1(2 )
2
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2 022 2
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2 02 2
0 1 2 1 2 2 2(2 ) i TD i A HA e Ωθ Ω θ Ω ′+ = − +

1 2 0 1 2 0( ) ( )2 2
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2 0 2 0( )
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其中, 1() () () ( )T tε′ ≡ ∂ ∂ = ∂ ∂ .

考虑主共振和 1:2 内共振同时发生时减振系统

的动力学行为,引进解谐参数 1σ 和 2σ 表示偏差值.其

中 1σ 表示外共振解谐,与系统的减振频带有关; 2σ

表示内共振解谐,与制造和控制等技术有关.

1 1Ω Ω εσ= − (23)

1 2 22Ω Ω εσ= − (24)

考虑(23)和(24)得到方程(21)和(22)的可解性条

件
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2
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方程(25)和(26)的解可以写成如下的形式

1 1( )
1 1 1 1

1( ) ( )
2

i TA T a T e θ= (27)

2 1( )
2 1 2 1

1( ) ( )
2

i TA T a T e θ= (28)

将方程(27)和(28)代入方程(25)和(26),并将得到

的结果实部和虚部分开,得到

1 1 1
1

1 1sin
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a E Gaφ
Ω
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2 2
2 2 2

1
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R
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2 2
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1
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2 2 1 1 2 2

2
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2 4
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Ω
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2 2
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21 2
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σ σ µΩ φ
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其中, 1 1 1 1Tφ σ θ= − , 2 1 2 2 12 Tφ θ θ σ= − − .
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主系统和次系统的振幅 1a 和 2a 都假设是正数,

则方程组(29)-(32)可能存在两类平衡解

(1)耦合模态解

22
1 22
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a H DΩ
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2
2a b b c= − ± − (34)

(2)单模态解
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为了确定平衡解的稳定性,将方程组(29)-(32)转

化到直角坐标系下
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其中 , 1 1 1cosp a φ= , 1 1 1sinq a φ= , 1 2
2 2 cos 2
p a φ φ+

= ,

1 2
2 2 sin 2
q a φ φ+

= .

为了分析平衡解的稳定性,对方程组(39)-(42)进

行摄动分析,摄动方程为

1 1 2 2{ , , , }Tp q p q∆ ∆ ∆ ∆′ ′ ′ ′ =

1 1 2 2{ , , , }Tp q p q∆ ∆ ∆ ∆[J][J][J][J] (43)

其中,T 代表转置矩阵, [J][J][J][J]是雅可比（C. G. J. Jacobi）

矩阵.对应平衡解的特征方程可以表示为

4 3 2
1 2 3 4 0λ δ λ δ λ δ λ δ+ + + + = (44)

式中 λ 代表矩阵 [J][J][J][J]的特征值, 1δ , 2δ , 3δ 和 4δ 代表特

征方程的系数.

用罗斯-霍尔维兹准则去判断方程的稳定性 ,得

到系统稳定的充分和必要条件

1 0δ > , 1 2 3 0δ δ δ− > ,

2
3 1 2 3 1 4( ) 0δ δ δ δ δ δ− − > , 4 0δ > (45)

目前主要的分岔理论都是针对自治系统的分岔

问题,本文研究的微分方程(3)和(4)是非自治系统,为

了研究该系统的分岔及系统的动力学行为 ,文章采

用多尺度的方法得到新的自治系统的方程(39)-(42),

研究其平衡解的稳定性及分岔问题 .因此,非自治系

统的微分方程(3)和(4)的平衡解的稳定性归结为研

究特征方程(44)的所有特征根性质来决定.

4444 饱和控制范围及其分析饱和控制范围及其分析饱和控制范围及其分析饱和控制范围及其分析

通过对平衡解的分析可以断定,系统可能存在

单模态和耦合模态两种运动状态.图 2和图 3分别给

出了内共振解谐参数 2 0.30σ = − 和 2 0.10σ = 时原始

的无时滞系统的幅频响应曲线 ,图中 ( )SN g 代表鞍结

分岔点, ( )PF g 代表叉形分岔点, ( )HB g 代表 Hopf 分岔



点.空心点线代表稳定解,实线代表不稳定的焦点,星

号线代表除不稳定焦点以外的其它类型不稳定的解.

图 2 中无量纲参数选择为 : 1 0.90Ω = , 0.10H = ,

1.00µ = , 0D = , 0.10G = , 0.10E = , 0.10R = .

令微分方程组(39)-(42)右端为零,采用摄动法可

得到平衡解如图 2 和图 3 所示。在微分方程组

(29)-(32)中 1 1 2 2{ , , , }Ta aφ φ 为状态变量，为了进一步研

究平衡解的类型和稳定性，令 1 1 2 2{ , , , }Tp q p q 为变换

后的状态变量,外共振解谐参数 1σ 为分岔参数.变量

1 1 2 2{ , , , }Ta aφ φ 的 雅 可 比 矩 阵 与 转 换 后 的 变 量

1 1 2 2{ , , , }Tp q p q 的雅可比矩阵 [J][J][J][J]具有相同的特征根.

对每一个 1σ 值都可以得到矩阵 [J][J][J][J]有四个特征根,根

据特征根的性质可以判断平衡解的类型以及稳定性.

如果四个特征根都具有严格的负实部 ,则平衡解就

是稳定的,反之就是不稳定的.在得到了平衡解的个

数,分析了平衡解的类型,判断了平衡解的稳定性随

着分岔参数 1σ 的变化之后,需要进一步识别分岔的

类型.

首先,找到特征根为零的点.在复平面内,随着分

岔参数 1σ 的变化,如果有一个特征根沿着实轴从左

半平面穿越到右半平面 ,而其余三个特征根仍然在

左半平面,则可能发生鞍结分岔或叉形分岔 .如果在

分岔点平衡解个数为 1,分岔点两侧分别为 0和 2,平

衡解的两个分支分别为不稳定的鞍点和稳定的结点,

则可以判定该分岔点为鞍结分岔 .如果一个稳定

(不稳定) 的平衡解经分岔点后分支出另外一支不

稳定(稳定)的平衡解,则可判定该分岔点为叉形分

岔.

其次,找到特征根实部为零的一对纯虚根的点.

在复平面内,随着分岔参数 1σ 的变化,如果有一对非

零的共轭特征根横穿虚轴 ,而其余两个特征根仍然

在左半平面,则可能发生 Hopf分岔.如果在分岔点两

侧,平衡解的两个分支分别为稳定的焦点和不稳定

的焦点,则可判定该分岔点为 Hopf分岔.

图2 2 0.30σ = − 时的幅频响应曲线 (a)主系统, (b)

次系统

Fig. 2 The amplitude – frequency response curves

when 2 0.30σ = − , where (a) primary system, (b)

second system



图 3 2 0.10σ = 时的幅频响应曲线 (a)主系统, (b)

次系统

Fig. 3 The amplitude – frequency response curves

when 2 0.10σ = , where (a) primary system, (b)

second system

根据系统的运动状态不同在图 2中外共振解谐

参数 1σ 将横轴分为 4 个区间.首先,当外共振解谐参

数 1σ 在 [ ]11,SN− 或 [ ]2 ,1SN 的区间变化时,系统是稳

定 的 单 模 态 运 动 . 其 次 , 当 1σ 在 [ ]1 1,SN PF 或

[ ]2 2,PF SN 区间变化时,如果初始条件比较小,系统是

稳定的单模态运动;如果初始条件较大,系统则是稳

定的耦合模态运动 .再次 ,当 1σ 在 [ ]1 1,PF HB 或

[ ]2 2,HB PF 区间变化时,系统是稳定的耦合模态运动,

对应系统的饱和控制状态.最后,当 1σ 在 [ ]1 2,HB HB

区间变化时,由于周期解通过 Hopf分岔失去稳定性,

系统可能产生准周期或者是混沌等复杂的运动 ,这

一结果在文献[4,7]中也得到了证实,因此在工程实

际中要避免动力吸振器在该区域操作.

图 3是 2 0.10σ = 时原始的无时滞系统的幅频响

应曲线,而且在图 3中没有 Hopf分岔出现.通过对比

图 2和图 3能够发现,随着内共振解谐参数绝对值的

不断增大幅频响应曲线出现了 Hopf分岔点,使得系

统出现了复杂的动力学现象.因此,控制内共振解谐

参数显得非常重要.下面以 2 0.10σ = 为例,在方程(3)

和(4)的基础上进行数值模拟 ,分析饱和控制对主系

统振动的抑制作用.图4是没有动力吸振器时当外共

振解谐参数为 1 0.10σ = 时主系统的时间历程响应曲

线.图 5 则给出了有动力吸振器时外共振解谐参数

1 0.10σ = ,内共振解谐参数 2 0.10σ = 时主系统的时

间 历 程 响 应 曲 线 , 其 中 初 始 条 件 为

4(0) (0) (0) (0) 10η θ η θ −′ ′= = = = .

图 4 无动力吸振器时主系统的时间历程响应

曲线,其中 1 0.10σ =

Fig. 4 Time history response curves of the primary

system without dynamical vibration absorber,

where 1 0.10σ =



图 5 有动力吸振器时主系统的时间历程响应

曲线,其中 1 0.10σ = , 2 0.10σ =

Fig. 5 Time history response curves of the

primary system with dynamical vibration absorber,

where 1 0.10σ = , 2 0.10σ =

由图4可以看出当没有动力吸振器时,在主共振

点附近( 1 0.10σ = )主系统的振幅为 0.46.当采用动力

吸振器之后,在存在内共振解谐参数( 2 0.10σ = )时主

系统的振幅被抑制到 0.10,此时系统处于饱和控制

状态.由此可以看出,饱和控制对主系统的振动有比

较好的抑制作用.

以 1 1 2 2{ , , , }Ta aφ φ 为状态变量, 1σ 为分岔参数,图 2

和图 3 分别给出了 2 0.30σ = − 和 2 0.10σ = 两个特定

数值时系统的幅频响应曲线 .为了研究内共振解谐

参数 2σ 对系统幅频响应曲线的影响.计算出了不同

2σ 数值时系统的幅频响应曲线 ,找出所有的分岔点,

然后将其投影到 1σ - 2σ 平面上,从而得到了图 6所示

的 1σ - 2σ 平面上的分岔曲线图.图中状态变量 1a , 2a

关于分岔参数 1σ 在这些分岔曲线上会发生相应的

分岔.

图 6 1σ - 2σ 平面上的分岔曲线

Fig. 6 The bifurcation curves on the plane of

1σ - 2σ

在图 6 中根据系统运动状态不同,分岔曲线将

1σ - 2σ 平面分成了 4个区域,分别标识为 I,II,III和 IV.

当参数选择在区域 I 时,系统是稳定的单模态运动.

当参数选择在 II 区域时,系统可能是稳定的单模态

运动或处于饱和控制状态.当参数选择在 III区域内

时,系统处于饱和控制状态.当参数选择在 IV区域时,

系统会出现复杂运动.

以上的分析表明,当系统处于单模态运动状态

时,单摆没有振动,因此没有对主系统的振动起到起

到抑制作用.实际上,自参数动力吸振器就是利用系

统处于耦合模态运动来控制主系统的振动 .对应本

文中的自参数动力吸振器 ,其饱和控制的有效工作

范围是区域 III,即 1 1 2PF PFσ ∈[ , ][ , ][ , ][ , ] ,这与文献[20]定义

的控制器的有效减振频带是一致的.

考虑到工程中由于制造和控制等技术原因不可

避免的会产生内共振解谐参数 ,但是内共振解谐参

数一般也不会太大 ,文章主要考虑内共振解谐参数

2 [ 0.30,0.30]σ ∈ − 区间变化时对系统饱和控制的影

响,因为超出该范围的研究没有实际的物理意义 .由

图 6可以看出,内共振解谐参数 2 0 30 0 20σ ∈ − −[ . , . ][ . , . ][ . , . ][ . , . ]或

2 0 20 0 30σ ∈[ . , . ][ . , . ][ . , . ][ . , . ]区间变化时,饱和控制的减振频带具



有一定的宽度,但在该区域内系统会出现复杂运动 ,

减振频带的分布不合理.因此,当内共振解谐参数在

此区间变化时主要应该考虑采用时滞反馈控制来消

除 Hopf分岔,这项工作在另外一篇文章中已经进行

了研究.当内共振解谐参数 2 [ 0.20,0.20]σ ∈ − 范围内

变化时 ,饱和控制的减振频带分布在主共振点

1 0σ = 附近,而且具有一定的宽度 ,表明饱和控制的

减振频带分布比较合理.但是结合图 2和图 3的幅频

响应曲线就会发现 ,内共振解谐参数在此区间变化

时饱和控制时主振动系统的振幅相对单模态运动时

还是比较大.对于一些精密仪器设备,主系统的振动

有必要进一步加以抑制.下面研究采用时滞反馈来

抑制系统饱和控制时主振动系统的振幅问题.

5555 时滞反馈控制主振动系统的振动时滞反馈控制主振动系统的振动时滞反馈控制主振动系统的振动时滞反馈控制主振动系统的振动

以图2中内共振解谐参数 2 0 10σ = .... ,主共振点附

近外共振解谐参数 1 0 10σ = .... 为例,研究采用时滞反

馈控制来抑制饱和控制时主系统的振动问题.文中

控制参数选择为反馈增益系数 D 和时滞τ ,其它物

理 参 数 选 择 与 原 来 相 同 ,分 别 为 : 1 0.90Ω = ,

2 0.50Ω = , 0.10H = , 1.00µ = , 0.10G = , 0.10E = ,

0.10R = .图 7-图 10 给出了不同反馈增益系数下系

统的振幅-时滞响应曲线.图中 HB代表Hopf分岔点,

空心点线代表稳定解,实线代表不稳定的焦点,星号

线代表除不稳定焦点以外的其它类型不稳定的解.

图 7 振幅-时滞响应曲线,其中 0.10D = (a)主系

统, (b)次系统

Fig. 7 Amplitude-delay response curves when

0.10D = , where (a) primary system, (b) second

system



图 8 振幅-时滞响应曲线,其中 0.30D = (a)主系

统, (b)次系统

Fig. 8 Amplitude-delay response curves when

0.30D = , where (a) primary system, (b) second

system

图 9 振幅-时滞响应曲线,其中 0.60D = (a)主系

统, (b)次系统

Fig. 9 Amplitude-delay response curves when

0.60D = , where (a) primary system, (b) second

system

图 10 振幅-时滞响应曲线,其中 1.00D = (a)主系

统, (b)次系统

Fig. 10 Amplitude-delay response curves when

1.00D = , where (a) primary system, (b) second

system

从图 7中观察到,当时滞在 (0,1.00]τ ∈ 的范围内

进行调解时都能够达到减小主系统振动的目的 .并

且 ,在 0.90τ = 附近主系统的振幅达到最小值 ,

0.90τ = 称为 0.10D = 时时滞的“最大减振点”.

观察图 8,随着反馈增益系数的增大,在 0.56τ =

附近振幅-时滞响应曲线出现了 Hopf分岔点 HB .系

统的周期振动通过 Hopf 分岔产生复杂的运动状

态. 0.33τ = 是 0.30D = 时时滞轴上的一个最大减振

点.图 9和图 10中振幅-时滞响应曲线的拓扑结构与

图 8是一致的.对应 0.60D = 和 1.00D = 时,时滞的最

大减振点分别是 0.16τ = 和 0.10τ = .



综合分析图 7-图 10可以发现,随着反馈增益系

数的不断增大系统的时滞可调节区间变小了 ,在时

滞轴上“最大减振点”的出现提前了.并且,随着反馈

增益系数的不断增大,对应到“最大减振点”时系统

的减振能力也在不断的提高 .当反馈增益系数达到

最大值 1.00D = 时,对应到时滞轴上的最大减振点

0.10τ = 时主系统的振动基本能够完全消除.

为了定量的验证本文结果的准确性,进而定性

的判断时滞反馈控制减振的正确性,文章以 0.10D =

为例,在方程(3)和(4)的基础上进行数值模拟 ,图 11

给出了系统的振幅-时滞响应曲线的数值模拟图.图

中五角星代表数值模拟的结果 .其中初始条件为

4(0) (0) (0) (0) 10η θ η θ −′ ′= = = = , [ ,0)t τ∈ − 时

( ) ( ) ( ) ( ) 0t t t tη θ η θ′ ′= = = = .

图 11 振幅-时滞响应曲线数值模拟图,其中

0.10D = (a)主系统, (b)次系统

Fig. 11 Numerical simulation of amplitude-delay

response curves when 0.10D = , where (a) primary

system, (b) second system

从图11中可以看出,数值模拟的结果与解析结

果吻合的比较好,这也说明在此基础上进行计算得

到的结果是可靠的.

图 12 给出了不同反馈增益系数下主系统的时

间历程的数值模拟图.



图 12 主系统的时间历程响应曲线 (a)

0D = , 0τ = , (b) 0.10D = , 0.90τ = ,(c) 0.30D = ,

0.33τ = , (d) 0.60D = , 0.16τ = , (e) 1.00D = ,

0.10τ = .

Fig. 12 Time history response curves of the primary

system, where (a) 0D = , 0τ = , (b) 0.10D = ,

0.90τ = , (c) 0.30D = , 0.33τ = , (d) 0.60D = ,

0.16τ = , (e) 1.00D = , 0.10τ = .

图 12(a)是不存在时滞反馈时主系统的时间历

程响应曲线,图 12(b)-12(e)分别是反馈增益系数取

0.10D = , 0.30D = , 0.60D = 和 1.00D = 时系统处于

时滞的“最大减振点”时主系统的时间历程响应曲线.

从图中可以看出无时滞控制时主系统振动的振幅是

0.10.当反馈增益系数取 0.10D = ,时滞为最大减振点

时,主系统的振幅降低为 0.020;当反馈增益系数取

0.30D = ,时滞为最大减振点时,主系统的振幅降低

为 0.008；当反馈增益系数取 0.60D = ,时滞为最大减

振点时,主系统的振幅降低为 0.004;当反馈增益系数

取 1.00D = ,时滞为最大减振点时 ,主系统的振幅降

低为 0.002.

6666 结结结结 论论论论

文章研究了采用时滞状态反馈控制自参数动力

吸振器减振系统中主系统的振动问题 .主要研究了

反馈增益系数和时滞两参数对主系统振动的控制效

果,得到以下几条结论：

1) 可以利用自参数动力系统的饱和性质来控制主

系统的振动,取得比较好的减振效果 ,在某些情

况下可以满足振动系统的减振要求 .依据 1σ - 2σ

平面上的分岔图,通过控制解谐参数可以发挥自

参数动力吸振器的减振作用.

2) 有些振动系统对减振要求比较高,当系统处于饱

和控制时,主系统振动的振幅还是比较大 ,不能

满足减振要求.可以采用时滞反馈进一步来控制

主系统的振动.

3) 对时滞反馈控制减振系统,可以通过调节反馈增

益系数和时滞两参数来控制主系统的振动.对某

一反馈增益系数,存在时滞的一段区间可以减小

主系统的振动.并且在时滞的这段区间里 ,存在

一个“最大减振点”,可以最大程度的减小主系统

的振动.

4) 对不同的反馈增益系数,“最大减振点”所对应的

时滞量以及主系统的振幅也不相同.随着反馈增

益系数的不断增大,“最大减振点”所对应的时滞

量不断减小,“最大减振点”所对应的主系统的振

幅也不断降低,这表明时滞减振系统的减振能力

在不断提高.



5) 对本文研究的带时滞反馈控制的自参数动力吸

振器减振系统,可以通过调节反馈增益系数和时

滞两参数,使得对应“最大减振点”时主系统的振

动几乎可以完全消除.
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AbstractAbstractAbstractAbstract：The delayed feedback control is applied to suppress the vibration of the primary system in an

auto-parametric dynamical system. The multiple scale method is employed to obtain the range of the

saturation control when the system is excited by the harmonic vibration. The delayed feedback control is

used to control the vibration of the primary system when the system is in saturation control. The effects of

the gain and delay on the vibration suppression of the primary system are analyzed. The results show that the

vibration of the primary system can be suppressed at some values of the gain and delay. As the delay varies

for a fixed gain, it is seen that the vibration of the primary system can be suppressed at some values of the

delay. There is a “maximum vibration suppression point” at these values of delay, where the amplitude of the

primary system can be suppressed to a minumum value. As the gain increases, the performance of the

vibration suppression is improved at the “maximum vibration suppression point”. It implies that if the

suitable delay and gain are achieved the vibration of the primary system almost could be suppressed to zero.

KeyKeyKeyKey wordswordswordswords：delayed feedback； saturation control；auto-parametric dynamical vibration absorber；vibration

suppression
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