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基于厚板精化理论研究结构振动的模态控制方法
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摘  要：平板动力学与控制是工程结构设计中的重要研究课题。该文基于厚板弯曲振动的精确化方程，采用

Hamilton状态空间方法，研究了平板结构的振动控制问题。通过满足平板两侧的自由边界条件以及两端的边界条

件，确定了悬臂厚板中的振动模态。而后，采用独立模态控制方法，对悬臂板条的振动控制策略进行了研究，并

把结果与基于Mindlin板理论计算得到的结果做了对比分析。最后，对模态控制实施的数值结果做了进行了讨论。

该文研究结果可望能在现代工程结构动力学分析和振动控制中得到应用。 
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MODAL CONTROL OF PLATE VIBRATION BY REFINED THEORY OF 
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Abstract:  Dynamics of plates, as well as its vibration control, is an important research topic in the design of 
engineering structures. In this paper, based on Hamiltonian formulism using the refined dynamic equation of thick 
plates, the vibration control of plate structures is investigated. By satisfying the boundary conditions of plates, 
vibration modes of thick plates were obtained. The independent modal space control was applied to achieve the 
active vibration control of cantilever plates. The calculated results were compared with those based on Mindlin 
plate theory. The results were analyzed and discussed through a comparison with numerical simulations. The 
research results of this paper can be applied to the analysis of structural dynamics and vibration control in modern 
engineering. 
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经典薄板理论方程简单，在工程结构分析中广

泛应用[1―4]。但是，当研究厚板结构动力学时，由

于薄板理论的局限性会使分析计算结果有较大的

误差。平板振动方程的精确性直接关系到结构动响

应和振动控制的计算结果和有效性[5―8]。 
20 世纪中期 Reissner[9]运用广义余能变分原理

推导了考虑剪切变形影响的板理论静力学方程，即

厚板理论。后来，Mindlin[10]考虑了横向剪切变形和

转动惯量的影响，给出了厚板振动的动力学方程[11]。

胡超等基于算子代数和算子谱以及规范场理论给

出了厚板结构振动精确化动力学方程[12]。 
本文将基于厚板振动精确化方程，采用

Hamilton状态空间法，对悬臂板振动控制问题进行
研究。给出悬臂板结构振动控制的模态方法，并对

振动控制实施效果进行分析讨论。 
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1  平板弯曲振动的精确化方程 

据文献[12]平板结构弯曲振动的动力学方程
为： 
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式中：C 、 D分别为板的抗剪刚度和抗弯刚度，
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不失一般性，研究问题的稳态解，设： 
ie tW W ω−= % , ie tF F ω−= % , ie tf f ω−= % .    (2) 

其中：ω是板振动的圆频率； i是虚数单位。为研
究问题方便，在以下分析中略去函数上的符号~。 

由式(1a)可得频域内平板位移应满足的方程
为： 

2
2 2

1
( ) 0Π jj

Wα
=

∇ + =           (3) 

式中， ( 1,2)j jα = 是行波波数，满足如下代数方程： 
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式中：
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应的广义位移势函数 ( , )F x y 可描述为： 
2 2

1 1
( 1)j j j

j j
F F Wδ

= =

= = −∑ ∑         (5) 

其中： 2 2( ) 0j jWα∇ + = ； ( 1,2)j jδ = 为位移势函数

比例系数，
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设平板中纵向振动的本征值为 µ，而横向振动
所对应弯曲模和剪切模的本征值分别为λ和η。此

时结构内振动模式可描述为： 

1 1 2 2e [ cosh( ) cosh( )]xW A y A yµ λ λ= +    (6a) 

3 e sinh( )xf A yµ η=                   (6b) 
式中， ( 1,2,3)iA i = 是振动模式系数。 

将式(6a)代入到式(3)中，可得如下代数方程式： 
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引入组合参数： 
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则横向位移函数的表达式可描述为： 

1 1 1 2e [cosh( ) cosh( )]xW A y yµ λ σ λ= −    (8) 

设平板宽度为 2b，其两侧为自由边界条件： 
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根据文献[10]中的广义内力表达式，可得： 

2 22

2
1

1(1 ) ( 1)
2

j
y j

j

W fM D D
x yy

ν δ ν
=

 ∂ ∂
= − − − − − × 

∂ ∂∂  
∑  

2
2 2 2

2
1

( ) ( 1) ,j j
j

k W Wδ
=

 
∇ + + − ∇ 

 
∑  

xyM =  
2 2 22

2 2
1

1(1 ) ( 1) ,
2

j
j

j

W f fD
x y x y

ν δ
=

 ∂  ∂ ∂
− − − − −  ∂ ∂ ∂ ∂   

∑  

2

1

1( 1)
4

j
y j

j

W W fQ C D
y y x

δ
=

∂ ∂ ∂
= − − − − + × ∂ ∂ ∂ 

∑  

2 2 2 2
2 2( ) [(2 ) (1 ) ]Wk k

y
ν ν ν

 ∂
∇ + + − ∇ + − ×

∂
 

2
2 2

2
1
( 1) (1 )( )j

j
j

W fk
y x

δ ν
=

∂ ∂ − − − ∇ + 
∂ ∂ 

∑      (10) 



 工    程    力    学 47 

 

将式(10)代入到式(9)中，可得本征值的关系式： 
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平板结构弯曲振动的位移分量可写为： 
1 2 1[ cosh( ) sinh( )][cosh( )W B x B x yµ µ λ= + +  

1 2 3 4cosh( )] [ cos( ) sin( )]y B x B xσ λ µ µ− + + ⋅  

1 2 2[cos( ) cos( )]y yλ σ λ−                 (12) 
式中， ( 1,2,3,4)nB n = 是模式系数； 
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在相空间中广义位移与广义动量可分别取为
T( , , )x yW ψ ψ=q ， T( , , )x x xyQ M M= − −p 。板两端

分别给定广义位移和广义动量，其变分式为： 
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由于广义动量和位移变分的任意性，将状态向

量 T T T[ , ]=v q p 代入到式(13)中，可得代数方程： 
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2 1 1 2 2 2
1 [ sin( ) sin( )]
2
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根据式(14)，整理可得如下关系式： 
( )sinh( )sin( )a aαβ γδ αβ γδ µ µ+ + + +  

( )cosh( )cos( ) 0a aαγ βδ µ µ− =      (15) 

将式(3)、式(11)和式(15)联立，可得振动的固
有频率。平板弯曲振动的位移分量可描述为： 
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式系数。 
这样，平板结构的振动解可描述为： 
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式中， A是平板振动的振幅。 

2  悬臂板的模态坐标方程 

将振动模态截断，平板振动的位移可描述为： 
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式中， ijW 、 ijq 分别为模态函数和模态坐标。 

将式(18)代入到式(3)，可得如下方程式： 
2 2 2

2
1 1 1 1 2

1 1 3 2
2 1

m n m n

ij
i j i j

W
c

κ
κ= = = =

−∇ ∇ − ∇ + −
∑∑ ∑∑  

2
2 2
2 22 2

3 4 1 1 0
4(1 ) 6 2 ij ijk k W q

h t
κ

κ
 ∂ − − = − ∂ 

(19) 

其中， ( , )ijW x y 应满足如下方程： 
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式中， ijω 为平板振动的固有频率。 

根据结构振动振型的正交性，振型函数应   
满足： 
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最终平板的模态坐标方程为： 
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式中， , ( )r sf t 为外扰力： 
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3  平板振动的独立模态控制 
平板结构振动的状态空间描述为： 
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其中， ( )iju t 为模态控制力： 

, ,

1( ) ( , , ) ( , )d dij ij
i r j s

u t U x y t W x y x y
Ωδ δ

= ∫∫ 。 

现在我们考虑对平板前 r 阶振动模态进行控
制，引入状态向量 ( ) [ ( ) ( )]C Rt t t=X X XM ，其中： 

( ) ( ) ( ) ( )C C C C C Ct t t t= + +X A X B u D f&   (24) 
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式中：0和 I 分别为零阵和单位阵， ( )u t 和 ( )Cf t 分
别表示模态控制力和模态扰动力。可控性矩阵

rank([ ]) 2B  AB r= ，根据线性系统理论可知系统状

态完全可控，可以实现极点的任意配置。引入状态

反馈，取模态控制力 ( )u t 为： 

( ) ( ) [ ]Ct t  
= − = −  

 

q
u GX g h
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     (26) 

式中， g、 h分别为模态控制的广义位移增益和广
义速度增益。调节反馈增益G可改变原振动系统的
特征结构，有效地提高系统的模态阻尼和刚度。 
闭环系统受控部分的状态方程可写为： 

( ) ( ) ( )C C C C Ct t tX = A X + D f%&       (27) 

其中： 
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而对非受控模态部分，其状态方程应为： 
( ) ( ) ( )R R R Rt t tX = A X + D f%&         (29) 

式中： 
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由式(28)和式(30)可知，受控部分和未受控部分模态
相互独立。 

4  数值算例 

取板长 a为特征尺度，无量纲量取为：Poisson
比 0.30ν = ； 0.25/b a = ； 11/ )ij ijω ω ω= (i j= =  

1,2, )L 。表 1给出了平板振动的前 6阶无量纲固有

频率。 
表 1  基于平板精确化方程前 6阶无量纲固有频率 

Table 1  The first 6 dimensionless frequencies of plates by 
using the refined equation 

模态阶数(i, j) 1(1,1) 2(1,2) 3(2,1) 4(2,2) 5(3,1) 6(3,2) 厚长比 

固有频率(ωij) 1.00 6.05 9.73 16.90 26.28 33.12 h/a=0.01 
固有频率(ωij) 1.00 5.66 9.09 15.77 24.74 30.93 h/a=0.05 
固有频率(ωij) 1.00 5.05 8.12 14.88 22.25 28.09 h/a=0.075 

图 1~图 6描述了分别采用Mindlin板理论和本
文平板理论的悬臂板 5前 6阶频率响应。图 2、图 4
和图 6 为施加模态控制前后 Mindlin板和本文板的
前 6阶频率响应。外扰位置为 d d( , ) (0.20 ,0 )x y a b= ，

测量动响应位置为 s s( , ) (0.80 ,0 )x y a b= 。 

 
图 1  本文平板与Mindlin板的频率响应(h/a=0.01) 
Fig.1  Response of refined theory and Mindlin’s plate 

 
图 2  施加控制后本文板与Mindlin板频率响应(h/a=0.01) 
Fig.2  Response of refined theory and Mindlin’s plate after 

modal control 

 
图 3  本文平板与Mindlin板的频率响应(h/a=0.05) 
Fig.3  Response of refined theory and Mindlin’s plate 

 
图 4  施加控制后本文板与Mindlin板频率响应(h/a=0.05) 
Fig.4  Response of refined theory and Mindlin’s plate after 

modal control  

 
图 5  本文平板与Mindlin板的频率响应(h/a=0.075) 
Fig.5  Response of refined theory and Mindlin’s plate 

图 1和图 2的板厚长比取 / 0.01h a = ；图 3和
图 4的板厚长比取 / 0.05h a = ；图 5和图 6的板厚
长比取 / 0.075h a = 。图 2、图 4和图 6各施加了 4
个模态控制力， 其作用位置为 1 1( , )m mx y =  
(0.20 ,0 )a b 、 2 2( , ) (0.50 ,0 )m mx y a b= 、 3 3( , )m mx y =  
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(0.75 ,0 )a b 和 4 4( , ) (1.00 ,0 )m mx y a b= 。由图 1、图 3

和图 5，及图 2、图 4 和图 6 分别比较可知，在低
频和较小的厚长比情况下，Mindlin 板和本文基于
精确化理论的平板是非常接近的；而在高频或较大

的厚长比情况下，Mindlin 板和本文平板差别比较
大。本文基于精确化理论的平板模型的频率响应较

Mindlin 板模型有减小的现象，减小数值随着厚长
比和频率阶数的增大而增大。由图 2、图 4 和图 6
可知，模态控制以后，基于精确化理论的平板的低

阶频率响应曲线比 Mindlin 板理论的平板曲线平
滑，位移数值也较小，控制效果较好；中频阶段的

曲线基本吻合；高频阶段的频率响应值有前移   
现象。 
图 7~图 9描述了厚长比取 / 0.01h a = ，不同外

扰位置和动响应位置下施加模态控制前后的基于

精确化理论的悬臂板结构的频率响应。 

 
图 6  施加控制后本文板与Mindlin板频率响应(h/a=0.075) 

Fig.6  Response of refined theory and Mindlin’s plate after 
modal control  

 
图 7  模态控制前后本文平板的频率响应 

Fig.7  Frequency response of refined theory plate before and 
after modal control 

 
图 8  模态控制前后本文平板的频率响应 

Fig.8  Frequency response of refined theory plate before and 
after modal control 

 
图 9  模态控制前后本文平板的频率响应 

Fig.9  Frequency response of refined theory plate before and 
after modal control 

图 7的外部扰动位置为 d d( , ) (0.15 ,0 )x y a b= ，

测量动响应位置为 s s( , ) (0.80 ,0 )x y a b= ，施加了 4
个模态控制力，其作用位置分别为 1 1( , )m mx y =  
(0.20 ,0 )a b 、 2 2( , ) (0.50 ,0 )m mx y a b= 、 3 3( , )m mx y =  
(0.75 ,0 )a b 和 4 4( , ) (1.00 ,0 )m mx y a b= 。图 8 和图 9
的外部扰动、测量动响应和模态控制力的 y坐标分
别为 0.50b和1.00b，其余数据同图 7。 
从图 7~图 9可以看出，独立模态控制可以很好

的对结构的低阶模态进行控制，具有很好的独立

性，但是对系统的高阶模态，控制效果不是很明显，

未受控模态依然存在急剧的响应。对于选取不同的

控制力、外扰力和测量动响应的位置，控制效果也

有所不同。 

4  结论 

本文基于平板弯曲振动的精确化方程，采用

Hamilton状态空间方法，研究了悬臂厚板的振动控
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制问题。得到了板中波模频散方程，给出了悬臂板

振动的模态解，并对悬臂厚板振动的模态控制进行

了数值模拟，在频域内将本文结果和基于 Mindlin
板理论的结果做了对比。 
结果表明： 
(1) 在未实施控制条件下，在低频段基于

Mindlin 板和本文的数值结果基本一致，但在高频
段以及大厚度情况下，差别还是比较明显的； 

(2) 施加模态控制后，本文理论下的频率响应
在低频阶段的位移曲线较低且更加平滑，更好地刻

画了控制效果，在高频阶段，频率响应曲线较基于

Mindlin 板理论结果有前移现象，在控制效果和工
作范围等方面显示了不同。独立模态控制对结构振

动有优良的控制效果，并具有很好的独立性。 
文献[10]中给出的平板弯曲振动精确化方程是

不基于任何工程假设推导得到的，其分析计算结果

更加精确，其控制效果更符合实际。本文给出的平

板振动分析及其数值结果可望能在工程结构的振

动分析与控制策略设计中得到应用。 
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