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摘 要: “距离”是科学研究与工程技术领域中使用非常广泛的一种度量. 在分析各种距离优、缺点的基础上,根据马

氏距离不受量纲影响,能描述和处理相关性数据的性能优势,利用加权Moore-Penrose (WMP)广义逆定义了WMP马

氏距离,并通过奇异值分解及矩阵的谱分解理论构造其数学形式和计算方法. 理论分析和仿真实验表明,所提出的方

法不仅保持了马氏距离和MP马氏距离的优点,而且克服了它们的缺点,同时又具有更好的独特性能.
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Abstract: Distance is a widely used measure in engineering and researching field. The advantages and disadvantages of some

distances are analyzed in Euclidean space. Because the Mahalanobis distance is influenced by the dimension and it has great

performance of dealing with related data, the weighted Moore-Penrose(WMP) Mahalanobis distance is defined according to

WMP pseudoinverse, whose formula is given by singular value decomposition(SVD) and spectral decomposition of matrices.

The academic analysis and simulation show that it not only overcomes the disadvantages of non-existence in Mahalanobis

distance, but has its own special performances.
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1 引引引 言言言

随着企业或行业的业务数据不断积累,形成了海

量数据集. 如果单靠人工去整理或理解如此庞大的数

据源,则存在效率和准确性等问题,因此,越来越多的

企业正通过数据挖掘技术来解决海量数据的整理和

知识发现问题,并为企业决策提供支持. 距离计算方

法在数据挖掘中具有极其重要的地位,因为数据挖掘

的本质是从大量数据中发现数据规律以供企业决策

所需.但如何从原始的大量数据中发现规律,这些规

律又如何与决策需求相联系,这需要用距离 (相似性

度量)来衡量,例如在聚类分析与分类分析中,距离常

被用作数据实体间相似性的判断准则[1]. 此外, 在神

经网络[2]、图像处理[3]、信号处理[4]、生物学[5]等领域

中,距离计算方法也有着广泛的应用.

在各种应用中,距离的出现形式各不相同,较常

见的距离形式有以下几种.

首先设𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚为𝑚个数据个体. 其中:

𝑋𝑖 = (𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖𝑛), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑛为数据个

体𝑋𝑖的属性个数, 则数据总体可表示为𝑋 = (𝑋1,

𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚)T,即

𝑋 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥11 𝑥12 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥1𝑛

𝑥21 𝑥22 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥2𝑛

...
...

. . .
...

𝑥𝑚1 𝑥𝑚2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑚𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

对于任意两个数据个体𝑋𝑖 = (𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖𝑛),

𝑋𝑗 = (𝑥𝑗1, 𝑥𝑗2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑗𝑛),有如下几种距离:

1)欧氏 (Euclidean)距离
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𝑑(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) =

∥𝑋𝑖 −𝑋𝑗∥ =
[ 𝑛∑

𝑖=1

(𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑗𝑘)
2
]1/2

;

2)绝对值距离 (Manhattan距离)

𝑑(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) =

𝑛∑
𝑘=1

∣𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑗𝑘∣;

3)切比雪夫距离 (Chebyshev距离)

𝑑(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) = max
𝑘

∣𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑗𝑘∣;
4)明可夫斯基距离 (Minkowski距离)[6]

𝑑(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) =
[ 𝑛∑
𝑘=1

∣𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑗𝑘∣𝑝
]1/𝑃

.

由分析可知, 距离 1)∼距离 3)是距离 4)中 𝑝取

特殊值或趋于无穷时的某种情况,而且只有欧氏距离

才具有平移不变性. 当量纲一定时, 两个数据𝑋𝑖与

𝑋𝑗越相似,他们的上述 4种距离计算值越小,反之亦

然. 显然,量纲在计算类比过程中起着重要的作用. 为

了避免量纲带来的影响, 人们通常采用标准化的手

段[10]进行处理, 如对标准化后的数据再求欧氏距离,

亦称为方差加权距离. 但是考虑到标准化的实质是

缩小数据属性的差异性, 它必然造成数据均值及方

差这两大重要信息的丢失,存在一定的缺陷.另外,上

述 4种距离没有考虑数据属性间的相关性以及总体

的变异对“距离”远近的影响.一个变异大的总体可能

与更多样品近些,这些都使得上述距离的应用受到了

较大的限制.

5) Camberra距离[7]

𝑑(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) =

𝑛∑
𝑘=1

∣𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑗𝑘∣
𝑥𝑖𝑘 + 𝑥𝑗𝑘

,

𝑥𝑖𝑘, 𝑥𝑗𝑘 ⩾ 0, 𝑥𝑖𝑘 + 𝑥𝑗𝑘 ∕= 0.

Camberra距离消除了量纲的影响,但仍不能反映

属性间的相关性, 而且只适用于正实数域,这完全不

能满足大多数科学研究领域的实际需求.

6)马氏 (Mahalanobis)距离

𝑑(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) = [(𝑋𝑖 −𝑋𝑗)𝑆
−1(𝑋𝑖 −𝑋𝑗)

T]1/2,

其中𝑆为数据总体𝑋的协方差矩阵.

马氏距离对于一切非奇异线性变换都是不变的,

即它不受量纲的影响.另外,由于协方差阵的引进,它

可以忽略冗余数据, 并充分考虑了数据属性的相关

性. 但由于协方差矩阵是一种客观的计算度量,它所

反映的数据相关性并不一定与人们主观需求的相关

性一致, 当其与所需求的相关性不一致时会使数据

挖掘的结果更加恶劣; 而且它在带来较大的时间复

杂度的同时要求协方差矩阵可逆, 从而使得马氏距

离不一定存在, 这限制了马氏距离的应用范围.因为

部分情况下协方差矩阵的逆矩阵是不存在的, 如数

据总体𝑇 = (𝑡1, 𝑡2)
T, 𝑡1 = 𝑡2 = (1, 1), 其协方差阵为[

0 0

0 0

]
,不可逆,故导致马氏距离不存在.

除了上述距离外, Harmming距离[8]、Hausdroff距

离等也在各自领域中有着广泛的应用,但也仅限于个

别领域.

综上所述,马氏距离的起点相对较高,它是从统

计的角度观察问题,在处理相关性及量纲数据上具有

较大的准确性. 在实际数据挖掘或其他研究过程中,

需要处理的数据源一般均有量纲并且属性间具有相

关性,因此,马氏距离被广泛用于各领域的各个方面,

如生物学[9]、计算机学[10]、离群点的检测、大数据集

的取样等[11]. 但是协方差矩阵不仅带来了较大的时

间复杂度,而且要求它可逆, 这使得马氏距离并不一

定存在,从而严重限制了马氏距离的应用. 作者在文

献 [12]中已针对这个问题提出了适用于任何数据集

的MP马氏距离,但是它并没有解决协方差矩阵带来

的相关性可能与科研所需要的信息相悖的问题.

为了确定新构造的距离函数更适用于数据挖掘

等领域,本文针对马氏距离的上述缺陷,基于MP马氏

距离提出一种处理相关性数据性能更优越的距离函

数—– WMP马氏距离, 同时利用矩阵的谱分解理论,

围绕权矩阵的确定进行了研究,进而根据奇异值分解

理论构造并证明了其数学形式. 仿真实验进一步验证

了WMP马氏距离的优越性能.从而实现了对于任何

数据集都存在MP马氏距离, 而且相关性、准确性及

稳定性均更强的WMP马氏距离的构造.

2 基基基于于于Moore-Penrose逆逆逆的的的距距距离离离函函函数数数
2.1 基基基于于于Moore-Penrose逆逆逆的的的MP马马马氏氏氏距距距离离离

定定定义义义 1 对于任意矩阵𝐴, 必存在唯一矩阵𝐵,

其阶数与𝐴T相同,使得𝐵同时满足如下方程:

𝐴𝐵𝐴 = 𝐴, (𝐴𝐵)T = 𝐴𝐵,

𝐵𝐴𝐵 = 𝐵, (𝐵𝐴)T = 𝐵𝐴. (1)

其中𝐵为𝐴的Moore-Penrose广义逆矩阵, 记为𝐴+.

式 (1)称为 Penrose方程组[13].

定定定义义义 2 设𝑋𝑖与𝑋𝑗是来自数据总体𝑋的两个

数据, 𝑆为总体𝑋的协方差矩阵,则有距离函数

𝑑𝑚𝑝(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) = [(𝑋𝑖 −𝑋𝑗)𝑆
+(𝑋𝑖 −𝑋𝑗)

T]1/2, (2)

其中𝑆+为协方差矩阵𝑆的Moore-Penrose逆. 式 (2)

称为MP马氏距离[12].

MP马氏距离的实质是通过奇异值分解,用协方

差阵的广义逆阵代替逆矩阵,避免了马氏距离不存在

的情况, 它继承了马氏距离的相关性, 同时解决了协

方差阵不可逆的问题.由于它满足距离的 3条基本性

质,说明它是一个距离.
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2.2 基基基于于于加加加权权权Moore-Penrose逆逆逆的的的WMP马马马氏氏氏距距距离离离

虽然MP马氏距离解决了马氏距离不存在的问

题,但是仍没给出当协方差矩阵反映的数据信息与人

们需求的信息不一致时的解决方案. 考虑如下加权

Penrose方程组:

𝐴𝐵𝐴 = 𝐴, (𝑀𝐴𝐵)T = 𝑀𝐴𝐵,

𝐵𝐴𝐵 = 𝐵, (𝑁𝐵𝐴)T = 𝑁𝐵𝐴. (3)

如果作变换𝐴 = 𝑀1/2𝐴𝑁−1/2, 𝐵̃ = 𝑁1/2 ×
𝐵𝑀−1/2, 𝑀和𝑁分别为𝑚, 𝑛阶Hermite正定矩阵,

则可以得到 2.1节中的Penrose方程组,即

𝐴𝐵̃𝐴 = 𝐴, (𝐴𝐵̃)T = 𝐴𝐵̃,

𝐵̃𝐴𝐵̃ = 𝐵̃, (𝐵̃𝐴)T = 𝐵̃𝐴. (4)

根据实对称矩阵的谱分解理论, 有𝑀 =

𝑚∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑒𝑖𝑒
T
𝑖 ,

𝜆𝑖为𝑀的特征根, 𝑒𝑖为标准化正交特征向量,则有

𝑀1/2 =

𝑚∑
𝑖=1

√
𝜆𝑖𝑒𝑖𝑒

T
𝑖 ,

𝑀−1/2 = (𝑀1/2)−1 =

𝑚∑
𝑖=1

1√
𝜆𝑖

𝑒𝑖𝑒
T
𝑖 .

同理,若𝛽𝑖为𝑁的特征根, 𝑣𝑖为对应的标准化特

征向量,则有

𝑁1/2 =

𝑛∑
𝑖=1

√
𝛽𝑖𝑣𝑖𝑣

T
𝑖 ,

𝑁−1/2 = (𝑁1/2)−1 =

𝑛∑
𝑖=1

1√
𝛽𝑖

𝑣𝑖𝑣
T
𝑖 .

定定定义义义 3 对于任意矩阵𝐴 ∈ 𝑅𝑚×𝑛, 𝑀和𝑁分

别是𝑚与𝑛阶Hermite正定阵, 若矩阵𝐵满足如下加

权Penrose方程组:

𝐴𝐵𝐴 = 𝐴, (𝑀𝐴𝐵)T = 𝑀𝐴𝐵,

𝐵𝐴𝐵 = 𝐵, (𝑁𝐵𝐴)T = 𝑁𝐵𝐴, (5)

则称𝐵为𝐴的 (正定)加权Moore-Penrose逆, 并且它

是唯一的,记作𝐴+
𝑀𝑁 .

证明 由MP逆矩阵的唯一性[12]易知, 𝐵̃是𝐴

的唯一MP逆. 又因𝑀、𝑁确定后, 𝐴和 𝐵̃分别与𝐴

和𝐵一一对应, 所以, 唯一的𝐴确定唯一的𝐵, 即

𝐴+
𝑀𝑁唯一. □

根据上述理论可知, 𝐵̃是𝐴的Moore-Penrose广

义逆矩阵, 而𝐴 = 𝑀1/2𝐴𝑁−1/2, 𝐵̃ = 𝑁1/2𝐵𝑀−1/2,

所以有𝑁1/2𝐵𝑀−1/2 = (𝑀1/2𝐴𝑁−1/2)+,即

𝐴+
𝑀𝑁 = 𝐵 = 𝑁−1/2(𝑀1/2𝐴𝑁−1/2)+𝑀1/2.

加权Moore-Penrose逆保留了逆的一般性质[12], 如

(𝐴+
𝑀𝑁 )+𝑀𝑁 = 𝐴; 𝐴+

𝑀𝑁𝐴 = 𝐼等.

定理 1 (加权Moore-Penrose逆的构造) 若𝐴是

𝑚× 𝑛矩阵, 𝑀和𝑁分别为𝑚和𝑛阶Hermite正定阵,

令𝐴 = 𝑀1/2𝐴𝑁−1/2, 且其奇异值分解形式为𝐴 =

𝑈𝐻𝑉 T, 𝐻 =

[
Σ 0

0 0

]
, Σ = diag(𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑟), 𝑎𝑖 >

0, 𝑟是矩阵𝐴的秩, 𝑈和𝑉 为正交阵,则𝐴的加𝑀、𝑁

权逆

𝐴+
𝑀𝑁 = 𝑁−1/2𝑉 𝑇𝑈T𝑀1/2, (6)

其中𝑇 =

[
Σ−1 0

0 0

]
.

证明 在文献 [12]中作者已经证明了构造的𝐴+

满足 Penrose方程组,所以有

𝐵̃ = 𝐴+,

𝑁1/2𝐵𝑀−1/2 = (𝑀1/2𝐴𝑁−1/2)+ = 𝑉 𝑇𝑈T,

𝐴+
𝑀𝑁 = 𝐵 = 𝑁−1/2𝑉 𝑇𝑈T𝑀1/2. □

根据上述理论,可以得出𝑛阶协方差矩阵𝑆的加

𝑀、𝑁权逆为

𝑆+
𝑀𝑁 = 𝐵 = 𝑁−1/2(𝑀1/2𝑆𝑁−1/2)+𝑀1/2. (7)

其中

𝑀1/2 =

𝑚∑
𝑖=1

√
𝛼𝑖𝑒𝑖𝑒

T
𝑖 ,

𝑀−1/2 = (𝑀1/2)−1 =

𝑚∑
𝑖=1

1√
𝛼𝑖

𝑒𝑖𝑒
T
𝑖 ,

𝑁1/2 =

𝑛∑
𝑖=1

√
𝛽𝑖𝑣𝑖𝑣

T
𝑖 ,

𝑁−1/2 = (𝑁1/2)−1 =

𝑛∑
𝑖=1

1√
𝛽𝑖

𝑣𝑖𝑣
T
𝑖 ,

(𝑀1/2𝑆𝑁−1/2)+ = 𝑉 𝑇𝑈T.

𝑉 , 𝑇 , 𝑈分别通过下述方式求解:

令𝑆 = 𝑀1/2𝑆𝑁−1/2, 若其奇异值分解形式为

𝑆 = 𝑈𝐻𝑉 T, 𝐻 =

[
Σ 0

0 0

]
, Σ = diag(𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑎𝑟), 𝑎𝑖 > 0, 𝑟是矩阵𝑆的秩, 𝑈和𝑉 为正交阵,则𝑇 =[
Σ−1 0

0 0

]
.

至此可以知道, 只要权矩阵𝑀、𝑁确定, 则协方

差矩阵𝑆的加𝑀、𝑁权逆便可计算.在数据集𝑋较小

时, 𝑀、𝑁的确定可以由专家组主观意识给出,但是考

虑到实际数据挖掘中的数据集相当庞大,而𝑀、𝑁的

阶正好是数据集的属性个数, 因此, 在通常情况下由

专家给出权矩阵𝑀和𝑁是相当困难的. 对此, 本文

给出一种客观的、完全依托于数据总体𝑋的权矩阵

𝑀、𝑁计算方法.

对于一个数据集, 协方差矩阵必定是半正定的.

根据对称矩阵的谱分解理论,协方差矩阵𝑆的谱分解

形式为
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𝑆 = 𝜆1𝑒1𝑒
T
1 + 𝜆2𝑒2𝑒

T
2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜆𝑛𝑒𝑛𝑒

T
𝑛 .

其中: 𝜆𝑖为𝑆的第 𝑖个特征值, 𝑒𝑖为对应的标准化正交

特征向量.

从上述分解形式可以看出, 若某一特征值越大,

则说明该特征值对应的特征向量对矩阵𝑆的贡献 (影

响)越大.

观察加权 Penrose方程组的后两个方程, 若将

𝑀、𝑆绑定, 𝑁、𝑆+
𝑀𝑁绑定, 则其形式等价于 Penrose

方程组的后两个方程, 所以𝑀与𝑆应具有相同的意

义, 𝑁与𝑆+
𝑀𝑁具有相同的意义,即𝑁与𝑆应成相反关

系.因此可以构造

𝑀 = 𝛼1𝑒1𝑒
T
1 + 𝛼2𝑒2𝑒

T
2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝛼𝑛𝑒𝑛𝑒

T
𝑛 . (8)

其中: 𝛼𝑖 > 0,为𝜆𝑖 +min {𝜆𝑖}+ 1标准化后的值,即

𝛼𝑖 =
𝜆𝑖 + ∣min{𝜆𝑗}∣+ 1

𝑛∑
𝑖=1

(𝜆𝑖 + ∣min{𝜆𝑗}∣+ 1)

,

𝜆𝑖为𝑆的第 𝑖个特征值, 𝑒𝑖为对应的标准化特征向量.

𝑁 = 𝛽1𝑣1𝑣
T
1 + 𝛽2𝑣2𝑣

T
2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝛽𝑛𝑣𝑛𝑣

T
𝑛 . (9)

其中: 𝛽𝑖 > 0,为𝛼𝑖的倒数经标准化的值,即

𝛽𝑖 = (1/𝛼𝑖)
/ 𝑛∑

𝑖=1

1

𝛼𝑖
,

𝑣𝑖为向量 𝑒𝑖中各元素倒数后再归一化得到的向量.

例如 𝑒𝑖 = (𝑒1𝑖, 𝑒2𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑛𝑖)T, 令 𝑣𝑖 = (𝑣1𝑖, 𝑣2𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑣𝑛𝑖)

T, 𝜈𝑗𝑖 = (1/𝑒𝑗𝑖)
/ 𝑛∑

𝑗=1

1

𝑒𝑗𝑖
, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

𝛼𝑖 > 0, 𝛽𝑖 > 0保证了所构造的𝑀、𝑁为正定矩

阵.

定义 4 (WMP马氏距离) 若数据𝑋𝑖, 𝑋𝑗 ∈ {𝑋},

𝑆为数据集 {𝑋}的协方差矩阵,则有距离函数

𝑑𝑤𝑚𝑝(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) = [(𝑋𝑖 −𝑋𝑗)mol(𝑆+
𝑀𝑁 )(𝑋𝑖 −𝑋𝑗)

T]1/2.

(10)

其中𝑀、𝑁为满足式 (8)和 (9)的矩阵; 𝑆+
𝑀𝑁满足式

(7); mol(𝑆+
𝑀𝑁 )表示对矩阵𝑆+

𝑀𝑁的元素进行取模运

算,即对于𝑆+
𝑀𝑁中的每一个元素 𝑠𝑖𝑗 ,若 𝑠𝑖𝑗为实数,则

保持不变;若 𝑠𝑖𝑗为复数,则取其模.

WMP马氏距离的实质是通过奇异值分解和矩阵

的谱分解理论, 用协方差阵的加权Moore-Penrose逆

代替逆矩阵, 它避免了马氏距离不存在的情况, 解决

了协方差矩阵不可逆的问题, 而且不受量纲的影响;

同时,权矩阵𝑀、𝑁的精妙构造,使得WMP马氏距离

解决了马氏距离中协方差矩阵不能反映数据正确信

息的问题,在处理相关性数据的性能上得到了很大的

提高. 当协方差阵正确反映了数据信息时, 𝑀、𝑁强

化了信息的体现; 当协方差阵错误反映数据信息时,

权矩阵𝑀、𝑁弱化并纠正了错误信息.由于本文构造

的𝑀、𝑁均为正定实对称矩阵, 它显然与MP马氏距

离一样符合距离定义的 3条性质: 对称性、非负性和

三角不等式性.

3 仿仿仿真真真实实实验验验

本文对公用测试数据库 uci中的wine数据集进

行仿真. 该数据集具有 14个属性,第 1个属性为类属

性, 表明各数据属于哪一类, 共有 3个类. 为使仿真

结果更具说服力,将上述距离运用于经典的𝐾-Means

聚类算法 (初始类中心从 3个固有类中随机取). 根据

𝐾-Means算法对wine数据集中后 13个属性数据仿

真, 将得出的聚类结果与原始类结果进行比较, 重复

10次实验后, 利用误判率来确定新距离的效果, 见

表 1.

表 1 基于各种距离的𝐾-Means聚类结果比较

𝐾-Means 平均误判率 误判率标准差

基于欧氏距离 0.339 185 0.114 306

基于马氏距离 0.199 117 0.206 680

基于MP马氏距离 0.199 117 0.206 680

基于WMP马氏距离 0.068 820 0.014 323

仿真结果验证了本文理论的正确性. 从误判率均

值分析可知,马氏距离、MP马氏距离和WMP马氏距

离在性能上都优于欧氏距离; 由于wine数据集的协

方差矩阵可逆,得到的基于马氏距离的𝐾-Means聚类

结果与基于MP马氏距离的𝐾-Means聚类结果是相

同的,只有当协方差阵不可逆时, MP马氏距离才会体

现其优势;基于WMP马氏距离的𝐾-Means聚类效果

则明显优于基于其他距离的𝐾-Means聚类.

误判率标准差则说明了WMP马氏距离在稳定

性能上也明显优于欧氏距离和马氏距离,体现的数据

相关性更加可靠; 而马氏距离在稳定性上则稍显逊

色.究其原因,主要是WMP马氏距离解决了协方差矩

阵可能错误地反映数据间相关性的问题,即反映的数

据相关性与人们研究主题所需要的相关性不一致.另

外, 将上述仿真方法运用于其他公用测试数据库时,

也得出了同样的结果,这表明WMP马氏距离除了具

有准确性和稳定性的优点之外,还具有普适性.

4 结结结 论论论

“距离”是科研及工程领域中使用非常多的度量.

本文研究了数据挖掘领域中各种距离的利弊,提出了

一种新的相似性计算方法, 并通过理论与仿真表明

了该距离性能的优越性, 它不仅可以取代马氏距离

在处理相关性数据上的作用, 而且还具有独特的性

能.考虑到实际应用中的数据大多具有相关性, 因此

WMP距离的研究具有很大意义.但是,马氏距离的一

个较大的缺点——高计算复杂度并没有在本文中得

到改进. 因此如何减小计算复杂度,使本文方法得到
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更广泛的应用是未来需要研究的课题.
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