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摘 要: 研究一类离散时间Lipschitz非线性时变时滞系统的𝐻∞估计问题.通过状态扩展方法, 将时变时滞系统

转化为具有时变参数的无时滞系统.结合𝐻∞性能指标和Lipschitz非线性条件,构造不定二次型并建立与Krein空

间𝐻2估计的联系.运用新息分析方法和Krein空间投影公式,给出了𝐻∞估计器存在的充分条件和基于Riccati方程

的估计器递推算法. 最后,通过仿真算例验证了所提出算法的有效性.

关键词: Lipschitz非线性时变时滞系统；𝐻∞估计；Krein空间；新息分析

中图分类号: TP273 文献标志码: A

𝐻∞ estimation for discrete-time Lipschitz nonlinear time-varying delay
systems: Krein space approach
ZHAO Hui-hong, ZHANG Cheng-hui
(School of Control Science and Engineering，Shandong University，Ji’nan 250061，China．Correspondent：ZHANG

Cheng-hui，E-mail：zchui@sdu.edu.cn)

Abstract: The 𝐻∞ estimation problem is investigated for a class of discrete-time Lipschitz nonlinear time-varying delay

systems. By using state augmentation approach, the time-varying delay system is converted into a delay free system with

time-varying parameters. Combing 𝐻∞ performance with Lipschitz nonlinear conditions, an indefinite quadratic form is

constructed and a relation is built with Krein space 𝐻2 estimation. By applying innovation analysis approach and Krein

space projection formula, a sufficient condition for the existence of the 𝐻∞ estimator is proposed and the estimator is

derived in terms of Riccati difference equations. Finally, the effectiveness of the proposed algorithm is illustrated through a

numerical example.
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1 引引引 言言言

非线性是实际控制系统中存在的普遍特性, 而

信号估计是进行输出 (不完全状态)反馈控制、信号

处理、故障诊断等理论研究的必要条件, 因此, 非线

性系统状态估计问题研究一直是控制理论领域的

研究热点[1-4]. Lipschitz非线性系统是一类同时包含

可观测线性部分和Lipschitz非线性部分的非线性系

统. 自从 1973年Thau等[1]首次对其状态观测器研究

以来,该研究引起了国内外学者的广泛关注[1, 5-7]. 近

年来,有大量关于时滞Lipschitz非线性系统的状态估

计问题的研究出现,主要有类Lyapunov函数[8]、滑模

观测器[9]、𝐻∞滤波器[10-11]和𝐿2-𝐿∞滤波器[11]等方

法. 相对于具有定常时滞的Lipschitz非线性系统,关

于时变时滞Lipschitz非线性系统的状态估计研究还

比较少[11-14]. 文献 [11-12]研究了具有时变时滞的不

确定Lipschitz非线性连续系统的鲁棒滤波问题, 但

未考虑状态、时滞状态和未知扰动的联合估计问题;

[13]分别给出了离散时间Lipschitz非线性定常时滞

系统和离散时间Lipschitz非线性时变时滞系统的观

测器设计方法, 但未考虑所设计观测器的鲁棒性,

且其输出方程是线性的; [14]利用Lyapunov函数、

Finsler引理和自由加权参数矩阵,设计了非线性𝐻∞
和𝐿2-𝐿∞滤波器,但所考虑的输出方程是线性的. 综

上所述,关于Lipschitz非线性时变时滞系统的状态估

计问题的研究还刚刚起步,其理论和方法有待于进一
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步发展和完善.

20世纪 90年代, Babak Hassibi等[15]提出了一种

Krein空间线性估计理论.该方法的核心思想是: 根据

Krein空间投影问题的解与Hilbert空间二次型最小

化问题的解形式相同,应用Krein空间Kalman滤波理

论解决Hilbert空间二次型最小化问题. 由于𝐻∞滤

波问题可转化为不定二次型最小值正定性问题, 文

献 [15]中的结果完美地解决了线性系统的𝐻∞滤波

问题, 但其尚不能直接拓展到非线性系统领域. 本

文研究了一类离散时间Lipschitz非线性时变时滞系

统的𝐻∞状态、时滞状态和未知扰动的联合估计问

题.通过状态扩展,将时滞系统转化为具有时变参数

的无时滞系统;基于𝐻∞性能指标和Lipschitz非线性

条件,构造不定二次型并建立与Krein空间线性估计

理论[15]的联系;运用新息分析方法[16]和Krein空间投

影公式, 给出基于Riccati方程的𝐻∞估计器设计方

案.所得结果拓展了Krein空间线性估计理论的应用

领域, 同时为离散时间Lipschitz非线性时变时滞系

统𝐻∞估计问题提供了一种新的解决方法.

在下文中,当Krein空间和Hilbert空间中的元素

满足相同的约束时,用𝒙表示Krein空间元素,用𝑥表

示Hilbert空间元素.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下离散时间非线性时变时滞系统:⎧⎨⎩

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) +𝐴𝑑𝑥(𝑘𝑑(𝑘)) +𝐵𝑤𝑤(𝑘)+

𝐵𝑓𝑓(𝑥(𝑘), 𝑥(𝑘𝑑(𝑘)), 𝑢(𝑘));

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘) + 𝐶𝑑𝑥(𝑘𝑑(𝑘)) +𝐷𝑤𝑤(𝑘)+

𝐷𝑔𝑔(𝑥(𝑘), 𝑥(𝑘𝑑(𝑘)), 𝑢(𝑘));

𝑧(𝑘) = 𝐿𝑥(𝑘) + 𝐿𝑑𝑥(𝑘𝑑(𝑘)) + 𝐿𝑤𝑤(𝑘);

𝑥(𝜃) = 𝜑(𝜃), 𝜃 ∈ [−𝑑, 0].

(1)

其中: 𝑥(𝑘) ∈ 𝑹𝑛为系统状态; 𝑢(𝑘) ∈ 𝑹𝑚为控制输

入; 𝑤(𝑘) ∈ 𝑹𝑞为满足 𝑙2[0, 𝑁 ]的外部扰动; 𝑦(𝑘) ∈ 𝑹𝑝

为测量输出; 𝑧(𝑘) ∈ 𝑹𝑟为待估计信号; 𝐴, 𝐴𝑑, 𝐵𝑤, 𝐵𝑓 ,

𝐶, 𝐶𝑑, 𝐷𝑤, 𝐷𝑔, 𝐿, 𝐿𝑑和𝐿𝑤为具有适当维数的已知矩

阵; 𝜑(𝜃)为初值函数; 𝑘𝑑(𝑘) = 𝑘 − 𝑑(𝑘); 𝑑(𝑘)为已知系

统时变时滞, 且 𝑑(𝑘) ∈ [𝑑, 𝑑], 𝑑 ⩾ 𝑑 > 0; 𝑓(⋅) : 𝑹𝑛 ×
𝑹𝑛×𝑹𝑚 7→ 𝑹𝑛𝑓 , 𝑔(⋅) : 𝑹𝑛×𝑹𝑛×𝑹𝑚 7→ 𝑹𝑛𝑔为已知

非线性向量函数, 且 ∀𝑘 ∈ [0, 𝑁 ], ∀𝑢(𝑘) ∈ 𝑹𝑚, ∀𝑥, �̂�,
�̃�, ˆ̃𝑥 ∈ 𝑹𝑛,满足如下Lipschitz条件:

𝑓(0, 0, 𝑢(𝑘)) = 0,

∥𝑓(𝑥, �̃�, 𝑢)− 𝑓(�̂�, ˆ̃𝑥, 𝑢)∥ ⩽ 𝛼∥𝐹 (𝑥− �̂�) + 𝐹𝑑(�̃�− ˆ̃𝑥)∥,
∥𝑔(𝑥, �̃�, 𝑢)− 𝑔(�̂�, ˆ̃𝑥, 𝑢)∥ ⩽ 𝛽∥𝐺(𝑥− �̂�) +𝐺𝑑(�̃�− ˆ̃𝑥)∥.

(2)

其中: 标量𝛼 > 0, 𝛽 > 0为已知Lipschitz常数; 𝐹 , 𝐹𝑑,

𝐺和𝐺𝑑为适当维数的已知矩阵.

假假假设设设 1 假设矩阵𝐷𝑔行满秩.

注注注 1 对于𝐷𝑔不是行满秩的情形,可将输出方

程中𝐷𝑔𝑔(⋅)等价表示为 �̄�𝑔𝑔(⋅). 其中: �̄�𝑔 = [𝐷𝑔 𝐼],

𝑔(⋅) = [𝑔T(⋅) 𝑔T1 (⋅)]T, 且 𝑔1(⋅) ≡ 0. 显然, 𝑔(⋅)依然满
足Lipschitz条件 (2),且 �̄�𝑔行满秩.

本文研究的主要问题是: 给定标量 𝛾 > 0, 基于

测量输出序列 {𝑦(𝑖)}𝑘𝑖=0, 求信号 𝑧(𝑘)的一个估计

𝑧(𝑘∣𝑘) = ℒ{{𝑦(𝑖)}𝑘𝑖=0},使其满足

sup
(𝜑,𝑤)∕=0

Θ(𝑁)

Δ(𝑁)
< 𝛾2. (3)

其中

Θ(𝑁) =

𝑁∑
𝑘=0

∥𝑧(𝑘∣𝑘)− 𝑧(𝑘)∥2,

Δ(𝑁) =

0∑
𝑖=−𝑑

∥𝜑(𝑖)− 𝜑(𝑖)∥2Π−1(𝑖) +

𝑁∑
𝑘=0

∥𝑤(𝑘)∥2.

这里: Π (𝑖)为给定正定矩阵, 反映初始状态估计

𝜑(𝑖)关于初始状态𝜑(𝑖)的不确定程度, 且不失一般

性令𝜑(𝑖) = 0.

3 主主主要要要结结结论论论

首先,通过引入Kronecker delta函数 𝛿𝑖𝑗 (即当 𝑖 ∕=
𝑗时, 𝛿𝑖𝑗 = 0; 当 𝑖 = 𝑗时, 𝛿𝑖𝑗 = 1), 可将时变时滞系

统 (1)转化为如下定常时滞系统:⎧⎨⎩

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) +

𝑑∑
𝑖=𝑑

𝛿𝑖𝑑(𝑘)𝐴𝑑𝑥(𝑘𝑖) +𝐵𝑤𝑤(𝑘)+

𝐵𝑓𝑓
(
𝑥(𝑘),

𝑑∑
𝑖=𝑑

𝛿𝑖𝑑(𝑘)𝑥(𝑘𝑖), 𝑢(𝑘)
)
;

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘) +

𝑑∑
𝑖=𝑑

𝛿𝑖𝑑(𝑘)𝐶𝑑𝑥(𝑘𝑖) +𝐷𝑤𝑤(𝑘)+

𝐷𝑔𝑔
(
𝑥(𝑘),

𝑑∑
𝑖=𝑑

𝛿𝑖𝑑(𝑘)𝑥(𝑘𝑖), 𝑢(𝑘)
)
;

𝑧(𝑘) = 𝐿𝑥(𝑘) +

𝑑∑
𝑖=𝑑

𝛿𝑖𝑑(𝑘)𝐿𝑑𝑥(𝑘𝑖) + 𝐿𝑤𝑤(𝑘);

𝑥(𝜃) = 𝜑(𝜃), 𝜃 ∈ [−𝑑, 0].

(4)

然后, 应用经典的定常时滞系统状态扩维方法, 可将

系统 (4)转化为如下具有时变参数的无时滞系统:⎧⎨⎩

𝑥𝑎(𝑘 + 1) = 𝐴𝑎(𝑘)𝑥𝑎(𝑘) +𝐵𝑎,𝑤𝑤(𝑘)+

𝐵𝑎,𝑓𝑓(𝑥𝑎(𝑘), 𝑢(𝑘)),

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑎(𝑘)𝑥𝑎(𝑘) +𝐷𝑤𝑤(𝑘)+

𝐷𝑔𝑔(𝑥𝑎(𝑘), 𝑢(𝑘)),

𝑧(𝑘) = 𝐿𝑎(𝑘)𝑥𝑎(𝑘) + 𝐿𝑤𝑤(𝑘),

𝑥𝑎(0) = 𝜑𝑎(0).

(5)

其中
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𝑥𝑎(𝑘) = [ 𝑥T(𝑘) 𝑥T(𝑘 − 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥T(𝑘 − 𝑑) ]T;

𝜑𝑎(0) = [ 𝜑T(0) 𝜑T(−1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝜑T(−𝑑) ]T;

𝐵𝑎,𝑤 = [ 𝐵T
𝑤 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 ]T;

𝐴𝑎(𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 𝜙(𝑑) ⋅ ⋅ ⋅ 𝜙(𝑑− 1) 𝜙(𝑑)

𝐼 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0

0 𝐼 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0
...

...
. . .

...
... ⋅ ⋅ ⋅ ...

...
...

... ⋅ ⋅ ⋅ . . .
... ⋅ ⋅ ⋅ ...

...
...

... ⋅ ⋅ ⋅ ...
. . . ⋅ ⋅ ⋅ ...

...
...

... ⋅ ⋅ ⋅ ...
...

. . .
...

...

0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐼 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

;

𝜙(𝑗) = 𝛿𝑗𝑑(𝑘)𝐴𝑑, 𝑗 ∈ [𝑑, 𝑑];

𝐶𝑎(𝑘) = [ 𝐶 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 𝜗(𝑑) ⋅ ⋅ ⋅ 𝜗(𝑑− 1) 𝜗(𝑑) ];

𝜗(𝑗) = 𝛿𝑗𝑑(𝑘)𝐶𝑑, 𝑗 ∈ [𝑑, 𝑑];

𝐵𝑎,𝑓可由𝐵𝑓代替𝐵𝑎,𝑤中的𝐵𝑤获得; 𝐿𝑎(𝑘)可由𝐿

和𝐿𝑑分别代替𝐶𝑎(𝑘)中的𝐶和𝐶𝑑获得.

注注注 2 关于系统中非线性部分的状态扩展问

题,可通过引入参数矩阵的方法解决. 例如:若 𝑓(⋅) =
cos(𝑥T(𝑘)𝑥(𝑘𝑑(𝑘))),则本文可引入矩阵

𝑀1 = [ 𝐼 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0 ],

𝑀2(𝑘) =

[ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 𝛿𝑑𝑑(𝑘)𝐼 𝛿(𝑑+1)𝑑(𝑘)𝐼 ⋅ ⋅ ⋅ 𝛿𝑑𝑑(𝑘)𝐼 ],

将其表示为 cos((𝑀1𝑥𝑎(𝑘))
T(𝑀2(𝑘)𝑥𝑎(𝑘)))的形式.

进一步,给出如下符号定义:

𝑤𝑓 (𝑘) = 𝑓(𝑥𝑎(𝑘), 𝑢(𝑘))− 𝑓(�̆�𝑎(𝑘∣𝑘), 𝑢(𝑘)),
𝑤𝑔(𝑘) = 𝑔(𝑥𝑎(𝑘), 𝑢(𝑘))− 𝑔(�̆�𝑎(𝑘), 𝑢(𝑘)),

𝑧𝑓 (𝑘∣𝑘) = 𝐹𝑎(𝑘)�̆�𝑎(𝑘∣𝑘),
𝑧𝑔(𝑘) = 𝐺𝑎(𝑘)�̆�𝑎(𝑘),

𝑣𝑓 (𝑘) = 𝑧𝑓 (𝑘∣𝑘)− 𝐹𝑎(𝑘)𝑥𝑎(𝑘),

𝑣𝑔(𝑘) = 𝑧𝑔(𝑘)−𝐺𝑎(𝑘)𝑥𝑎(𝑘),

𝑣𝑧(𝑘) = 𝑧(𝑘∣𝑘)− 𝑧(𝑘). (6)

其中: 𝐹𝑎(𝑘)可由𝐹 和𝐹𝑑分别代替𝐶𝑎(𝑘)中的𝐶和

𝐶𝑑获得; 𝐺𝑎(𝑘)可由𝐺和𝐺𝑑分别代替𝐶𝑎(𝑘)中的𝐶

和𝐶𝑑获得.

注注注 3 式 (6)中 �̆�𝑎(𝑘∣𝑘)和 �̆�𝑎(𝑘)分别表示状态

向量𝑥𝑎(𝑘)基于输出序列 {𝑦(𝑖)}𝑘𝑖=0和 {𝑦(𝑖)}𝑘−1
𝑖=0 的估

计值.因此,在本文所设计的递推算法中,假设在 𝑘时

刻 𝑓(�̆�𝑎(𝑘∣𝑘), 𝑢(𝑘))和 𝑔(�̆�𝑎(𝑘 + 1), 𝑢(𝑘 + 1))为已知输

入项是合理的.

根据文献 [15],可将问题 (3)等价为

𝐽𝑁 = Δ(𝑁)− 𝛾−2Θ(𝑁) > 0, ∀(𝜑,𝑤) ∕= 0. (7)

考虑到Lipschitz条件 (2),定义一个新的不定二次型:

𝐽∗
𝑁 =𝐽𝑁 +

𝑁∑
𝑘=0

∥𝑤𝑓 (𝑘)∥2 − 𝛼2
𝑁∑

𝑘=0

∥𝑣𝑓 (𝑘)∥2+

𝑁+1∑
𝑘=0

∥𝑤𝑔(𝑘)∥2 − 𝛽2
𝑁+1∑
𝑘=0

∥𝑣𝑔(𝑘)∥2. (8)

由式 (2)中的Lipschitz条件和 (6)中的符号定义可知

𝐽∗
𝑁 ⩽ 𝐽𝑁 . 进一步, 若 ∀(𝜑,𝑤) ∕= 0, 存在 {𝑧(𝑘∣𝑘)}𝑁𝑘=0,

{𝑧𝑓 (𝑘∣𝑘)}𝑁𝑘=0和 {𝑧𝑔(𝑘)}𝑁+1
𝑘=0 使 𝐽∗

𝑁 > 0, 则有 𝐽𝑁 > 0.

因此, 本文首先求出不定二次型 𝐽∗
𝑁关于 (𝜑,𝑤)

的 最 小 值min𝐽∗
𝑁 ; 进 而 寻 求 估 计 {𝑧(𝑘∣𝑘)}𝑁𝑘=0,

{𝑧𝑓 (𝑘∣𝑘)}𝑁𝑘=0和 {𝑧𝑔(𝑘)}𝑁+1
𝑘=0 使min 𝐽∗

𝑁 > 0来设计满

足性能指标 (3)的𝐻∞估计器. 而不定二次型最小值

问题可通过Krein空间投影方法求解[15].

首先,引入如下Krein空间随机系统:⎧⎨⎩

𝒙𝑎(𝑘 + 1) = 𝐴𝑎(𝑘)𝒙𝑎(𝑘) +𝐵𝑎,𝑤𝒘(𝑘)+

𝐵𝑎,𝑓𝑓(�̆�𝑎(𝑘∣𝑘),𝒖(𝑘)) +𝐵𝑎,𝑓𝒘𝑓 (𝑘),

𝒚(𝑘) = 𝐶𝑎(𝑘)𝒙𝑎(𝑘) +𝐷𝑤𝒘(𝑘) +𝐷𝑔𝒘𝑔(𝑘)+

𝐷𝑔𝑔(�̆�𝑎(𝑘),𝒖(𝑘)),

𝒛(𝑘∣𝑘) = 𝐿𝑎(𝑘)𝒙𝑎(𝑘) + 𝐿𝑤𝒘(𝑘) + 𝒗𝑧(𝑘),

𝒛𝑓 (𝑘∣𝑘) = 𝐹𝑎(𝑘)𝒙𝑎(𝑘) + 𝒗𝑓 (𝑘),

𝒛𝑔(𝑘 + 1) = 𝐺𝑎(𝑘 + 1)𝒙𝑎(𝑘 + 1) + 𝒗𝑔(𝑘 + 1).

(9)

其中: 𝒙𝑎(0),𝒘(𝑘),𝒘𝑓 (𝑘),𝒘𝑔(𝑘),𝒗𝑧(𝑘),𝒗𝑓 (𝑘)和 𝒗𝑔(𝑘)

为Krein空间均值为零的互不相关白噪声向量, 方差

分别为

⟨𝒙𝑎(0),𝒙𝑎(0)⟩ = Π𝑎(0) = diag{Π (0), ⋅ ⋅ ⋅ ,Π (−𝑑)},
⟨𝒘(𝑖),𝒘(𝑗)⟩ = 𝐼𝛿𝑖𝑗 ,

⟨𝒘𝑓 (𝑖),𝒘𝑓 (𝑗)⟩ = 𝐼𝛿𝑖𝑗 ,

⟨𝒘𝑔(𝑖),𝒘𝑔(𝑗)⟩ = 𝐼𝛿𝑖𝑗 ,

⟨𝒗𝑧(𝑖),𝒗𝑧(𝑗)⟩ = −𝛾2𝐼𝛿𝑖𝑗 ,

⟨𝒗𝑓 (𝑖),𝒗𝑓 (𝑗)⟩ = −𝛼−2𝐼𝛿𝑖𝑗 ,

⟨𝒗𝑔(𝑖),𝒗𝑔(𝑗)⟩ = −𝛽−2𝐼𝛿𝑖𝑗 .

注注注 4 系统 (9)中的 𝒛(𝑘∣𝑘), 𝒛𝑓 (𝑘∣𝑘)和 𝒛𝑔(𝑘)为

本文引入的虚拟输入项,它们可通过下文中的递推算

法获得.

令 𝒛𝑚(𝑘∣𝑘) = [ 𝒛T(𝑘∣𝑘) 𝒛T
𝑓 (𝑘∣𝑘) ]T,则有

𝒛𝑚(𝑘∣𝑘) = 𝐿𝑚(𝑘)𝒙𝑎(𝑘) + 𝐿𝑚,𝑤𝑤(𝑘) + 𝒗𝑚(𝑘). (10)

其中

𝐿𝑚(𝑘) = [ 𝐿T
𝑎 (𝑘) 𝐹T

𝑎 (𝑘) ]T, 𝐿𝑚,𝑤 = [ 𝐿T
𝑤 0 ]T,

𝒗𝑚(𝑘) = [ 𝒗T
𝑧 (𝑘) 𝒗T

𝑓 (𝑘) ]
T.

定定定义义义 1 对于 ∀𝑘 ∈ [0, 𝑁 ], 𝒚(𝑘)表示𝒚(𝑘)在线

性空间ℒ{{𝒚(𝑖), 𝒛𝑚(𝑖∣𝑖),𝒛𝑔(𝑖)}𝑘−1
𝑖=0 , 𝒛𝑔(𝑘)}上的Krein
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空间投影; 𝒛𝑚(𝑘∣𝑘)表示 𝒛𝑚(𝑘∣𝑘)在线性空间ℒ{{𝒚(𝑖),
𝒛𝑚(𝑖∣𝑖), 𝒛𝑔(𝑖)}𝑘−1

𝑖=0 , 𝒛𝑔(𝑘),𝒚(𝑘)}上的Krein空间投影;

𝒛𝑔(𝑘 + 1)表示 𝒛𝑔(𝑘 + 1)在线性空间ℒ{{𝒚(𝑖),𝒛𝑚(𝑖∣𝑖),
𝒛𝑔(𝑖)}𝑘𝑖=0}上的Krein空间投影.

进一步,引入如下随机变量及其方差矩阵:

𝒚(𝑖) = 𝒚(𝑖)− 𝒚(𝑖), 𝑅𝑦(𝑖) = ⟨𝒚(𝑖),𝒚(𝑖)⟩,
𝒛𝑚(𝑖∣𝑖) = 𝒛𝑚(𝑖∣𝑖)− 𝒛𝑚(𝑖∣𝑖),
𝑅𝑧𝑚(𝑖∣𝑖) = ⟨𝒛𝑚(𝑖∣𝑖), 𝒛𝑚(𝑖∣𝑖)⟩,
𝒛𝑔(𝑖) = 𝒛𝑔(𝑖)− 𝒛𝑔(𝑖), 𝑅𝑧𝑔 (𝑖) = ⟨𝒛𝑔(𝑖), 𝒛𝑔(𝑖)⟩. (11)

引引引理理理 1 {𝒛𝑔(𝑖),𝒚(𝑖), 𝒛𝑚(𝑖∣𝑖)}𝑘𝑖=0为新息序列,

且构成的线性空间等价于

ℒ{{𝒛𝑔(𝑖),𝒚(𝑖),𝒛𝑚(𝑖∣𝑖)}𝑘𝑖=0}.
证证证明明明 根据文献 [16]中的引理 2.2.1,由定义 1易

证引理 1成立. 2
定定定理理理 1 考虑系统 (1), 给定标量 𝛾 > 0以及正

定矩阵Π (𝑖), 𝑖 ∈ [−𝑑, 0]),则当且仅当如下不等式成立

时, 𝐽∗
𝑁有最小值:

𝑅𝑦(𝑘) > 0, ∀𝑘 ∈ [0, 𝑁 ];

𝑅𝑧𝑚(𝑘∣𝑘) < 0, ∀𝑘 ∈ [0, 𝑁 ];

𝑅𝑧𝑔 (𝑘 + 1) < 0, ∀𝑘 ∈ [−1, 𝑁 ]. (12)

且 𝐽∗
𝑁的最小值可由下式给出:

min 𝐽∗
𝑁 =

𝑁∑
𝑘=0

𝑦T(𝑘)𝑅−1
𝑦 (𝑘)𝑦(𝑘)+

𝑁∑
𝑘=0

𝑧T𝑚(𝑘∣𝑘)𝑅−1
𝑧𝑚

(𝑘∣𝑘)𝑧𝑚(𝑘∣𝑘)+

𝑁+1∑
𝑘=0

𝑧T𝑔 (𝑘)𝑅
−1
𝑧𝑔

(𝑘)𝑧𝑔(𝑘). (13)

其中

𝑦(𝑘) = 𝑦(𝑘)− 𝑦(𝑘),

𝑧𝑚(𝑘∣𝑘) = 𝑧𝑚(𝑘∣𝑘)− 𝑧𝑚(𝑘∣𝑘),
𝑧𝑔(𝑘) = 𝑧𝑔(𝑘)− 𝑧𝑔(𝑘). (14)

这里: 𝑦(𝑘)可由𝒚(𝑘)在

ℒ{{𝒚(𝑖), 𝒛𝑚(𝑖∣𝑖), 𝒛𝑔(𝑖)}𝑘−1
𝑖=0 , 𝒛𝑔(𝑘)}

上的Krein空间投影获得; 𝑧𝑚(𝑘∣𝑘)可由𝒛𝑚(𝑘∣𝑘)在
ℒ{{𝒚(𝑖), 𝒛𝑚(𝑖∣𝑖), 𝒛𝑔(𝑖)}𝑘−1

𝑖=0 ,𝒛𝑔(𝑘),𝒚(𝑘)}
上的Krein空间投影获得; 𝑧𝑔(𝑘 + 1)可由 𝒛𝑔(𝑘 + 1)

在ℒ{{𝒚(𝑖),𝒛𝑚(𝑖∣𝑖), 𝒛𝑔(𝑖)}𝑘𝑖=0}上的Krein空间投影获

得.

证证证明明明 首先,给出如下符号定义:

𝑅(𝑘) = ⟨𝒚𝑧(𝑘),𝒚𝑧(𝑘)⟩, 𝑄𝑣(𝑘) = ⟨𝒗(𝑘),𝒗(𝑘)⟩.

𝒚𝑧(𝑘) =

{
𝒛𝑔(𝑘 + 1), 𝑘 = −1;

[ 𝒚T(𝑘) 𝒛T
𝑚(𝑘∣𝑘) 𝒛T

𝑔 (𝑘 + 1) ]T, 𝑘 ⩾ 0.

𝒗(𝑘) =

{
𝒗𝑔(𝑘 + 1), 𝑘 = −1;

[ 𝐷𝑔𝒘
T
𝑔 (𝑘) 𝒗T

𝑚(𝑘) 𝒗T
𝑔 (𝑘 + 1) ]T, 𝑘 ⩾ 0.

(15)

由文献 [15]可知,当且仅当𝑅(𝑘)和𝑄𝑣(𝑘)对于任意的

𝑘 ∈ [0, 𝑁 ]都具有相同的惯性指数时, 𝐽∗
𝑁有最小值,且

可由下式给出:

𝐽∗
𝑁 =

𝑁∑
𝑘=−1

𝑦T𝑧 (𝑘)𝑅
−1(𝑘)𝑦𝑧(𝑘),

其中 𝑦𝑧(𝑘)可通过由Hilbert空间元素代替𝒚𝑧(𝑘)中相

应的Krein空间元素获得.

进一步,由定义 1,引理 1及式 (15)可知

𝑅(𝑘) =

{
𝑅𝑧𝑔 (𝑘 + 1), 𝑘 = −1;

diag{𝑅𝑦(𝑘), 𝑅𝑧𝑚(𝑘∣𝑘), 𝑅𝑧𝑔 (𝑘 + 1)}, 𝑘 ⩾ 0.

𝑄𝑣(𝑘) =

{
−𝛽−2𝐼, 𝑘 = −1;

diag{𝐷𝑔𝐷
T
𝑔 , 𝑄𝑣𝑚(𝑘),−𝛽−2𝐼}, 𝑘 ⩾ 0.

𝑄𝑣𝑚(𝑘) = diag{−𝛾2𝐼,−𝛼−2𝐼}.
因此, 当且仅当式 (12)成立时, 𝐽∗

𝑁有最小值, 且可由

式 (13)给出. 2
注注注 5 在一般情形下,利用Krein空间方法解决

离散系统𝐻∞估计问题时,需要对新息方差矩阵进行

三角分解[15]. 当系统存在多个输出通道时, 此类计

算往往比较复杂. 而由于式 (13)中的 𝑦(𝑘), 𝑧𝑚(𝑘∣𝑘)和
𝑧𝑔(𝑘)互不相关,无需进行矩阵三角分解计算,使得在

进行𝐻∞估计器设计时,本文结论较文献 [15]更加直

观简易.

记

𝒚1(𝑖) = [ 𝒛T
𝑔 (𝑖) 𝒚T(𝑖) 𝒛T

𝑚(𝑖∣𝑖) ]T,
𝒚2(𝑖) = [ 𝒛T

𝑔 (𝑖) 𝒚T(𝑖) ]T, 𝒚3(𝑖) = 𝒛𝑔(𝑖). (16)

定定定义义义 2 对于 ∀𝑘 ∈ [0, 𝑁 ], �̂�(𝑘, 1)表示变量𝒉(𝑘)

在ℒ{{𝒚1(𝑗)}𝑘−1
𝑗=0}上的Krein空间投影; �̂�(𝑘, 2)表示

变量𝒉(𝑘)在ℒ{{𝒚1(𝑗)}𝑘−1
𝑗=0 ,𝒚3(𝑘)}上的Krein空间投

影; �̂�(𝑘, 3)表示变量𝒉(𝑘)在ℒ{{𝒚1(𝑗)}𝑘−1
𝑗=0 ,𝒚2(𝑘)}上

的Krein空间投影.

记

𝒚1(𝑖, 1) = 𝒚1(𝑖)− 𝒚1(𝑖, 1)

𝑅𝑦1(𝑖, 1) = ⟨𝒚1(𝑖, 1),𝒚1(𝑖, 1)⟩.
显然, {𝒚1(𝑖, 1)}𝑘𝑖=0为新息序列,且构成的线性空间等

价于ℒ{{𝒚1(𝑖)}𝑘𝑗=0}.

根据Krein空间投影公式,给出如下递推计算过

程.
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1) �̂�𝑎(𝑖, 1) (𝑖 ∈ [0, 𝑘])可通过下式进行递推计算:

�̂�𝑎(𝑖+ 1, 1) = 𝐴𝑎(𝑖)�̂�𝑎(𝑖, 1) +𝐵𝑎,𝑓𝑓(�̆�𝑎(𝑖∣𝑖),𝒖(𝑖))+
𝐾(𝑖, 1)𝒚1(𝑖, 1),

�̂�𝑎(0, 1) = 0. (17)

其中

𝐾(𝑖, 1) = (𝐴𝑎(𝑖)𝑃𝑎(𝑖, 1)𝐶
T
1 (𝑖) +𝐵𝑎,𝑤𝐷

T
1 )𝑅

−1
𝑦1

(𝑖, 1),

𝐶1(𝑖) = [ 𝐺T
𝑎 (𝑖) 𝐶T

𝑎 (𝑖) 𝐿T
𝑎 (𝑖) 𝐹T

𝑎 (𝑖) ]T,

𝐷1 = [ 0 𝐷T
𝑤 𝐿T

𝑤 0 ]T,

𝑃𝑎(𝑖, 1) = ⟨𝒙𝑎(𝑖)− �̂�𝑎(𝑖, 1),𝒙𝑎(𝑖)− �̂�𝑎(𝑖, 1)⟩,
𝑅𝑦1(𝑖, 1) = 𝐶1(𝑖)𝑃𝑎(𝑖, 1)𝐶

T
1 (𝑖) +𝐷1𝐷

T
1 +𝑄𝑣1(𝑖),

𝑄𝑣1
(𝑖) = diag{−𝛽−2𝐼,𝐷𝑔𝐷

T
𝑔 ,−𝛾2𝐼,−𝛼−2𝐼}. (18)

这里𝑃𝑎(𝑖, 1) (𝑖 ∈ [0, 𝑘])满足如下差分Riccati方程:

𝑃𝑎(𝑖+ 1, 1) = 𝐴𝑎(𝑖)𝑃𝑎(𝑖, 1)𝐴
T
𝑎 (𝑖) +𝐵𝑎,𝑤𝐵

T
𝑎,𝑤+

𝐵𝑎,𝑓𝐵
T
𝑎,𝑓 −𝐾(𝑖, 1)𝑅𝑦1(𝑖, 1)𝐾

T(𝑖, 1),

𝑃𝑎(0, 1) = Π𝑎(0). (19)

显然,由定义 1和系统 (9)可知

𝒛𝑔(𝑘) = 𝐺𝑎(𝑘)�̂�𝑎(𝑘, 1), (20a)

𝑅𝑧𝑔 (𝑘) = 𝐺𝑎(𝑘)𝑃𝑎(𝑘, 1)𝐺
T
𝑎 (𝑘)− 𝛽−2𝐼. (20b)

2)由定义 2可知, �̂�𝑎(𝑘, 2)可通过下式进行计算:

�̂�𝑎(𝑘, 2) = �̂�𝑎(𝑘, 1) +𝐾(𝑘, 2)𝒛𝑔(𝑘), (21)

其中

𝐾(𝑘, 2) = 𝑃𝑎(𝑘, 1)𝐺
T
𝑎 (𝑘)𝑅

−1
𝑧𝑔

(𝑘). (22)

于是,由定义 1,定义 2及系统 (9)可知

𝒚(𝑘) = 𝐶𝑎(𝑘)�̂�𝑎(𝑘, 2) +𝐷𝑔𝑔(�̆�𝑎(𝑘),𝒖(𝑘)), (23a)

𝑅𝑦(𝑘) = 𝐶𝑎(𝑘)𝑃𝑎(𝑘, 1)𝐶
T
𝑎 (𝑘) +𝐷𝑤𝐷

T
𝑤 +𝐷𝑔𝐷

T
𝑔 −

𝐶𝑎(𝑘)𝐾(𝑘, 2)𝑅𝑧𝑔 (𝑘)𝐾
T(𝑘, 2)𝐶T

𝑎 (𝑘). (23b)

3)同理, �̂�𝑎(𝑘, 3)可通过下式计算:

�̂�𝑎(𝑘, 3) = �̂�𝑎(𝑘, 1) +𝐾(𝑘, 3)𝒚2(𝑘). (24)

其中

𝐾(𝑘, 3) = 𝑃𝑎(𝑘, 1)𝐶
T
2 (𝑘)𝑅

−1
𝑦2

(𝑘),

𝒚2(𝑘) = 𝒚2(𝑘)− 𝒚2(𝑘, 1),

𝑅𝑦2(𝑘) = ⟨𝒚2(𝑘),𝒚2(𝑘)⟩ =
𝐶2(𝑘)𝑃𝑎(𝑘, 1)𝐶

T
2 (𝑘) +𝐷2𝐷

T
2 +𝑄𝑣2(𝑘),

𝐶2(𝑘) = [ 𝐺T
𝑎 (𝑘) 𝐶T

𝑎 (𝑘) ]
T, 𝐷2 = [ 0 𝐷T

𝑤 ]T,

𝑄𝑣2(𝑘) = diag{−𝛽−2𝐼,𝐷𝑔𝐷
T
𝑔 }. (25)

进一步, �̂�(𝑘, 3)可通过下式计算:

�̂�(𝑘, 3) = 𝐷T
2 𝑅

−1
𝑦2

(𝑘)𝒚2(𝑘). (26)

于是,根据定义 1,定义 2及式 (10)可知

𝒛𝑚(𝑘∣𝑘) = 𝐿𝑚(𝑘)�̂�𝑎(𝑘, 3) + 𝐿𝑚,𝑤�̂�(𝑘, 3), (27a)

𝑅𝑧𝑚(𝑘∣𝑘) = 𝐿𝑚(𝑘)𝑃𝑎(𝑘, 1)𝐿
T
𝑚(𝑘) +𝑄𝑣𝑚(𝑘)+

𝐿𝑚,𝑤𝐿
T
𝑚,𝑤 − �̄�(𝑘, 3)𝑅𝑦2(𝑘)�̄�

T(𝑘, 3),

(27b)

�̄�(𝑘, 3) = 𝐿𝑚(𝑘)𝐾(𝑘, 3) + 𝐿𝑚,𝑤𝐷
T
2 𝑅

−1
𝑦2

(𝑘), (27c)

𝑄𝑣𝑚(𝑘) = diag{−𝛾2𝐼,−𝛼−2𝐼}. (27d)

根据上述分析,可得如下定理:

定定定理理理 2 考虑系统 (1)和Lipschitz非线性条件

(2), 给定标量 𝛾 > 0和正定矩阵Π (𝑖), 𝑖 ∈ [−𝑑, 0]. 当

如下条件成立时, 满足性能指标 (3)的𝐻∞估计器存

在:

𝑅𝑦(𝑘) > 0, ∀𝑘 ∈ [0, 𝑁 ];

𝑅𝑧𝑚(𝑘∣𝑘) < 0, ∀𝑘 ∈ [0, 𝑁 ];

𝑅𝑧𝑔 (𝑘 + 1) < 0, ∀𝑘 ∈ [−1, 𝑁 ]. (28)

其中: 𝑅𝑦(𝑘), 𝑅𝑧𝑚(𝑘∣𝑘)和𝑅𝑧𝑔 (𝑘+1)可分别由式 (23b),

(27b)和 (20b)计算. 此时, 一个可接受的 𝛾 > 0水平

𝐻∞估计器可由下式给出:

𝑧(𝑘∣𝑘) = 𝐸𝑧𝑚(𝑘∣𝑘), (29)

其中: 𝐸 = [ 𝐼 0 ], 𝑧𝑚(𝑘∣𝑘)可由式 (27a)计算.

证证证明明明 由定理 1可知, 当且仅当式 (12)成立时,

𝐽∗
𝑁有最小值, 且最小值由式 (13)给出. 注意到, 任意

满足𝐽∗
𝑁的估计器都是一个可接受的 𝛾 > 0水平𝐻∞

估计器. 因此,本文可令 𝑧𝑚(𝑘∣𝑘) = 𝑧𝑚(𝑘∣𝑘)和 𝑧𝑔(𝑘) =

𝑧𝑔(𝑘),由此得到一个满足性能指标 (3)的𝐻∞估计器.2
4 算算算 例例例

考虑系统 (1),各参数矩阵分别为

𝐴 =

[
0.7 0

0 0.2

]
, 𝐴𝑑 =

[
−0.1 0

0 0.3

]
,

𝐵𝑤 = [ 0.9 1.4 ]T, 𝐵𝑓 = [ 0.8 0 ]T,

𝐶 = [ 1.2 0.5 ], 𝐶𝑑 = [ −0.3 0.2 ],

𝐷𝑔 = 0.5, 𝐷𝑤 = 0.7, 𝐿 = [ 0 0.9 ],

𝐿𝑑 = [ 0.7 0 ], 𝐿𝑤 = 0.4, 𝐹 = [ −0.1 0.2 ],

𝐹𝑑 = [ 0.4 0 ], 𝐺 = [ 0.1 0 ], 𝐺𝑑 = [ 0.5 0.3 ].

令

𝑓(𝑥(𝑘), 𝑥(𝑘𝑑(𝑘)), 𝑢(𝑘)) = sin(𝐹𝑥(𝑘) + 𝐹𝑑𝑥(𝑘𝑑(𝑘))),

𝑔(𝑥(𝑘), 𝑥(𝑘𝑑(𝑘)), 𝑢(𝑘)) = cos(𝐺𝑥(𝑘) +𝐺𝑑𝑥(𝑘𝑑(𝑘))).

于是有𝛼 = 1, 𝛽 = 1. 假设时变时滞

𝑑(𝑘) = sgn(sin 𝑘) + 2,

显然有 𝑑(𝑘) ∈ [1, 3]. 取 𝛾 = 2,初值及其估计为
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𝜑(𝜃) = [ −0.2𝜃 0.1𝜃 ]T, 𝜑(𝜃) = [ 0 0 ]T,

其中 𝜃 ∈ [−3, 0]. 扰动𝑤(𝑘)是能量为 0.01的白噪声信

号,如图 1所示.
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图 1 外部扰动𝑤(𝑘)

本例将对本文所提出的算法与文献 [15]中的

Krein空间线性估计方法进行仿真比较. 由于 [15]中

算法仅针对线性系统,在应用该算法时, 本文将系统

(5)中的非线性项 𝑓(𝑥𝑎(𝑘), 𝑢(𝑘))和 𝑔(𝑥𝑎(𝑘), 𝑢(𝑘))作

为扰动输入项. 图 2给出了信号 𝑧(𝑘)、本文算法和文

献 [15]中算法对 𝑧(𝑘)的估计;图 3给出了本文算法对

𝑧(𝑘)的估计误差绝对值 ∣𝑒𝑎(𝑘)∣和文献 [15]中算法对

𝑧(𝑘)的估计误差绝对值 ∣𝑒𝑏(𝑘)∣. 由图 2和图 3可知,对

于离散时间Lipschitz非线性系统,本文算法较 [15]中

算法具有更准确的估计性能.
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图 2 信号 𝑧(𝑘)和两种算法对 𝑧(𝑘)的估计
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图 3 两种算法对 𝑧(𝑘)的估计误差

绝对值 ∣𝑒𝑎(𝑘)∣与 ∣𝑒𝑏(𝑘)∣

矩阵𝑅𝑦(𝑘), 𝑅𝑧𝑔 (𝑘)和𝑅𝑧𝑚(𝑘∣𝑘)的特征值如图 4

所示. 其中: 𝑅𝑦(𝑘)的特征值为Ry, 𝑅𝑧𝑔 (𝑘)的特征值为

Rzg, 𝑅𝑧𝑚(𝑘∣𝑘)的特征值为Rzm1和Rzm2. 由图 4可

知,当 𝛾 = 2时,本文所设计的估计器满足定理 2中条

件 (28).
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图 4 3个矩阵的特征值

5 结结结 论论论

本文针对一类离散时间Lipschitz非线性时变时

滞系统,提出一种𝐻∞估计方法. 该方法是对Krein空

间线性估计理论[15]的进一步改进和应用. 通过状态

扩展方法和引入Kronecker delta函数, 将时变时滞系

统等价为具有时变参数的无时滞系统. 利用𝐻∞性

能指标和Lipschitz非线性条件,将Lipschitz非线性系

统𝐻∞估计问题转化为Krein空间具有多个虚拟输出

的随机系统𝐻2估计问题.基于新息分析和投影公式,

得到估计器存在的充分条件和基于Riccati方程的估

计器递推公式. 所设计的估计器是递推的,可实现在

线计算,便于工程应用.
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